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Bevezetés

A diagnosztikus értékelési program alapvető célja egy olyan online mérési 
rendszer kidolgozása, amely lehetővé teszi, hogy a tanulók fejlődését az 
iskolába lépéstől a hatodik évfolyam végéig követhessük. A részletes fel-
adatrendszer három fő területre, az olvasásra, a matematikára és a természet-
tudományra terjed ki, azokra az ismeretekre, készségekre és képességekre, 
amelyek a későbbi iskolai és iskolán túli tanulás sikerességét alapvetően 
meghatározzák. Az olvasás-szövegértés, a matematika és a természettudo-
mány alkotják a nemzetközi felmérési programok fő területeit is. Ebben 
a kötetben a matematika felmérésének tartalmi kereteit adjuk közre, egy 
hatéves munka eredményeként.

A diagnosztikus értékelés projekt második szakaszának egyik kiemelt 
feladata a mérések tartalmi kereteinek átdolgozása, felújítása volt. A fej-
lesztési program 2009-ben indult. Az első szakaszban viszonylag rövid idő 
alatt sok feladatot kellett egymással párhuzamosan megoldani. A technoló-
giai lehetőségek felmérése a szakirodalom feldolgozásával és az elérhető 
rendszerek kipróbálásával kezdődött, majd végül megszületett a döntés 
egy teljesen új online platform kifejlesztésére. A technológiai alap felépí-
tésével párhuzamosan – széles körű nemzetközi összefogással – keres-
tük a választ arra a kérdésre, mit lehet és mit érdemes felmérni az iskola 
kezdő szakaszában, feltéve, hogy egy gyakran alkalmazható, nagyon pon-
tos mérőeszköz áll rendelkezésünkre. Mindemellett, az idő szorításában, 
elkezdtük a feladatíró munkatársakat felkészíteni az új rendszerben létre-
hozandó feladatbank megalkotására. E felkészítésnek három komponense 
volt, egyrészt a méréselméleti-tesztszerkesztési tudás közvetítése, másrészt 
a technológiai készségek fejlesztése, harmadrészt pedig mérendő területek 
tartalmával kapcsolatos szakmai, tantárgy-pedagógiai tudás felfrissítése. 
Ebben a különböző folyamatok közötti szoros interakcióban született meg 
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a mérendő területeket defi niáló, a tesztek és feladatok tartalmát részletesen 
leíró dokumentumok első változata.

A párhuzamosan végzett feladatmegoldásnak és a különböző munka-
csoportok közötti együttműködésnek sok előnye volt, és a tartalmi kerete-
ket kidolgozó teamek is hasznosíthatták a technológiai fejlesztés terén elért 
eredményeket és a továbbképzések tapasztalatait is. Ugyanakkor az egy-
idejűség eltért a mérési rendszerek kidolgozásának egymásutániságra épülő 
hagyományos logikájától, mely szerint először elkészülnek a felmérések 
tartalmának leírásai, majd sor kerül azok feladatokká alakítására, tesztekkel 
való leképezésére. A mérések tartalmi keretei nem a feladatírást megelő-
zően, hanem az első fejlesztési szakasz végén jelentek meg, mintegy össze-
gezve az e téren végzett munka tapasztalatait. A diagnosztikus értékelés tar-
talmának ilyen alapos és részletes leírása nemzetközi téren is újdonságnak 
számított, és annak érdekében, hogy az eredményeinket szélesebb körben 
is elérhetővé tegyük, a szakértők tágabb körét bekapcsolhassuk a további 
fejlesztésekbe, a köteteket angol nyelven is megjelentettük.

Korábbi kutatásaink és az elméleti elemzőmunka eredményeként arra a 
megfontolásra jutottunk, hogy a tanulók tudását három fő dimenzióban cél-
szerű felmérni. Ennek megfelelően a matematika területén egyrészt leírtuk 
– elsősorban az érvényben levő tantervre támaszkodva –, hogy mit tanul-
nak a diákok az iskolában, milyen tananyag elsajátítását lehet közvetlenül 
felmérni (tartalmi, tantervi dimenzió). Másrészt a matematika tudásának 
nagyon sokféle alkalmazási lehetősége van, és a korábbi hazai, valamint 
nemzetközi felmérésekből is ismert, hogy tanulóink ezen a téren kevésbé 
jól teljesítenek. A tudás alkalmazása, átvitele új területekre nem automati-
kus, erre fel kell készíteni a tanulókat. Az e téren végzett fejlesztést a diag-
nosztikus értékeléssel is segíteni lehet (alkalmazás dimenzió). Harmadrészt 
az iskola alapvető célja a tanulók értelmi képességeinek kiművelése, ahol 
a matematika iskolai tanulása kiemelkedően fontos szerepet játszik. Ennek 
megfelelően a matematikai gondolkodás alakulása a diagnosztikus mérések 
harmadik dimenziója.

A tartalmi kereteket bemutató korábbi kötetek öt fejezetre tagolód-
tak. Az első három fejezet részletesen bemutatta az előzőekben felvázolt 
három dimenzió tudományos alapjait. Ezeket az elméleti kereteket további 
munkánk szempontjából is meghatározónak tartjuk. A negyedik fejezetek 
összefoglalták az elméleti fejezetek részletes tartalmi keretekre és a fel-
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adatok kidolgozására vonatkozó következtetéseit, míg az ötödik fejezetek 
részletesen leírták a mérések tartalmát a három említett dimenzióban.

A projekt második szakaszának megkezdésekor helyreállt a feladat-
írás és tesztfejlesztés szokásos logikája. A feladatírók képzésére, a felada-
tok kidolgozására, a feladatbank felépítésére már az elméleti alapok és a 
mérendő tartalmak részletes leírásai alapján kerülhetett sor. Közben elké-
szült az új, saját fejlesztésű online platform is. Az új eDia platform és rend-
szer kihasználja a szoftvertechnológia legújabb eredményeit, és refl ektál a 
széles körben elérhető információtechnológiai eszközök gyors változásaira 
is. A hétköznapi életben mind gyakoribbá válik a vezeték nélküli mobil 
eszközök alkalmazása, az érintőképernyők használata, ami új lehetőségeket 
kínál a tesztfeladatok megalkotására is. A matematikához elkészült közel 
7000 feladat már fi gyelembe vette ezeket a lehetőségeket is.

Az itt felvázolt folyamatokra, eredményekre és tapasztalatokra építve 
készült el a matematika online diagnosztikus felmérések tartalmi keretei-
nek újabb változata. Ebben a kötetben a mérések tartalmának részletesebb 
leírása áll a középpontban. Egy-egy fejezet foglalkozik a felmérések három 
dimenziójával, külön-külön bemutatva a gondolkodás, az alkalmazás és 
a tantervi tartalom terén végezhető mérések részletes leírásait. Az egyes 
mérési dimenziók tartalmának részletes meghatározása már egyértelműen 
a technológiai mérések lehetőségeit veszi alapul. Az illusztrációk, feladat-
vázlatok egyaránt az online rendszerből származnak.

A korábbihoz hasonlóan ez a kötet is a fejlesztési szakasz végére készült 
el, felhasználva annak minden lényeges eredményét. Ugyanakkor ezt a 
munkát nemcsak a korábbi munka lezárásnak, hanem egy újabb folyamat 
kezdetének is tekintjük. Az online rendszer minden fontosabb funkciója 
működik, és már közel ezer iskolában került sor a kipróbálására. A követ-
kező években lehetőség nyílik a rendszerszerű használatra, a tanulók fej-
lődésének követésére. A tartalmi kereteknek ez az újabb változata nem 
csupán megalapozza a feladatbank továbbfejlesztését, hanem tájékoztatja a 
mérések minden érintettjét is azok tartalmáról.

A kötet megszületésében a szerzőkön kívül számos további munkatár-
sunknak szerepe volt, akiknek ezúton is köszönetet mondunk. Külön is 
köszönjük a feladatokat kidolgozó kollégák, továbbá a projektet irányító 
team, Molnár Katalin, Kléner Judit és Túri Diána munkáját. 

Csapó Benő, Csíkos Csaba és Molnár Gyöngyvér 
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A matematika online diagnosztikus mérések 
tartalmi kereteinek elméleti alapjai

Csíkos Csaba
Szegedi Tudományegyetem Neveléstudományi Intézet

Molnár Gyöngyvér
Szegedi Tudományegyetem Neveléstudományi Intézet

Csapó Benő
MTA-SZTE Képességfejlődés Kutatócsoport

Szegedi Tudományegyetem Neveléstudományi Intézet

A matematikai tudás online diagnosztikus értékelésének bemutatását egy-
részt korábbi, még nem kifejezetten technológiaalapú értékelésre fokuszáló 
kötetünk három elméleti fejezetére alapoztuk (Nunes és Csapó, 2011; Csí-
kos és Verschaffel, 2011; Szendrei és Szendrei, 2011), másrészt az átdolgo-
zás során fi gyelembe vettük, hogy a mérésekre online rendszerben kerül 
sor. A példafeladatok kivétel nélkül az eDia platformból származnak, ezál-
tal is demonstrálva a számítógép-alapú tesztelés nyújtotta lehetőségeket és 
előnyöket. Az átdolgozott tartalmi keretek reményeink szerint nem csupán 
a szakértők szűkebb körének és a feladatíróknak munkáját segítik, hanem 
valamennyi tanító és matematikatanár haszonnal forgatja majd a kötetet. 
E fejezet célja, hogy a három értékelési dimenzió szerint tagolt részletes 
tartalmi keretek felhasználásához négy szempont szerint nyújtson támpon-
tot. Megmutatjuk, miként használtuk a nemzetközi kutatások eredményeit, 
mely hazai forrásművekre támaszkodtunk, és hogyan érvényesítettük a tar-
talmi keretek leírásában a számítógép-alapú tesztelési környezet lehetősé-
geit és kihívásait.

1.
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1.1. Fejlemények a matematikatanítás kutatásában

A matematika tanításában, miként más területeken is, a kutatók fi gyelme 
egyre korábbi életkorok fejlődésére és fejlesztésére irányul. A lemaradások, 
kudarcok okait gyakran az iskola előtti szakaszban vagy az első iskolaévek-
ben lehet felfedezni, ezért mind több vizsgálat foglakozik az óvoda-iskola 
átmenettel és az első iskolai évek matematikatanításával. A már hagyomá-
nyos számolási készségekkel kapcsolatos elemzések mellett mind nagyobb 
teret kapnak a számérzékkel, a számfogalom kialakulásával, illetve ezek 
fejlődési zavaraival kapcsolatos vizsgálatok, és az e problémákra kiemelt 
fi gyelmet fordító tanítási módszerek (Mooney, Briggs, Fletcher, Hansen és 
McCullouch, 2014; Clements és Sarama, 2014).

A matematika tanításával kapcsolatos kutatások fontosságát, a tudo-
mányos megalapozás igényét jelzi, hogy már négy olyan nemzetközi fo-
lyóiratot tartanak nyilván, amelyek elsősorban a matematikai neveléssel 
kapcsolatos cikkeket közölnek. Emellett számos általános pszichológiai és 
pedagógiai folyóiratban szerepelnek matematikai tárgyú írások, kifejezve 
ezzel azt, hogy a matematika tanulása és tanítása során megfi gyelt jelensé-
gek szélesebb körű érdeklődésre is számot tarthatnak. A matematika jelen-
ségvilága olyan pedagógiai megfi gyelések és kísérletek lebonyolításához 
kínál terepet, amelyek a tanulás és tanítás tudományos vizsgálatát teszik 
lehetővé. Jelentősen bővült az utóbbi néhány évben az a publikációs bázis, 
amely a kutatók és fejlesztők munkáját segíti. Ebben a kibővült szakirodal-
mi bázisban a következő főbb tendenciákat látjuk.
– Jelentős hangsúllyal szerepel a vizualitás, a problémamegoldást segítő 

rajzolás, ábrázolás.
– Számos cikk vizsgálja a matematikai gondolkodás metakognitív folya-

matait (pl. fejben számolás folyamatainak tudatossága, a matematikáról 
alkotott tanulói és tanári [tanárjelölti] meggyőződések vizsgálata).

– A szemmozgásvizsgálatot felhasználják például a mentális számegye-
nes vagy a szöveges feladatok megoldásának kutatásában.

– Továbbra is lényeges a matematikai tudás hétköznapi alkalmazhatósá-
gának vizsgálata és az úgynevezett matematikai modellek alkotása.

– Az objektív viszonyítási pontok és nemzetközi tendenciák defi niálásá-
hoz nélkülözhetetlenek a nemzetközi rendszerszintű mérések tapaszta-
latai (PISA, TIMSS).
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Ugyanakkor bizonyos témák, amelyek néhány évtizede élénk párbe-
szédet váltottak ki, majd háttérbe szorultak, a technológia adta új lehető-
ségek miatt ismét fókuszba kerültek, mint a geometria területe, amely az 
IEA-vizsgálatok megindulásának idején az érdeklődés homlokterében volt, 
majd átmeneti „hanyatlás” után a dinamikus geometriai szoftvereknek kö-
szönhetően (Geogebra, Cabri) ismét a középpontban van. A matematikai 
bizonyítások pszichológiai és pedagógiai hátterének témaköre, ahol a máig 
meghatározó publikációk a nyolcvanas-kilencvenes években születtek, egy 
kevésbé aktív időszak után ismét gyakrabban szerepel a konferenciákon és 
folyóiratokban. 

Mindhárom értékelési dimenzió (szaktárgyi, alkalmazási és gondolko-
dási) esetén megvannak azok az „alapművek” (túl az előző kötet elméle-
ti fejezetein), amelyek koncepcionálisan segítenek a tájékozódásban. A 
matematikai képességek esetében a képességek faktoranalitikus modellje 
(Carroll, 1993), a matematikai tudás alkalmazása számára a PISA mérési 
keretrendszere és a holland realisztikus matematikai mozgalom alapművei, 
a diszciplináris dimenzió esetében a nemzetközi rendszerszintű mérések 
(tehát a PISA mellett a TIMSS-sorozat) jól defi niált területei segítik a tájé-
kozódást.

1.2. A hazai neveléstudományi és matematikadidaktikai 
hagyományok

A feladatírás hazai matematikadidaktikai forrásai közül kiemeljük a fő-
iskolai tananyagként használt jegyzetet, C. Neményi és Szendrei könyvét 
(1994), valamint Török (2009) munkáját. Mindkét műben megtalálható 
a matematikai szöveges feladatok többszempontú rendszerezése. A rend-
szerezés szempontja elsősorban matematikai, másodsorban pszicholó-
giai. A formális, tesztelméleti, feladatírói szempontú csoportosítás nem 
jelenik meg ezekben a művekben, illetőleg rejtett üzenetük, a példák so-
kasága mutatja be az alsó tagozaton (és részben még 5–6. évfolyamon) 
megszokott, a matematikadidaktikai hagyományban gyökerező feladat-
sajátosságokat. A feladatok részeként vagy a megoldás folyamatában 
különféle matematikai modellek fordulnak elő: táblázatok, grafi konok, 
rajzok, halmazábrák.
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A matematikai feladatok hazai didaktikai előzményei között szükséges 
megemlítenünk a sokak által egyszerűen „teszt”-nek nevezett feladatokat, 
amelyek elsősorban a versenytesztek bevett feladataiként ismertek. Az or-
szágszerte ismert Zrínyi Ilona Matematikaverseny, amelyre 2014-től már 2. 
osztálytól lehet nevezni, a zárt, öt válaszlehetőséget felmutató feladatokat 
használja. Sajátos a pontozási rendszer, hiszen a válaszmegtagadás 0 pontot 
jelent, de a helytelen válasz pontlevonással jár. Azért említjük meg ezt a 
versenyformát, mert az alkalmazott feladattípus és pontozási rendszer egy-
részt valamilyen felkészülési stratégiát (és némi rutint) igényel, másrészt 
pedig igazolja, hogy a zárt feladatok nem csupán könnyű, ismeretszintű 
vagy rutineljárást kérő feladatok mérésére alkalmazhatók.

A matematikai szöveges feladatok neveléstudományi szempontú tipizá-
lására egy példát nyújt Csíkos, Szitányi és Kelemen (2010), akik a számta-
ni művelettel megoldhatóság, a műveletek száma és a feladat szövegében 
szerelő kulcsszavak szerepe szerint dolgoztak ki iskolai fejlesztő progra-
mot. Vincze (2003) kutatásának célja „a matematikai képesség” feltárása 
és intelligenciával való kapcsolatának vizsgálata volt. Matematikai tudást 
mérő tesztjei között szerepeltek egyszerű szöveges feladatok, amelyek egy-
egy matematikai képesség működése mellett egyszerű fogalmak megértését 
és reprezentációját igényelték, valamint rejtvényjellegű és versenyfelada-
tok is. Rejtvényjellegű feladatokból felépülő matematikai teszttel Kontra 
(1999) a matematikai gondolkodás fl exibilitását mérte. A kutatásában hasz-
nált feladatok többsége belátásprobléma volt, amelyek megoldása során a 
megfelelő problémareprezentáció aha élménnyel jár. A szöveges feladatok 
mint az iskolában szerzett matematikai ismeretek és készségek alkalmazá-
sának indikátorai alkalmasak annak mérésére, hogy a tanuló képes-e „rea-
lisztikus” választ adni egy feladat kihívására (Csíkos, 2003).

1.3. Feladatírói munka számítógép-alapú környezetben

A feladatírásnak gazdag szakirodalma van mind a nemzetközi (pl. Roid 
és Haladyna, 1982; Nitko, 1996), mind a hazai mezőnyben. Nagy (1972) 
módszertani kézikönyve, Orosz (1993) monográfi ájának néhány fejezete, 
a Falus szerkesztette kutatás-módszertani tankönyv egyik fejezete (Csa-
pó, 2000), a Pedagógiai Diagnosztika két kötete főleg magával a feladat-
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írás technológiájával foglalkozik. Nagy József úttörő kezdeményezései a 
készségek mérése (Nagy, 1971, 1973) terén pedig a tesztfeladatok gazdag 
példatáraként szolgálnak, hasonlóan az általa irányított, a témazáró tudás-
szintmérő tesztek kidolgozására irányuló programban megjelent kötetek-
hez. Az itt következő fejezetek építenek ezekre a munkákra, ugyanakkor 
nem céljuk a feladatírói munka szabályainak rendszerezése. Mindamellett 
a példafeladatokban megjelenő szabályszerűségek, tartalmi és stiláris ele-
mek jól segítik a technológiaalapú teszek sajátosságainak, feladattípusai-
nak megismerését.

A hazai matematikatanítási gyakorlatban a nyílt végű feladatok domi-
nálnak. Az elhangzó utasítás vagy kérdés alapján a tanulónak kell meg-
konstruálnia a választ. A válaszadás sajátos módjai jellemzőek a matema-
tikára már az alsó tagozattól kezdve. Találkozhatunk olyan taneszközzel, 
amely négy vagy hat pontban tanítja meg, „hogyan kell” szöveges felada-
tokat megoldani. Ezek a lépések valójában önmagukban, egyesével külön 
is tesztelhetők, mindegyik lépést átalakítva zárt formájúra (akár alternatív 
választásosra), azaz a nyílt végű feladatokban szokásosan elvárt és ponto-
zott tudáselemek diagnosztikus értékelése számos esetben megoldható zárt 
feladattípusok segítségével.

A zárt feladatok a nemzetközi rendszerszintű felmérésekben az 1995-
ös TIMSS-mérésig kizárólagosan fordultak elő (Csíkos és Vidákovich, 
2011). Ezen belül az öt válaszlehetőség közül egy helyes válasz megjelö-
lését kérő multiple choice (szó szerinti fordításban: többszörös választás; a 
hazai didaktikai fogalomhasználatban: egyszeres választásos) feladattípust 
használta az IEA első két matematikai felmérése. Az egyszeres választásos 
feladatok, leggyakrabban négy vagy öt opcióval, a későbbi nemzetközi fel-
mérésekben is teret kaptak. 

A PISA 2003-as matematikai felméréséről készült elemzés szerint a 
vizsgált tudásszint és az alkalmazott feladattípus között nem determiniszti-
kus, de azért határozottan kirajzolódó összefüggés mutatkozott. A zárt fel-
adatok elsősorban a rutinszerű matematikai eljárások esetén, míg a nyílt 
feladatok inkább a két magasabb szint esetén fordultak elő gyakrabban. A 
felismert összefüggés iránya a következőképpen értelmezhető. Mivel zárt 
feladatok (köztük egyszeres választásos feladatok) lényegében bármely 
szintű tudáselem tesztelésére felhasználhatók, a feladatíró döntésén, vég-
ső soron pedig a szakértők egyetértésén múlik, hogy a magasabb szintű 
gondolkodási folyamatok tesztelésére milyen mértékben lehetséges vagy 
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szükséges nyílt feladatok bevonása. A nyílt végű feladatok esetében több 
kihívást jelent a feladat online diagnosztikus feladatbankba illesztése. Pél-
dául egy esszéfeladat javítása, pontozása (a matematikai területén tipikus 
esszéfeladat például egy tétel bizonyítása) egyelőre számítógéppel meg-
oldhatatlan. Ugyanakkor a már említett, a hagyományok okán nyílt for-
mátumú aritmetikai szöveges feladatok a mért tudásterület megőrzésével 
átalakíthatók zárt formátumúra, és ezek már teljes egészében lehető teszik 
a számítógép-alapú megvalósítást: a pontozásig bezárólag.

A számítógépes környezet – a papíralapúhoz képest – lehetőségeket ad 
és korlátokat támaszt (Molnár, Papp, Makay és Ancsin, 2015). A tesztelés 
jóságmutatói szerint górcső alá véve a problémakört, a feladatok objektivi-
tása, tárgyszerűsége egyrészt a feladat megoldása során biztosított azonos 
feltételek, másrészt a feladatok pontozása, javítása során megjelenő egy-
értelműség révén általában magasabb szinten biztosítható a számítógépes 
tesztelés során. Az adatfelvétel és a kiértékelés magasabb szintű objektivi-
tása azon múlik, hogy lehetővé válik az „emberi tényező”, a feladatok meg-
írását és javítását felügyelő és megvalósító személyek közötti különbségek 
eliminálása (Csapó, Molnár és Nagy, 2014). Összességében a számítógépes 
környezeten keresztül lehetővé válik a feladatjavító munka egyszerűsítése. 
Ennek eklatáns példáját jelentik azok a kombinatorikai feladatok, amelyek-
nél az összes lehetséges megoldás felsorolása a feladat. Az ilyen feladatok 
javítókulcsában (a papíralapú tesztkultúrában) az összes helyes megoldás 
felsorolása mellett jellemzően a javító szakember számára ott szerepelt a 
mondat: „a sorrend tetszőleges”. Könnyen belátható, hogy az objektív és 
gyors javítás ez esetben a számítógép-alapú tesztelés mellett szól.

A tesztelés reliabilitására, megbízhatóságára vonatkozóan ugyanazok a 
kihívások és kritériumok érvényesek, mint a papíralapú tesztelés során. A 
validitás, érvényesség számos részterülete különböző mértékű kihívásokat 
és lehetőségeket nyújt a számítógépes tesztfeladatokkal szemben. Kulcs-
kérdés, hogy a matematikai tudás számítógépes tesztelése során mért tudás-
elemekbe „ne mérjük bele” a számítógép-használatban szerzett jártasságot. 
A legújabb kutatási eredmények szerint egyedül kisiskolás diákok asztali 
számítógéppel való mérése-értékelése kapcsán merülhet fel ez a kérdés, 
idősebb diákok esetén teljes mértékben kizárható (Molnár és Pásztor, 2015; 
Pearson, 2009). Ugyanakkor a technológia adta előnyöket kihasználva ér-
vényesebbé tehetjük a tesztelés menetét azzal, ha a diákoknak lehetőséget 
adunk a feladatok meghallgatására, ezzel a mérés során kizárva az olvasási 
képességük fejlettségi szintjéből adódó teljesítménykülönbségeiket. 
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A papíralapon és a számítógépen megjelenő feladatok közötti azonosság 
és különbség megragadható a feladatkijelölés (stimulus) és a válaszok fel-
vétele (response capture), másrészt az alkalmazott feladattípusok szerint is. 
Míg a papíralapú feladatok esetében a feladatkijelölés főképp statikus szö-
veg és kép használatára korlátozódik, addig számítógép-alapon ez történ-
het statikus vagy digitális szöveggel (hiperlinkek használatával), képekkel, 
hanggal, animációval, videóval, szimulációkkal. Mindezekkel akár interak-
cióba is léphet a tesztet megoldó személy, aminek következtében akár dina-
mikusan változhat is a feladat, illetve a feladat megoldásához rendelkezésre 
álló információ. 

A feladatokra adott válaszok felvétele is eltérő lehet a két tesztkörnyezet 
esetén. Míg papíralapon alapvetően karikázással, pipa vagy ikszek hasz-
nálatával, aláhúzással, összekötéssel, rajzolással vagy betűk, szavak, mon-
datok írásával adjuk meg a választ, addig számítógép-alapon a válaszadási 
lehetőségek egyrészt kibővülnek, másrészt az alkalmazott hardver jellegé-
től függően is változhatnak. Más-más válaszadási lehetőségeket rejthet egy 
tablet vagy egy asztali számítógép. Annak ellenére, hogy a technológiai 
fejlődés iránya egyértelműen a tabletek felé mutat, ahol már nincs szükség 
perifériás eszközök használatára, elterjedtsége miatt lényeges foglalkozni 
az asztali számítógépek adta válaszadási módokkal is, azaz a billentyűzet és 
az egér adta lehetőségekkel és a diákok, főképp a kisiskolás diákok egér- és 
billentyűzethasználati képességeinek fejlettségi szintjével. 

Az egérrel történő válaszadás során a diákok (1) kattinthatnak űrlapele-
mekre (rádiógomb, jelölőnégyzet), (2) megadhatják válaszukat legördülő 
lista használatával, (3) kattinthatnak képekre, képek részeire, (4) szöve-
gekre, szövegek részeire, (5) kattintással színezhetnek alakzatokat, képeket 
vagy azok részeit, (6) a kattintás sorrendjét alapul véve sorszámozhatnak, 
(7) összeköthetnek vagy nyilat rajzolhatnak két feladatelem közé, (8) von-
szolással mozgathatnak betűket, szavakat, mondatokat, szövegeket, számo-
kat, alakzatokat, képeket, hangokat, videókat, animációkat, szimulációkat, 
gyakorlatilag bármely feladatelemet. A billentyűzet használatát kérő vá-
laszadási formák között szerepelhetnek betűk, számok, szavak begépelését 
kérő beviteli mezők vagy hosszabb szövegek, mondatok begépelését kérő 
szövegdobozok, sőt akár bizonyos billentyűk ütemre történő lenyomásával 
ritmust adhatnak vissza. Mindezen túl mikrofon vagy videokamera haszná-
latával lehetőség van hang, esetleg videó (mozgás) mint válasz rendszerbe 
való feltöltésére is. 
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A jelen kötetben bemutatott elméleti kereteken nyugvó, eDia rendszer-
ben futó matematika-feladatbankban is kihasználtuk a fenti lehetőségeket, 
aminek következtében a korábbiaknál változatosabb feladatformák alkal-
mazására nyílt lehetőség. Első, második és harmadik évfolyamon a felada-
tok utasításait nemcsak elolvashatják, hanem meg is hallgathatják a diákok, 
így a tesztek a még olvasni nem tudó vagy olvasási nehézségekkel küzdő 
diákok körében is használhatók. Ezáltal alacsonyabb évfolyamos diákoknál 
a matematikateszteken nyújtott teljesítményeket nem befolyásolja a tanu-
lók olvasási képességének fejlettségi szintje, ami jelentős mértékben növeli 
a tesztek validitását és megbízhatóságát. 

Feladattípusok szempontjából a fent ismertetett stimulusok és válaszok 
minden kombinációja kiközvetíthető, azonban minden egyes feladat pon-
tozása, értékelése itemszinten visszavezethető az alternatív választás (igen-
nem), valamint az egyszeres választás (pl. rádiógomb) típusú feladatokra. A 
válaszadás módja szerint a feladattípusok következő csoportosítási módját 
használhatjuk, ha a hagyományos papíralapú osztályozásból indulunk ki: 
zárt végű feladatok, nyílt végű feladatok. 

A zárt végű feladatok közé sorolhatjuk az összes olyan válaszadási 
kombinációt, ahol a válaszlehetőségek valamilyen formában (betű, szöveg, 
szám, kép, hang, videó, szimuláció) adottak a feladat kiközvetítése során. 
A legismertebb formák az alternatív választásos, az egyszeres választásos, 
a többszörös választásos, az illesztéssel kivitelezhető, a csoportba sorolást 
kérő, a sorba rendezést igénylő feladatok, amelyek stimulus és válaszle-
hetőség jellegétől függően más-más feladatmegjelenést eredményeznek. A 
továbbiakban a teljesség igénye nélkül áttekintünk néhány gyakran alkal-
mazott feladatformát. 

Az alternatív választásos feladatok során a diákoknak egy elemről kell 
eldönteni, hogy az például egy adott csoportba tartozik-e vagy sem, egy 
adott tulajdonsággal rendelkezik-e vagy sem, igaz-e rá a feladatban megfo-
galmazott állítás vagy sem. Ez a tipikusan igaz-hamis kérdéstípusnak ne-
vezett feladattípus a papíralapú tesztekben is gyakran előfordul, azonban 
alkalmazási köre a használt stimulusok miatt jelentős mértékben kitágul 
számítógép-alapú tesztelés esetén. A leggyakrabban alkalmazott feladatfor-
ma a rádiógomb és a felirattal ellátott rádiógomb használata, de a rádió-
gombok kis mérete és a feladatok változatossága miatt alkalmazhatunk akár 
képeket (pl. zöld pipa, piros x) vagy egyéb feladatelemeket a válaszadás 
során. A matematika területén például megvalósítható az iskolába lépéskor 
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való képesség- és tudásszintmérés is, ugyanis a feladatokat ez esetben a 
diákok fülhallgatón keresztül hallgathatják meg. Kisiskolás diákok esetén 
a feladatadás és értékelés központilag alkalmazott alámondásával és kiér-
tékelésével (a személyes adatfelvétel alkalmazása helyett) megbízhatóbb 
tesztelés valósítható meg (Csapó, Molnár és Nagy, 2014).

Az egyszeres választásos feladatoknál nem kettő, hanem több feladat-
elemből kell egyet választani, tipikusan négy elemből egyet. Ennek a fel-
adattípusnak a legkézenfekvőbb alkalmazási módja szintén a rádiógomb 
alkalmazása, ugyanakkor számítógépen a válaszadás számos más formája 
is alkalmazható, mint például legördülő menü használata vagy képre, a kép 
egy részletére kattintás. 

A többszörös választásos feladatokban több elemből nemcsak egyet, ha-
nem többet kell kiválasztani. Pontozás tekintetében ez a feladattípus vissza-
vezethető az alternatív választásos feladatokra, ahol minden egyes elemről 
külön-külön dönteni kell, hogy rendelkezik-e az adott tulajdonsággal, majd 
ezt jelölnie is kell a diáknak; vagy egy egységként pontozzuk a feladatot, 
és a választási lehetőségek számától függetlenül egy pontot adunk a helyes 
megoldásra, fi gyelmen kívül hagyva azt, hogy esetleg a feladat egyik felét 
helyesen oldotta meg a diák. Az előbbi opció esetén lényeges az elemenkénti 
jelölés, miután arra a rendszer nem ad pontot, ha valamit épp a helytelen fel-
adatadás miatt egyébként helyesen nem jelölt meg a diák (ebben az esetben 
üresen végigkattintgatva a tesztet nem 0%-os teljesítményt érne el a diák). 

A többszörös választásos feladatok megjeleníthetők választógombbal, 
elemenkénti rádiógombpárok megadásával, de dolgozhatunk egyéb fel-
adatelemekkel is (pl. képekkel), amelyeken szintén változatos válaszadási 
lehetőségeket alkalmazhatunk (ponttal való megjelölés, kattintással színe-
zéssel stb.). 

Illesztésen és színezésen alapuló feladatokkal megvalósítható a mani-
pu la tív válaszadás is. Tipikus illesztéses feladatok a feladatelemek vonszo-
lására építő feladatok, ahol valamely feladatelemet ki kell egészíteni más 
feladatelemmel, elemekkel, vagy az egyes feladatelemeket sorrendbe kell 
állítani, vagy különböző szempontok szerint csoportba sorolni. Utóbbi eset-
ben számos megoldás elfogadható (alak, nagyság, telítettség szerinti osztá-
lyozás is), amelyek mindegyikét kezeli az online rendszer. A drag-and-drop 
egy másik alkalmazása az egyszeres vagy többszörös választásos feladatok-
hoz áll közel, amikor előre adott lehetőségek közül kell választani és például 
egy sorozatot folytatni vagy egy másik feladatelemet kiegészíteni. 
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Színezés segítségével különböző típusú manipulatív feladatok szerkesz-
tése is megvalósítható. Bármely kép, illetve kép része színezhető területnek 
jelölhető ki, ezáltal alkalmas a válaszadásra. A kombinatorikai típusú fel-
adatok megoldása bármely sorrendben elfogadható.

A feladatokban a relációválasztást szintén különböző típusú feladatok-
kal oldhatjuk meg. Alkalmazhatunk csoportokba sorolt rádiógombokat 
vagy kattintással jelölést, színezést, vonszolást, vagy kattintással nyíl raj-
zolását. A billentyűzet segítségével relációs jeleket, betűket, számokat, sza-
vakat vagy mondatokat, esetleg formulákat kérhetünk a nyílt végű felada-
tokban válaszként a diákoktól (a billentyűzetkezelési készségek fejlettségi 
szintjének befolyásoló hatását kiküszöbölve utóbbi alkalmazása kisiskolás 
diákok körében nem ajánlott Molnár és Pásztor, 2015). A válasz kiérté-
kelése kapcsán meghatározhatjuk, hogy számítson-e a kis és nagybetű, az 
ékezet, vagy a plusz szóközök írása. Felsorolás, sorozatok vagy kombina-
torikai feladatok esetén e választípus használata során defi niálható, hogy 
lényeges-e az előre meghatározott elválasztójelekkel felsorolt betűk, sza-
vak, számok sorrendje vagy sem. Ezekkel a megoldásokkal a nyílt végű 
feladattípusok jelentős része automatikusan értékelhetővé válik, azaz nem 
szükséges azok utólagos ember általi javítása, és megvalósítható a tesztelés 
végén az automatikus és azonnali visszacsatolás.

1.4. A számítógépes tesztelési környezet

A számítógépes oktatási környezet mind természetesebbé válik világ-
szerte, így egyre nagyobb mértékben felhasználható a technológia adta kör-
nyezet előnye pedagógiai értékelési célokra is. A legfontosabb értékek közé 
tartozik a tesztelés gazdaságossága, a tesztszerkesztés változatossága, a ki-
közvetítés és adatáramlás gyorsasága, az azonnali, objektív, standardizált 
visszacsatolás biztosításának lehetősége és az innovatív feladatszerkesztési 
lehetőségek. Elérhetővé válik az adaptív tesztalgoritmus, amelynek segít-
ségével pontosabbá válik a tudás- és képességszintbecslés. Javulhatnak a 
tesztek jóságmutatói, bővül a tesztelésbe bevonhatók köre, és lehetővé vá-
lik a kontextuális adatok hatékony rögzítése és elemzése is. 

A számítógépes tesztelési környezet alkalmazásával már nemcsak a 
diákok számára kis téttel bíró teszteknél, mint például a jelen keretrend-
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szerre is épülő eDia diagnosztikus mérés-értékelési rendszer esetében vagy 
a nemzetközi szinten is ismert és közismert OECD PISA-mérések során 
találkozhatunk, hanem már nagy téttel bíró tesztek kapcsán is (pl. SAT 
– amerikai érettségi vizsga vagy a grúz érettségi vizsga) jelen van. A kér-
dés ma már nem az, hogy megvalósítható-e, elterjeszthető-e (Molnár és 
Pásztor-Kovács, 2015; Molnár és Magyar, 2015), megbízhatóbb-e (Csapó, 
Molnár és Nagy, 2014), pontosabb képességszintbecslést nyújt-e a számí-
tógép-alapú tesztelés, hanem az, hogy hogyan integráljuk a mindennapi 
tanulási-tanítási folyamatba. A kutatók és a fejlesztők ma már azokra a kér-
désre keresik a választ, hogy hogyan használjuk ki minél hatékonyabban 
előnyeit, milyen új információhoz juthatunk a tesztelt személy kapcsán az 
adatfelvétel során rögzített log-adatok (pl. az egyes feladatokkal eltöltött 
idő) segítségével. Ilyen kérdésekre a hagyományos tesztelési mód alkalma-
zása mellett nem tudtunk választ adni. 

A technológia gyors fejlődése és terjedése következtében azok a mérés-
értékelési platformok képesek lépést tartani a változással, amelyek nem igé-
nyelnek speciális követelményeket, az átlagoson, mindenhol hozzáférhetőn 
túlmutató szoftveres környezetet, ugyanakkor képesek az innovatív, a tech-
nológia adta előnyöket kihasználó feladattípusok kezelésére is, mindezt a 
hálózati sávszélesség különbözősségét kiküszöbölve. Használatuk igazodik 
a gyengébb és az erősebb hardveres, illetve technológiai környezethez is, 
miközben alkalmazásuk során biztosított a megfelelő szintű adatáramlási 
biztonság.

Az SZTE Oktatáselméleti Kutatócsoport által kidolgozott és folya-
matosan fejlesztett platform és rendszer, az eDia megfelel a fenti köve-
telményrendszernek. Használata nem igényel speciális hardveres vagy 
szoftveres környezetet, alkalmazásához mindössze egy internetes böngé-
sző (Mozilla Firefox vagy Google Chrome) és internetkapcsolat szüksé-
ges. Az eDia nemcsak egy mérés-értékelési platform, hanem egy tarta-
lommal feltöltött rendszer. 

Az eDia rendszer közel 7000, elsőtől hatodik évfolyamos diákok részére 
készült matematikafeladatot tartalmaz, mely feladatok elméleti alapjául e 
tartalmi keretek szolgáltak. A feladatok instrukciói első, második és harma-
dik évfolyamon meghallgathatóak, amivel egyrészt sikerült kiküszöbölni 
azt, hogy a matematikatudás értékelése során a diákok olvasási képessé-
gének fejlettségi szintjét mérjük, másrészt ki tudtuk bővíteni a tesztelésbe 
bevonható diákok körét, mert a feladatok jelen formájukban a még olvasni 
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nem tudó vagy olvasási nehézségekkel küzdő diákok körében is használha-
tók (Molnár, 2015b).

Az eDia rendszer alkalmazásával megvalósítható a diákok fejlődésének 
nyomon követése, sőt, ha elnyeri a rendszer végleges állapotát, akkor ki-
vitelezhetővé válik az objektív viszonyítási pontokkal ellátott visszajelzés 
mellett a személyre szabott tesztelés is (Molnár, 2015a). Jelenleg a diákok 
a számukra kiközvetített teszt utolsó feladatának megoldása után vissza-
csatolásként grafi kus környezetben megismerhetik képességszintjüket, mi-
közben viszonyítási pontként látják az azonos évfolyamra járó többi diák 
átlagos képességszintjét, azaz el tudják helyezni magukat képességszint 
szerint kortársaik között. A pedagógus ezen túl a rendszeren belül ismerheti 
az osztály-, az iskola- és a tankerületszintű átlagos eredményeket is, ame-
lyek további viszonyítási pontként szolgálhatnak a diákok fejlesztéséhez. 
Ezekkel a minőségi oktatás alapját képező kulcsfontosságú információkkal 
azonnali visszacsatolás mellett jelen pillanatban nem rendelkeznek a peda-
gógusok. Bár az intézményi és nem diákszintű értékelésre fokuszáló Or-
szágos kompetenciamérés eredményei hasonló információt szolgáltatnak a 
pedagógusok számára, de a hét hónapos visszacsatolási idő miatt azokra az 
eredményekre nem lehet a diákok hatékony fejlesztését építeni. Arra szá-
mítunk, hogy a gyors és objektív viszonyítási pontokkal ellátott, bármilyen 
gyakran alkalmazható online diagnosztikus értékelési rendszer, az eDia se-
gíteni fogja a tanulási nehézségek korai azonosítását, és ezáltal segíti az 
oktatás minőségének javítását.

Az eDia rendszer szervesen illeszkedik a magyar és nemzetközi érté-
kelési rendszerbe. Az eDia rendszer elsőtől hatodik évfolyamig tét nélkül 
folyamatos visszacsatolást biztosít a diákok matematikatudásának a mate-
matikatudás három dimenzióján (gondolkodási, tantárgyi és alkalmazási) 
belüli fejlődéséről. Az eredmények a mérési azonosító használata következ-
tében összekapcsolhatóak lesznek a hatodik, nyolcadik és tizedik évfolya-
mon zajló Országos kompetenciamérés matematika eredményeivel, majd 
a középiskolát lezáró matematikaérettségi eredményeivel is. Ezen átfogó 
rendszer segítségével remélhetően sikerül visszafordítani azt a matematika 
terén tapasztalható tendenciát, mely szerint a 15 éves diákjaink közel 30%-a
analfabétának tekinthető a matematika terén, azaz alapvető matematikai 
műveletek elvégzésének módját sem ismerik (a PISA-felméréseken 2-es 
szint alatt teljesítenek).
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A matematikai gondolkodás diagnosztikus értékelése során a Nunes és Csa-
pó (2011) által kifejtett elméleti alapokra építve, az iskolai matematikata-
nítás gyakorlatához alkalmazkodva és a NAT-követelmények fi gyelembe-
vételével járunk el. E három kiindulópont közül a középső, azaz az iskolai 
gyakorlathoz alkalmazkodás igényel előzetes értelmezést. A matematika, 
miként a többi iskolai tantárgy, a tartalomba ágyazott képességfejlesztés 
terepe lehet. Ez azt jelenti (Csapó, 2003), hogy az adott tantárgy hagyo-
mányos tananyához illeszkedően megvalósítható a gondolkodás általános, 
széles tartalmi körben transzferálható képességeinek fejlesztése. Melyek 
azok az általános gondolkodási képességek, amelyek matematikai tartal-
makon is fejleszthetők, és amelyeknél ezzel együtt teljesül a matematikai 
tartalmakhoz kapcsolódás gyakorlati kritériuma? Carroll (1998) megneve-

2.
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zett számos olyan képességet, amelyek egy átfogó intelligenciamodell fak-
toraiként jelentkeznek, azonban ezek között több olyan van, amelynek az 
elnevezése (és ezzel együtt maga a képesség) nehezen egyeztethető össze 
a tantárgyi hagyományokkal. Ilyen például az átfogó auditív észlelés ké-
pessége, amelynek tartalma – mint látjuk Dehaene hármaskód-elméletéből 
(Dehaene, Piazza, Pinel és Cohen, 2003; Dehaene, Molko, Cohen és Wil-
son, 2004) – a számnevek hallás utáni percepciója kapcsán nyilvánvalóan 
fontos eleme a matematikai tudásnak. 

Defi niálható ugyanakkor néhány olyan átfogó gondolkodási képesség, 
amelyek nemcsak hogy releváns és azonnal látható matematikai kötődé-
sűek, hanem ezen túl más tantárgyak fejlesztő feladataiban szerepeltetve 
megmutatják a matematikai(nak is nevezhető) képességek széleskörű je-
lentőségét. Vidákovich (2008a) áttekintése nyomán kiemelt matematikai 
képességként tekintünk az induktív, deduktív, kombinatív, rendszerezési 
és korrelatív gondolkodásra. Ezek közül a kombinatív és a korrelatív gon-
dolkodás direkt módon illeszkedik egy-egy részterülethez (a kombinato-
rikához és a statisztikához), míg a többi átfogóbban kapcsolódik a mate-
matikához. Az induktív gondolkodás fogalmát a Csapó Benő kutatásaiban 
(pl. Csapó, 2002) mért folyamatokhoz kapcsoljuk: szabályfelismerést és 
szabályalkotást igénylő számsorozatok és más jelsorozatok folytatásával, 
kiegészítésével mérhetjük. Az arányossági gondolkodást (proportional 
reasoning) említjük még a szakirodalomban jellemzően matematikaiként 
defi niált gondolkodási képességek között, amelynek egyrészt az induktív 
gondolkodáshoz való kötődése említésre méltó (Schwartz és Moore, 1998), 
másrészt kapcsolódása a valós világ modellezéséhez, mely átvezet minket 
a matematikai tudás alkalmazási dimenziójába.

Emellett számos olyan készség defi niálható, amelyek – a készségek 
Nagy József (2000) által adott defi níciójának megfelelően – egy szűkebb 
tartalmi területen a gondolkodás automatizálódott formáit jelentik. Szeren-
csés és optimális esetben készségszinten működik a számolás, a számlálás, 
az arányossági gondolkodás és a mértékváltás. Figyelembe véve a készsé-
gek és képességek fejlődésének jellemzően tartalomhoz kötött fejlődési út-
ját (Perkins és Salomon, 1989), a készségek egy részét a matematikai tudás 
alkalmazásának diagnosztikus értékelése során fogjuk tárgyalni. Egy adott 
területen megszerzett készség más tartalmi területre transzferálódása nem 
automatikus folyamat, viszont oktatási módszerekkel elősegíthető.
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Fejezetünkben öt matematikai gondolkodási képességre fokuszálunk 
(emellett más képesség- és készségelemekből is néhány példát említünk), 
hangsúlyozva azonban, hogy nincs véges, különösen nem ötelemű listája a 
matematikai képességeknek. Az online diagnosztikus értékelési projektben 
a deduktív, induktív, rendszerező, kombinatív és arányossági gondolkodást 
emeltük ki.

Deduktív gondolkodás
A logikus gondolkodás része a deduktív gondolkodás, amelyet a klasszikus 
kétértékű logika kétváltozós műveleteire épülő feladatokkal szoktak mérni. 
Ebben a rendszerben a kijelentés, vagyis modalitás szempontjából a kije-
lentő, állító mondat az alapegység, amelynek igazságértéke lehet igaz vagy 
hamis. A kétváltozós műveletekben két állítás összekapcsolásával képzünk 
összetett kijelentéseket, amiknek az igazságértéke szintén lehet igaz vagy 
hamis. A deduktív gondolkodást mérő feladatokban tíz műveletet mérünk, 
amelyeket valódi kétváltozós műveleteknek nevezünk. A logikus gondol-
kodás fejlesztése régóta megfogalmazott igénye az iskolai tanterveknek 
(Vidákovich, 2002). 

A 2012-es Nemzeti alaptanterv matematikai műveltségterület részében 
1‒6. évfolyamra vonatkoztatva olvasható: „Az állítások megítélése igaz-
ságértékük szerint. Nyitott mondatok bezárása helyettesítéssel. Oksági kap-
csolatok keresése, megértése. Következtetés további igazságokra.” (NAT, 
2012. 67‒68. o.) A deduktív gondolkodás fejlődésének egy jelentős sza-
kasza már óvodáskorban lezárul, hiszen az óvodások már többféle követ-
keztetési típust képesek használni (Vidákovich, 2008b). 1‒2. évfolyamon a 
deduktív gondolkodás vizsgálatára rendelkezésre áll a DIFER vonatkozó 
modulja, melynek felvételét szóbeli feladatkitűzés kíséri. 3‒4. osztályra a 
tanulók olvasási képessége, valamint a nyelv logikai elemeinek a helyes 
használata kezdi elérni azt a fejlettségi szintet, hogy lehetővé válhat deduk-
tív gondolkodást mérő matematikai szöveges feladatok megoldása. 

Induktív gondolkodás
A gondolkodási műveletek közül az induktív gondolkodás egy olyan komp-
lex kognitív képesség, melyet úgy is értelmeznek mint a kritikai gondol-
kodás egyik alapvető összetevőjét (Sternberg, 1985) vagy mint a tanulási 
képességek egyikét (Csapó, 1997). A fogalom defi níciója szerint az induk-
tív gondolkodás nem más, mint szabályszerűségek és rendellenességek 
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megtalálása úgy, hogy relációkat, tulajdonságokat összevetve keresünk és 
ismerünk fel hasonlóságokat és különbségeket. Az induktív gondolkodás 
lényege tehát tulajdonképpen az összehasonlítási feladatokban ragadható 
meg: dolgok jegyeinek hasonlóságát vagy különbözőségét kell azonosítani, 
az egymáshoz való viszonyokat felismerni (Csapó, 2002, 2004). Nagymin-
tás keresztmetszeti vizsgálatok (Molnár és Csapó, 2011; Csapó és Molnár, 
2012) és fejlesztő kísérletek (Molnár, 2011) segítségével bőséges adataink 
vannak a kisiskolás korosztály induktív gondolkodásának fejlődéséről és 
fejleszthetőségéről.

Az induktív gondolkodást mérő feladatok fejlesztik a divergens gon-
dolkodást, hiszen nem minden esetben csak egy úton juthat el a tanu-
ló a jó megoldáshoz. Továbbá a feladatok megbeszélése, a gondolkodás 
verbalizálása fejlesztheti a kommunikációs készséget, a problémamegoldó 
és deduktív gondolkodást. 

Rendszerezőképesség
A gondolkodási képesség egyik összetevője a rendszerezőképesség, amely 
„a dolgok és viszonyaik, illetve a meglévő információk és viszonyaik (re-
lációik) felismerésével, elrendezésével teszi lehetővé az új tudás létreho-
zását” (Nagy, 2003, 271. o). A rendszerezőképesség összetevőit az alábbi 
öt készségben határozhatjuk meg. (1) A fogalomképzés egyszerű fogalmak 
megalkotásában, kialakításában játszik szerepet. (2) A besorolókészség 
segít eldönteni egy adott dologról, hogy a kiválasztott fogalomhoz tarto-
zik vagy sem. (3) A defi niálókészség nyolcfajta defi níció létrehozását te-
szi lehetővé, általa a dolgokat fogalmi szinten tudjuk azonosítani. (4) A 
sorképzés az elemek valamilyen szempont szerinti sorba rendezését segíti. 
(5) Az osztályozás az összetett fogalmak konstruálásában, működtetésében 
játszik szerepet, aminek három fajtáját különböztetjük meg, a felosztást, a 
sorképző osztályozást és a hierarchikus osztályozást (Nagy, 2003). Ahogy 
fentebb említettük, a rendszerezőképesség egyik részkészsége a sorképzés, 
amelyhez szinte minden tantárgyból lehet feladatokat alkotni. Sorképzés-
kor tehát a felsorolt elemeket valamilyen szempont szerint sorba kell ren-
dezni a tanulónak. A matematikán belül számos lehetőség nyílik ilyenfajta 
viszonyfelismerést igénylő feladatok alkalmazására. 
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Kombinatív képesség
A kombinatív képesség az a gondolkodási képesség, amely lehetővé teszi, 
hogy megadott elemekből meghatározott feltételeknek megfelelően konst-
rukciókat tudjunk összeállítani (Csapó, 1988). A gyermekek már óvodás-
korban találkozhatnak olyan tevékenységekkel, melyek matematikai hátte-
rében ismétlés nélküli kombináció áll. Ilyenek például színezéses felada-
tok, a kétszínű zászló sávjainak különböző színre festése, amihez három 
színből választhat a gyermek. Az ilyen és ezekhez hasonló feladatokban 
az ismétlés nélküli kombinálást tudjuk mérni, ami a kombinatív képesség 
kevésbé bonyolult szintje. Ebben az életszakaszban még nem az bír jelen-
tőséggel, hogy összesen hány különféle lehetőség van, hanem egyáltalán a 
lehetőségek keresése, egy újabb, az addig feltártaktól különböző lehetőség 
megtalálása jelenti a tevékenység lényegét, a kihívást (Csíkos és Csapó, 
2011). A 2012-es Nemzeti alaptanterv 1‒4. évfolyamra kombinatorikából 
néhány elem sorba rendezését, a lehetőségek próbálgatással való megtalá-
lását fogalmazza meg. 4. osztály végére már a kombinatív képesség minden 
elemét mérjük, az ismétlés nélküli és ismétléses kombinálást és az ismétlés 
nélküli és ismétléses variálást. Ezekhez a feladatokhoz kezdetben mani-
puláció kapcsolódik (színezés, rakosgatás), mely megalapozza a későbbi 
szimbólumokkal, számokkal végzendő tevékenységet.

Arányossági gondolkodás
Az arányossági gondolkodás alapja annak megértése, hogy két mennyiség 
együttesen változik (Adey és Csapó, 2011). Bár matematikai szempontból a 
lineáris összefüggések egyszerűnek hatnak, ezek felismerése és megértése 
is hosszú fejlődési folyamat eredménye, és az arányossági gondolkodás az 
analógiás és induktív gondolkodás más folyamataival együtt, sokféle tar-
talmon előfordulva fejlődik. Az arányossági gondolkodásra mind a hétköz-
napi élet, mind az iskolai tanulás során szükség van, fontos pillérét képezi 
a tudásnak. Arányosságszámítási készségnek nevezzük az arányos osztást, 
az arányszámítást, a mértékváltást, az arányosságok kezelését, a százalék-
számítást. Az arányosságszámításnak fontos előfeltétel-készségei vannak, 
mint az elemi számolás, műveleti számolás és a törtek fogalma (Varga, Jó-
zsa és Pap-Szigeti, 2007). A Nemzeti alaptanterv (2012) alsó tagozatra az 
arányossági gondolkodásnak ezeket az előfeltétel-készségeit veszi számba, 
és csak 5. évfolyamtól kezdődően jelenik meg az egyenes arányosság és 
a fordított arányosság. Az arányossági gondolkodásnak a legegyszerűbb, 
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tapasztalati formája már óvodáskorban kezd kialakulni. Az általános isko-
lai oktatás során gyakran előkerülnek a rész-egész fogalmai, viszonyai, az 
egész bizonyos részeinek színezése különböző geometriai alakzatokon, az 
első mértékegységek. Az arányossági gondolkodás fejlődése lassú folya-
mat, és nagy egyéni különbségeket mutat. A tanítási tapasztalatok azt jelzik, 
hogy az arányokkal való műveletvégzéshez nem feltétlenül kapcsolódik 
arányossági gondolkodás, hiszen bizonyos feladatok más algoritmussal is 
megoldhatóak. Ezért is kiemelkedő fontosságú az arányossági gondolkodás 
és az előfeltétel-készségek fejlesztése, ehhez pedig olyan feladatok szüksé-
gesek, melyek a tanulók képességét mérik arányossági gondolkodást igény-
lő helyzetekben (Varga, Józsa és Pap-Szigeti, 2007).

Ha a gondolkodási képességek iménti áttekintését azzal a céllal ven-
nénk sorra, hogy az iskolai évfolyamok szerint melyiknek „mikor jön el 
az ideje”, a számolási készség korai kitüntetett szerepe elvitathatatlan. Az 
is nyilvánvaló, hogy a deduktív gondolkodás fejlődéséhez alapvető logi-
kai kötőszavak egy része is már jól ismert és megfelelően használt a kisis-
kolás korosztályban is (Vidákovich, 2002). Más készségek és képességek 
viszont későbbi évfolyamokon jutnak főszerephez, így pl. a mértékváltás 
készségének fejlődésében az alsó tagozat végéig maradnak tartalékok, az 
arányossági és kombinatív gondolkodás fejlődése is felsőbb évfolyamokon 
gyorsul föl. Valamennyi készség és képesség fejlődésének menetére jel-
lemző ugyanakkor a több évre elnyújtott, lassan induló, majd fölgyorsuló, 
végül a plafoneffektus hatására lelassuló fejlődésmenet (Molnár és Csapó, 
2003). Ennek a fejlődésmenetnek a támogatásához a taneszközök és az ok-
tatási módszerek jelentős átalakítása szükséges. Másképpen fogalmazva: 
ha valódi célként jelenik meg egy készség- vagy képességjellegű tudáselem 
fejlesztése, akkor a matematikán belül is, de más tantárgyakban is hosszabb 
időn keresztül, ismétlődő gyakorlással remélhető a megfelelő fejlesztő ha-
tás. 
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2.1. Az 1–2. évfolyam részletes értékelési keretei

2.1.1. Számok, műveletek, algebra

Az alsó tagozatos fejlesztés során a jól megtervezett konkrét cselekvő te-
vékenységekből, a diákok által megtapasztalt valóságból kiindulva, a való-
ságot bemutató vizuális, audiovizuális ábrázolásokon át jutunk el az abszt-
raktabb rajzos, verbális, végül a jelekkel, szimbólumokkal való megfogal-
mazásokig. A valóság, a fogalom és a szimbólum (jel) helyes összhangba 
hozása, egymásnak való kölcsönös megfeleltetése sok-sok tevékenységgel 
történik. Már az óvodáskorban elkezdődik annak a képességrendszernek a 
fejlesztése, amelyet az egész számok értő használata jelez. Az egész szá-
mok mint matematikai gondolkodáselem a megfelelő szintű fejlettségnek 
egyik feltétele, ha az iskolába lépő tanuló számára világos, hogy nagyobb 
mennyiséget nagyobb szám reprezentál.

A következő feladat már óvodáskorban is megoldható (feltételezve, 
hogy a jobb és bal oldalak fogalmát már érti a gyermek), és egyúttal lát-
hatjuk az online értékelésnek azt a tulajdonságát, amelyet a feladatkitűzés 
dinamikus elemei jelentenek. Ahogyan a bevezető fejezetben említettük, 
a tanulók számára nem okoz gondot a dinamikus feladatelemek kezelése. 
Jelen esetben a téglalapok alatt található kört kell a „fogd és vidd” módszer 
többszöri használatával a jobb oldali téglalap fölé húzni, ahol az minden 
egyes egérhúzás után újabb képként ott marad. Amikor a tanuló úgy érzi, 
hogy már több karika van a jobb oldalon, a „Következő” gombra kattintva 
jelzi, hogy készen van a feladat. A G1. feladatban a több-kevesebb reláció 
biztos tudását mérjük.

G1. feladat
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Az első osztályban kiegészítjük az előző feladat utasítását, vagyis nem 
egyszerűen több karikát, hanem pontosan 3-mal (vagy más egyjegyű szám-
mal) több karikát kérünk a jobb oldalra (G2. feladat). Emellett egy nyílt 
végű feladatrész is megjelenik, amelyben szövegként, billentyűzetről kell 
a tanulóknak bevinniük a képen látható mennyiségek közötti összefüggést. 
Több jó megoldás lehetséges, így a 3 + 3 + 3 = 9 vagy a 3 + 6 = 9, sőt akár 
a 3 + 3 = 6 is megfelelő.

G2. feladat

Második osztályban tovább bővül ugyanehhez az alapfeladat-ötlethez 
kapcsolódóan a tevékenységek matematikai tartalma:

1.  Rajzolj annyi kört a jobb oldalra, hogy az ábrán összesen 18 kört lás-
sunk!

2.  Írj összeadásokat, kivonásokat az ábráról! (Megoldás: 18 ‒ 3 = 15; 
3 + 3 + 12 = 18; 15 ‒ 3 = 12; stb.)

3.  Piros színnel kerítsd körül úgy a köröket, hogy minden kerítésen belül 
ugyanannyi kör legyen!  (Megoldás: 1 × 18 kör vagy 2 × 9 kör vagy 3 × 
6 kör vagy 6 × 3 kör vagy 9 × 2 kör vagy 18 × 1 kör.)

A közös élmények, tapasztalatok, az együtt végzett matematikai tevé-
kenységek egyfajta közös hivatkozási alapot jelentenek egy osztály/csoport 
számára. Ez a hivatkozási alap minél gazdagabb, annál biztosabb, hogy 
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a később elhangzó kérdések, állítások, egyéb megfogalmazások során 
minden tanulónál ugyanazt a képzetet, cselekvéssort, emléket, gondolatot 
hívjuk elő. A jelenség, amelyet Csíkos és Verschaffel (2011) a Brousseau-i 
didaktikai egyezmény kapcsán tárgyal, az osztályközösségek közös, íratlan 
szabályrendszerének létrejöttével aposztrofálható, egy szükséges fázis a 
matematikai tudás fejlődésében. Ugyanakkor a didaktikai egyezmény sza-
bályai az iskoláztatás évei alatt változhatnak, adaptívvá, rugalmassá vál-
hatnak.

Számok
Az óvodából érkező gyermekeknek friss emlékeik vannak arról, hogy tár-
gyakat, képeket hasonlítottak össze, tulajdonságokat vizsgáltak, kapcsola-
tokat kerestek, viszonyokat próbáltak megfogalmazni az óvodában végzett 
tevékenységeik alatt. Az iskolában folytatódnak a jól előkészített és válto-
zatos tevékenységek, tudatosulnak a fogalmak tartalmi jegyei. A tanulók 
ezáltal megértik és jól alkalmazzák a több-kevesebb (pl. kölcsönösen egy-
értelmű megfeleltetésekkel), ugyanannyi (pl. párba állításokkal, mely páro-
sítás e kapcsolat értő kialakításának módszere), kisebb-nagyobb, hosszabb-
rövidebb, illetve magasabb-alacsonyabb (pl. összemérésekkel), stb. reláci-
ókat. A relációkhoz kapcsolódó jeleket (>; <; = szimbólumokat) a gyermeki 
környezethez, a mesevilághoz kapcsolódó elnevezéssel illetik (pl. a róka 
szája arra nyílik, mert ott lát több tyúkot), de van, ahol a „relációs jel” 
megnevezést használják. Általánosságban igaz, hogy óvatosan kell bánni a 
matematikai kifejezések korai bevezetésével, mert előfordulhat, hogy emi-
att rosszul (pl. szűkebb tartalommal) rögzülnek, s ez később hátrányt, meg 
nem értést okozhat a gondolkodásban. Toluk Ucar és Yavuz (2011) kutatá-
sa arról a problémáról tájékoztat, hogy az egyenlőtlenségjelek értelmezése 
gyakran műveletként, az egyenlőségjel értelmezéséhez hasonlóan (erre vo-
natkozóan ld. Ginsburg, 1998) fejlődik, és később nyer relációs tartalmat. A 
magyar matematikatanításban alkalmazott „relációs jel” kifejezés amellett, 
hogy kritikával illethető más szempontból, alkalmas lehet a fent említett 
török kutatók által jelzett, késői fejlődési út rövidítésére.

A megfi gyelések, összehasonlítások sorozata képessé teszi a tanulókat a 
megkülönböztetést segítő lényeges tulajdonságok felismerésére, megneve-
zésére, fokozatos absztrahálásra. A különbségek, változások megfi gyelése, 
megbeszélése, tudatos kiemelése egyfajta előkészítés a műveleti szimbólu-
mok számára.
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A tanulói tevékenységek között egyfajta „számlálást” jelent például a 
konkrét képeknek, ábráknak, rajzoknak jól választott mozgással (pl. soro-
zatok képzésekor felállás, leülés, különböző kéztartások), versikék szóta-
goló elmondásával (pl. egy elem kiválasztása „kiszámolókkal”), hangokkal 
(pl. dobbantás, koppantás, taps vagy akár valamely előénekelt hang) való 
leolvasása:

Jelöljön a ♣ egy tapsot a ♥ pedig egy lábdobbantást.
Az alábbi képet „olvassuk le” a jeleknek megfelelően!

♣ ♣ ♣ ♥ ♥ ♣ ♣ ♣ ♥ ♥ ♣ ♣ ♣ ♥ ♥ ♣ ♣ ♣ ♥ ♥
Találjatok ki mozgások, hangok segítségével különböző leolvasásokat!

Rajzos jelek és matematikai jelenségek megfeleltetésének értékelése so-
rán a papíralapú tesztelés korlátait képes meghaladni az online tesztelés 
legalább két szempontból. Egyrészt a számítógép képes tárolni a beérke-
ző információ időbeliségét, és a tanuló által bevitt adatok sorrendisége is 
pontozható. Másrészt az adatbevitel már a billentyűzet felhasználásával is 
sokszínűvé tehető, és további perifériák segítségével megközelíthetjük a 
manipulatív, mozgásos tevékenységek gyakorlati értékelésének szintjét. A 
számítógép-alapú értékelés során az iménti tanulói tevékenységek átfogal-
mazhatók például billentyűk lenyomásával.

G3. feladat
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A G3. feladat az egyenlő és a fél fogalmak segítségével a mennyiségek 
összehasonlítása képességelem mérésére alkalmas.

A számlálás ugyanazon kép vagy szám esetén is többféle módon tör-
ténhet. A számfogalom kialakítását, fejlesztését általában három irányból 
közelítjük meg, összhangban a neuropszichológia egyik nagy hatású mo-
delljével, az említett hármaskód-elmélettel. Az elmélet három, egymástól 
elkülöníthető, ám egymással szoros kapcsolatban lévő agyi területhez köti 
a számok mentális reprezentációját. A számjegy, a szám neve és a számmal 
jelzett mennyiséghez kapcsolódó belső képek, képzetek összekapcsolódá-
sa, rugalmas kapcsolatai jelentik az alapot a számoláshoz, a számláláshoz 
és az egyszerű aritmetikai műveletek elsajátításához.

Minden olyan feladat, amely a számok háromféle reprezentációja közöt-
ti összefüggések gyors felismerésére épít, felhasználható a számolás pszi-
chikus struktúráinak diagnózisára. Ha a három reprezentációs szempontot 
páronként vizsgáljuk, a következő alapfeladatok adódnak. (1) A számjegy 
képének a szám nevéhez illesztése (a szám neve lehet betűvel írt vagy akár 
hangfájlból érkező); (2) a számjegy képének valamilyen mennyiségrep-
rezentációhoz illesztése: például tárgyak, körök, négyzetek számosságát 
számjegyhez kapcsolni; és (3) a szám nevének mennyiségi reprezentáció-
hoz kötése. 

G4. feladat
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A számreprezentáció egyik fontos eleme a számok párosságának eldöntése, 
mely tudáselem értékelését a G4. feladatban látott módon összekapcsolhat-
juk a rendszerezőképesség értékelésével

Műveletek
A matematikai képességrendszerben additív gondolkodásnak nevezett je-
lenségen belül (Nunes és Csapó, 2011) az egész számokkal végzett mate-
matikai műveletek meghatározóak a fejlesztés és az értékelés szempontjá-
ból egyaránt. Maga az additív jelző szótárilag összeadásra utal, azonban 
tágabb értelemben idetartoznak a mennyiségek, számosságok összehason-
lítását megvalósító tudáselemek. Ezek a tudáselemek teszik lehetővé annak 
megértését, hogy adott mennyiségből valamennyit elvéve, majd ugyanazt 
hozzátéve a kiinduló mennyiséghez jutunk. 

A számfogalom fokozatos kialakítását, mélyítését szolgáló tanulói te-
vékenységek során előkészítjük az összeadás és a kivonás műveletének 
matematikai tartalmú fogalmát a számok különböző leolvasásával, az ösz-
szegalakok (pl. 5 dió és 2 alma ugyanannyi darab mint 3 alma és 4 dió) és 
különbségalakok leolvasásával.

A pótlás, azaz valamennyit valamennyire kiegészíteni (pl. 3 +  = 7) 
és a bontás, azaz valamennyi két vagy több részre osztása (pl. 8 = + ) 
– bár tartalmilag elsősorban az összeadáshoz kapcsolódik, – matematikai 
hátterét tekintve valójában egy nyitott mondat megoldását jelenti. A bon-
tás lehetővé teszi egy szám sokféle előállítását, de egy szám előállítható 
pótlással és elvétellel is. A 4-es szám például 1-ből, 2-ből, 3-ból pótlással, 
míg 5-ből, 6-ból stb. elvétellel állítható elő. A változatos kirakások, a ké-
pes, szöveges szituációk során szerzett, még jellemzően szóban megfogal-
mazott tapasztalatok a műveletvégzés algoritmusát is jól előkészítik. Mire 
megjelenik az írásbeli lejegyzés, a műveleti jelek, szimbólumok értése, al-
kalmazásuk biztos tudása a tanult számkörben jól megalapozott. Az első két 
évfolyamon elsősorban az összeadás, a kivonás fogalmát alapozzuk meg és 
mélyítjük fokozatosan, valamint kialakítjuk a tevékenység közben és azt 
követően végzett önellenőrzés igényét. 

Kiemelt szerepet tulajdonítunk a számegyenes segítségével végzett mű-
veletértelmezésnek is. Erre mutat példát az alábbi feladat (G5. feladat). 
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G5. feladat

A számegyenesen való kétirányú lépegetések összekapcsolják a műve-
letet és annak megfordítását. Ehhez hasonlóan nyilakkal és azok irányával 
tudunk hozzáadást és elvétel jelölni számsorozatokban is. A G6. feladatban 
a nyilak jobbra mutatva a hozzáadást, balra mutatva az elvételt jelölik. Jól 
szemléltetik, hogy a 4-nél 3-mal nagyobb a 7, és a 10-nél 3-mal kisebb a 7.

G6. feladat
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A számegyenes használatát a műveletvégzésben megalapozza a men-
tális számegyenesnek, azaz a fejünkben lévő képi mennyiségi reprezentá-
cióknak a kialakulása, melyben Opfer és Siegler (2007) szerint a százas 
számkörben a logaritmikus és a lineáris mentális számegyenes is elérhető 
számukra. 

Tevékenységek sorával készítjük elő a szorzás (egyenlő tagok összeadá-
sa), részekre osztás (pl. megjelenítéssel, jelölés [pl. 20/4 bevezetésével]), 
bennfoglalás (megjelenítés, jelölés [pl. 20:4]), maradékos osztás (kirakás-
sal, maradék megjelölésével) fogalmi jellemzőit. A szorzás egyenlő tagok 
összeadásával, a részekre osztás és bennfoglalás képi megjelenítéssel, a 
maradékos osztás manipulatív tevékenységgel: kirakással, a maradékra rá-
mutatással szemléltethető. 

A műveletek jellemzőinek, kapcsolatainak vizsgálata során az első év-
folyamon mindenekelőtt az összeadás tagjainak felcserélhetőségét, csopor-
tosíthatóságát fedeztetjük fel a diákokkal, és kapcsolatot keresünk az ösz-
szeadás és a kivonás között. A második évfolyamon a tagok változtatása és 
az eredmény változása közötti összefüggést, a szorzás és az osztás közötti 
kapcsolatot is megfi gyeljük, és konkrét tárgyi tevékenységről leolvassuk a 
tényezők felcserélhetőségének értelmezését. 

Algebra
A matematikatudomány-szempontú tartalmi felosztásban az algebrai jelek 
és eljárások külön egységet képeztek a Számok, számrendszerek tudáste-
rületen. Schliemann és Carraher (2002) számos példával szemlélteti, hogy 
a konkrét számok felől a számok adott halmazáig és az azt jelölő algebrai 
kifejezésekig többféle fejlődési út lehetséges. Az iskolai gyakorlat számá-
ra ezért nem könnyű tudományosan megalapozott fejlesztési elveket meg-
fogalmazni. Ginsburg (1996) esettanulmánya arra hívja föl fi gyelmünket, 
hogy a látszólag legnyilvánvalóbb, és első osztálytól széleskörűen használt 
egyenlőségjel megértésében jelentős fejlődésbeli lépésekre van szükség is-
koláskorban. Kezdetben az egyenlőségjel a matematikai gondolkodás fo-
lyamatának azt a pontját jelenti, amikor „most az eredmény következik” 
ponthoz érkeztünk, és a tanulók fejében később válik mennyiségek közötti 
egyenlőség, majd az ekvivalencia reláció kifejezőjévé.

A G7. feladat ahhoz az alapvető képességhez tartozik, miszerint azonos 
dolgokat azonos jeleknek feleltetünk meg
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G7. feladat

2.1.2. Relációk, függvények

A Relációk, függvények témakör kiemelt szerepet játszik egyes gondol-
kodási képességek fejlesztésében. A multiplikatív gondolkodás elemei kö-
zött említhetjük az induktív gondolkodást, azon belül a számsorozatokat, 
a szám- és szóanalógiákat, amelyek a Relációk, függvények témakörhöz 
tartoznak. Hasonlóan, az arányossági gondolkodás fejlesztése során megje-
lenik az egyenes arányosság függvényként való értelmezése. 

A számlálás készségének fejlesztéséhez kapcsolódóan a tanulóknak 
csökkenő és növekvő számsorozatokat kell tudni folytatniuk a természetes 
számok körében, százas számkörben. Egyenletesen változó sorozatok sza-
bályait is föl kell ismerniük (G8. feladat). 

Fejlesztési cél, hogy a tanulók képesek legyenek felismerni periodikusan 
ismétlődő mozgásokat, követni és folytatni tudjanak megismert ritmusokat. 
Számsorozatok esetében elengedhetetlen annak azonosítása, hogy csökke-
nő, növekvő vagy periodikus sorozatról van-e szó (G9. feladat). 
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G8. feladat

G9. feladat

Az induktív gondolkodás számsorozat-típusú feladatai kiválóan illuszt-
rálják, hogy a diagnosztikus értékelés és a gondolkodási képességek fej-
lesztése összekapcsolódik. Az induktív gondolkodás során nyert következ-
tetés két lépcsőjének egyike, a szabály megalkotása valószínűségi jellegű, 
míg a megalkotott szabály alapján a sorozat folytatása már egyértelműen 
meghatározott. Mivel a számsorozatok folytatásának diagnosztikus értéke-
lése során a szabály leírását ritkán követeljük meg, az értékelés során olyan 
feladatok szerepeltetése célszerű, amelyeknél várhatóan egyféle, az adott 
korosztály számára optimális kihívást jelentő szabály alkotható. A képes-
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ségfejlesztés során ugyanakkor mind a szabályalkotás rugalmassága és az 
oda vezető út megfogalmazása, mind pedig a fegyelmezett szabályalkalma-
zás célkitűzéssé válik.

A multiplikatív gondolkodás alkalmazási területét jelentik az olyan 
feladatok, amelyekben számsorozatok vagy egyéb tárgyakból, egyéb ele-
mekből álló sorozatok vagy egy táblázat elemei közötti összefüggéseket 
keresünk. A tanulók induktív és deduktív gondolkodási képességeit egy-
aránt mérik és fejlesztik ezek a feladatok (G10. és G12. feladat). A képes-
ségfejlesztés és a megoldások elbírálása szempontjából egyaránt fontos a 
szabályok sokféle megfogalmazási lehetőségét megbeszélni, megvitatni, 
értelmezni. 

G10. feladat

Egy adott sorozat szabályának a felismerése önmagában sem mindig 
egyszerű feladat. Főleg akkor okozhat nehézséget, ha egyszerre több soro-
zat is megjelenik párhuzamosan egyetlen feladaton belül (ld. G11. és G12. 
feladat).
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G11. feladat

G12. feladat

A G12. feladat nehézségét az adja, hogy az azonosan színezett alakza-
tok egymással átellenesen helyezkednek el. A tanulóknak képeseknek kell 
lenniük 2. osztály végére olyan sorozatok szabályainak megállapítására és 
a sorozat folytatására is, amelyben a számsorozat tagjainak különbségéből 
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célravezető a szabály megfogalmazása. Az ilyen feladatok gyakran tehát 
egy újabb sorozat megalkotásán keresztül oldhatók meg. Két kérdés vetődik 
föl. Egyrészt az online tesztelés során használható eszközök alkalmasak-e a 
vázlatkészítésre, a fi rkálásra, a részmegoldások lejegyzésére. (Hiszen nagy 
segítség lehet a feladatmegoldás közben egy jegyzetlap használata.) Más-
részt a „különbségek sorozatából újabb sorozat készítése” stratégiának a 
tanítása hatékony eszköze lehet-e a gondolkodás fejlesztésének? Vannak 
olyan feladatok, amelyeknél egy művelet eredményével mint részered-
ménnyel kell újabb műveletet végeznünk, hogy a keresett végeredményt 
megtalálhassuk (G13. feladat). A feladat rendkívül nehéz, ugyanakkor az 
intelligenciatesztekben megszokott módon kevés fogalomra és számos ké-
pességelemre épít.

G13. feladat

A legtöbb számsorozat esetén létezik egy kézenfekvő szabály, amelyet 
a legkisebb kognitív erőfeszítéssel meghatározhatunk. Az induktív gondol-
kodás képességének egyik eleme éppen az, hogy a tanuló fölismerje az in-
formációelméleti szempontból „gazdaságos”, emiatt kézenfekvőnek vagy 
legintelligensebbnek nevezhető megoldást. A Csapó (2002) által alkalma-
zott induktív gondolkodási teszt utasításai ezt a következőképpen fogal-
mazzák meg: azt a szót vagy számot kell leírni, „amelyik a legjobban illik” 
a kérdőjel helyére vagy a vonalra.

Az induktív gondolkodás képességének fejlesztése mellett a divergens 
gondolkodás alakításának követelményéből következik, hogy minden 
olyan szabályt el kell fogadnunk megoldásként, amelyet a tanuló képes ra-
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cionálisan levezetni. Az iménti feladat esetében például a számok közötti 
különbség mindig eggyel nő, vagyis a következő tag 6-tal lesz nagyobb, 
mint 15. A leegyszerűsítő, a sorozat információtartalmát nem kihasználó 
szabályalkotást is el kell ismernünk, azonban a tanórán megmutatjuk ilyen 
esetekben, hogy „több” van a sorozatban. Egy lehetséges leegyszerűsítő 
szabály lehet például, ha azt egyszerű, monoton sorozatként azonosítjuk, 
ahol a soron következő tag nagyobb az előzőnél. Ha ezt a szabályt alkotjuk 
meg, akkor a folytatásban bármely két természetes szám megfelelő, ame-
lyek a sorozat monotonitását biztosítják. Egy másik leegyszerűsítő szabály, 
ami gyakran előfordul kisiskolásoknál, hogy periodikusnak ítélnek meg 
egy számsorozatot, amelyet a feladat kitűzője nem annak szánt. Ebben az 
esetben a 15-öt az 1 és a 3 követné. A feladatok kitűzése során tehát vagy 
eleve adjuk meg a sorozat folytatásának szabályát, vagy legalább utaljunk a 
megállapítandó szabály típusára, vagy pedig a szabályalkotás elválasztha-
tatlan lesz a sorozat folytatásától. 

2.1.3. Geometria

A matematikai gondolkodás rendszerében két képességet emelünk ki, ame-
lyek szorosan kötődnek geometriai tartalmakhoz. Az intelligenciakutatás 
egyik élénken vizsgált képességterülete a térbeli gondolkodás, vagyis az 
embernek az a képessége, hogy mentálisan, gondolataiban képes elforgatni 
síkbeli és térbeli alakzatokat, és azokkal műveleteket, például geometriai 
transzformációként értelmezett forgatást végezni. A geometria egyik rész-
területéhez, a méréshez pedig a multiplikatív gondolkodás részeként értel-
mezett arányossági gondolkodás kapcsolható. Mind a terület- és térfogat-
számítás, mind a mértékváltás területén adhatók olyan feladatok, amelyek 
lényegében az arányossági gondolkodás fejlettségét vagy annak hiányossá-
gát jelzik. A térbeli gondolkodáshoz e korosztályban a következőkben leírt 
tartalmak kapcsolódnak.

A transzformációkkal létrejövő számtalan minta, valamint a természet-
ben, a népművészetben, az épített környezetben, különböző emberi alkotá-
sokban található minták megfi gyelése előkészíti a szimmetriák, ismétlések, 
ritmusok, periodicitások matematikai értelmezését. A tanórai manipulatív 
és képi szintű tevékenységek elősegítik, hogy a tanulók képessé váljanak 



49

A matematikai gondolkodás diagnosztikus értékelése

a szimmetriák felismerésére tapasztalati (manipulatív és képi) szinten. Le-
gyenek képesek megkülönböztetni a tükörképet az eltolt vagy elforgatott 
képtől az eredeti képhez viszonyítva (G14. feladat). 

G14. feladat

A geometriai tudás jellegzetes képességrendszerét jelenti a térszemlé-
let. A térbeli képességnek (spatial ability) is nevezett képességrendszerünk 
teszi lehetővé, hogy a téri információt feldolgozzuk, a téri ingereket kódol-
juk, felidézzük és átalakítsuk (Séra, Kárpáti és Gulyás, 2002). A térszemlé-
let bizonyos tesztjei az alsó tagozatos korosztály számára is megoldhatók, 
mint ahogyan Chan (2007) vizsgálatában történt. Az ott használt teszt, mi-
ként a hazai fejlesztésű Séra–Kárpáti–Gulyás-teszt (2002) is az idősebb, 
14 éven felüli korosztályok számára lettek kifejlesztve. A térbeli képesség 
mérése régóta integrált része az intelligenciateszteknek, és akár Gardner 
többszörös intelligenciamodellje (Gardner és Hatch, 1989), akár a vizuális 
érvelés kibontakozó paradigmája felől indokolható, hogy iskolai keretek 
között is diagnosztizáljuk a térszemlélet fejlettségét. A G15. feladat a térbe-
li képesség tesztelésének egyik jellegzetes elemét mutatja be. 
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G15. feladat

A feladatban a harmadik alakzat kivételével az összes többi alkalmas 
arra, hogy hozzáillesszük a megadott lapokhoz, ám a feladat a parkettázás 
folytatásáról szólt, és ezért az első és az ötödik elem a választandó. Egyéb-
iránt a feladatot a matematikai tudás alkalmazási dimenziójához tartozó-
ként is kezelhetjük, hiszen implicit módon tartalmazza azt az információt, 
hogy a parkettázás során jellemzően egybevágó síkidomokat használunk.

Az induktív gondolkodás geometriai tartamon keresztüli mérésére a 
G16. és G17. feladatokat mutatjuk be.

Figyelemre méltó jellemzője az eDia felület feladatírói lehetőségeinek a 
„fogd és vidd” módszer alkalmazása, amely kiegészül a megoldás automa-
tikus értékelésével. Az online diagnosztikus tesztelés jelenleg is a geomet-
ria területén küzd a legnagyobb kihívásokkal, hiszen nemcsak a feladatki-
tűzés, hanem a válaszadás is gyakran vizuális eszközök használatát igényli, 
azonban az iménti feladatból jól látható a lehetőségek fejlődése.

A geometriai tartalmak lényegében minden matematikai képesség 
fejlődésének mérésére és fejlesztésére is alkalmasak. A G18. feladat a 
rendszerezőképesség méréséről szól. A feladat, amennyiben a pontos fo-
galomhasználatot kívánjuk vele mérni, a matematikai tudás diszciplináris 
dimenziójához is tartozhat. 

Legördülő lista szövege: Folytatható / Nem folytatható
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G16. feladat

G17. feladat
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G18. feladat

Vannak olyan feladatok, amelyekben a szabálykövetés mérésének lehe-
tősége és az eDia felület „fogd és vidd” módszere egyaránt megtalálható. A 
G19. feladat remekül reprezentálja a két módszer ötvözésének lehetőségét. 

G19. feladat
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2.1.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A kombinatív gondolkodás műveletei részben a kombinatorika matemati-
kai tudásterületének elemeihez köthetők. A permutálás, a variálás és kom-
binálás matematikai jelenségeinek pszichikus megfelelőit feltárva számos 
olyan további képességelemhez jutunk, amely az iskolai matematikaokta-
tásban nem tipikusan a kombinatorika része. Ilyen például egy adott halmaz 
összes részhalmazának megkeresése vagy a Descartes-féle szorzathalmaz 
generálása. A matematikai gondolkodás elemei között azonban ez utóbbiak 
is kétségkívül a multiplikatív gondolkodás megnyilvánulásai, pszichológiai 
szempontból pedig a kombinatív gondolkodáshoz sorolhatók.

Általában a 2. évfolyam végére a tanulók fejlődésükben nem jutnak el 
az önálló kombinatív képességrendszer kiépítéséhez, hiszen ez feltételezne 
valamely struktúrában való gondolkodást, ami viszont magas matematikai 
absztrakciós képességet igényel. Ezért a mérés során sem célszerű felvetni 
ilyen jellegű problémákat, hanem érdemes kis elemszám esetén értékelni a 
részképességek fejlettségét.

A G20. és G21. feladat segítségével mutatjuk be a kombinatorikai tudás 
elemeinek egymásra épülését az alapozó szakaszban: 

Piros, sárga és kék legóelemekből háromemeletes tornyokat építettem.
Milyen tornyokat építhettem még? Rajzolj további, a bemutatottaktól a szí-
nek elrendezésében különböző tornyokat!

G20. feladat

Ebben a feladatban a problémát a szempont megtartása jelenti. A fel-
adatmegoldónak minden új ötlete esetén ellenőriznie kell, hogy a kitalált 
torony megfelel-e a feltételeknek, azaz háromemeletes és piros, kék vagy 
sárga színek alkotják. Emellett azzal is törődnie kell, hogy az új torony nem 
szerepel-e már a korábbiak között. A tanulók tudásának felmérése szem-
pontjából fontos, hogy ki mennyi új objektummal bővítette a készletet, ki-
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nek sikerült a meglevőktől és egymástól is különbözőt alkotni. Nehezítést 
jelenthet a feladat másfajta megfogalmazása, amikor a lehetséges esetek 
három csoportjából szerepel néhány megadott eset.

G21. feladat
Piros, sárga és kék legóelemekből tornyokat építettem. Ezután három 

csoportba rendeztem azokat: 

Milyet építhettem volna még? Rajzolj további tornyokat a megfelelő he-
lyekre!

A G21. feladatban a rajz, és nem a szöveg mutatja a rendszerezés szem-
pontját. A szempont megfejtése a feladat lényeges eleme. Ebben az elren-
dezésben azonban a teljes rendszer átláthatósága kérdéses. Kérdéses továb-
bá az is, hogy található-e más szempont is a megoldáshoz.

A második csoport elrendezése azt mutatja, hogy az egymás alatt lévő 
elemek a tornyok „megfordításával” jöhetnek létre. Ez a stratégia itt na-
gyon jól működik. Nem vihető viszont tovább a harmadik csoportra, hiszen 
itt a példák sorából kimaradt néhány jellemző elem, ezért nem tűnhet fel 
az esetleges hiány. Elképzelhető, hogy valaki a harmadik csoportban lévő 
elemek elrendezésében érez valamiféle szabályosságot, ne-
vezetesen, hogy az elemek egymás inverzei. Ebben a rend-
szerben viszont nem garantált az összes elem megtalálása, 
hiszen a rajz nem mutat példát a következő típusra:
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A feladatban tehát más-más stratégiát kell alkalmazni az egy-, két-, illet-
ve háromszínű elemek megtalálásához. Elképzelhető, hogy valakinek épp 
a megoldási stratégia jelenti a szempontrendszer alapját, és a fenti elemet a 
második csoportba rajzolja, hiszen

ebből a toronyból: ez a torony megfordítással jön létre.

A fenti feladat bemutatásával a kombinatorikai gondolkodás sokszínű-
ségét szerettük volna illusztrálni, melynek egyenes következménye, hogy 
az értékelés során ebben a szakaszban meg kell elégednünk az adott felté-
telrendszerbe illeszkedő további néhány elem megtalálásával.

A kombinatorika témakör – noha alkalmas valamennyi matematikai ké-
pesség fejlesztésére – a mérés során leginkább a kombinatív képességhez 
kötődik. A G22. feladatban a deduktív gondolkodás és a kombinatív gon-
dolkodás nyilvánvalóan egyaránt szerepet kap. 
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G22. feladat

A G23. feladat a képi szintű feladatkitűzésre példa. A matematikai tan-
anyagok és tesztfeladatok manipulatív, képi és szimbolikus típusai felele-
venítik azt a több évszázados didaktikai vitát, amely a három típus sorrend-
jére, az elsajátítás nehézségére és logikájára vonatkozik. A probléma már 
a hetvenes években is a kutatási eredmények szintézisét ihlette (Suydam 
és Higgins, 1977), és a mai napig nincs átfogó és egyszerű válasz arra a 
kutatási kérdésre, amely így hangozhat: igaz-e, hogy a matematika tanulása 
során is először konkrét anyagokkal, manipulatív tevékenységekkel célsze-
rű kezdeni a fogalmak kialakítást, majd ehhez képi és más érzékszervi rep-
rezentációk társulnak, végül eljutunk a nyelvi és matematikai jelekkel leírt 
fogalmakig?

A Suydam és Higgins (1977) által áttekintett számos kutatás között vol-
tak, amelyek megerősítették a manipulatív-képi-szimbolikus elsajátítási 
sorrendre vonatkozó hipotézist, de voltak, amelyek cáfolták. Álláspontunk 
szerint a tanulási és kognitív stílus is meghatározza, hogy milyen egyé-
ni eltérések vannak a fogalmak kialakulásában, így azt tartjuk helyesnek, 
ha az online diagnosztikus mérés feladatai között szerepelnek mindhárom 
absztrakciós szintet érintő feladatok.
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G23. feladat

G24. feladat
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Befejezésül egy olyan feladatot mutatunk be, amely tartalma révén a 
kombinatorika területhez kapcsolódik, ám a benne értékelt gondolkodási 
képesség elsősorban a deduktív gondolkodás. Emellett – a fejlesztő értéke-
lés lehetőségét szem előtt tartva – a G24. feladat a kombinatív gondolko-
dást is érinti, hiszen a két logikai kijelentés és kétféle igazságérték egymás-
ra vetülése négy kombinatorikai lehetőséget ad.

2.2. A 3–4. évfolyam részletes értékelési keretei

2.2.1. Számok, műveletek, algebra

A számfogalom fejlődésében az egész és a racionális számok megfelelő 
reprezentációja kulcsfontosságú. Az additív gondolkodás megjelenési for-
mái között szerepelnek olyan képességek, amelyek elvezetnek a racionális 
számok reprezentációjához. A racionális számoknak a gondolkodásunkban 
való egyik megjelenése a számláló és a nevező közötti viszony mentális 
leképezése. Már óvodáskortól előkészítjük a részekre osztás segítségével a 
törtszámok tapasztalati bázisát.

Az egész egyenlő részekre osztásával különféle mennyiségek (hosszú-
ság, tömeg, űrtartalom, terület, szög, idő) segítségével alakul az egységtört 
fogalma, majd az egységtörtekből több rész egybefogásával készülnek a 
kis nevezőjű törtszámok. Kétirányú tevékenységet végeznek ennek során 
a gyermekek. Vágással, tépéssel, hajtogatással, színezéssel, a részek össze-
illesztésével egységtörtek többszöröseit állítják elő, illetve az egészhez vi-
szonyítva megneveznek előállított törtrészeket. Különféle mennyiségekből 
előállított törteket összehasonlítanak, nagyság szerint rendezik azokat, ke-
resik az egyenlőket. Az összeadás műveleti tulajdonságairól a gyermekek 
folyamatosan szereznek tapasztalatokat (G25. feladat). 

Kirakások, szám- és szöveges feladatok kínálnak lehetőséget a zárójel 
egy számmá összekapcsoló szerepének gyakorlására, az összeg tagonkénti 
szorozhatóságára (G26. feladat).
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G25. feladat

G26. feladat
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Az írásbeli szorzás során a tanulók tudatosan alkalmazzák a műveleti 
tulajdonságokat.

A G27. feladat játékos formában ellenőrzi a szorzótábla ismeretét. 

G27. feladat

Az írásbeli műveletek közül a legnehezebb eljárás az írásbeli osztás. 4. 
osztályban eszközhasználattal ismerkednek meg a gyerekek az egyjegyű 
számmal való osztással. 

A műveletvégzések során biztonságot ad a gyerekeknek a többféle el-
lenőrzési módszer, amelyekkel az eljárás tanulásakor megismerkednek. Az 
ellenőrzés módszerei között megtalálható a becslés, a visszaszorzás, az osz-
tandó tagokra bontása, valamint a zsebszámológép használata.

Negyedik osztályban már általában lehetőséget teremtünk többféle 
megoldási mód keresésére és a megoldások összevetésére. Ily módon fej-
leszthető a modellek között létező kapcsolat felismerésének képessége. Tu-
datossá válik a gyerekekben  a különböző modellekben megjelenő adatok 
azonossága, az ábrázolások és a műveletek összekapcsolása. A különféle 
megoldási módok megismertetése, ezek értő alkalmazása a biztosítéka an-
nak, hogy új helyzetekben, megváltozott feltételek esetén is tudják a gye-
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rekek ezeket az eljárásokat aktivizálni, szükség esetén a problémához illő-
en módosítani. Így lesz a tanulók ismerete könnyen továbbfejleszthető. A 
többféle megoldási mód megismerése, összehasonlítása során a gyerekek 
megítélhetik azok célszerűségét, hatékonyságát is. A G28. feladattal, majd 
a szövegtörzsben két példát mutatunk be egy feladat többféle módon való 
megoldására: 

G28. feladat

Második példa:
Egy magas hegy tetejére felvonóval lehet feljutni. Néhány felvonóban egy-
szerre ketten utaznak, néhány felvonóban pedig négyen. Egy 20 fős társa-
ság 8 kabinban fért el. Hány két-, és hány négyszemélyes kabinban utaztak?
1. megoldás: tevékenységgel, eszközhasználattal

A gyerekek maguk elé helyeznek 8 papírlapot, amelyek a kabinokat 
szemléltetik, előkészítenek 20 korongot, amelyek az utazókat model-
lezik. Elhelyezik a korongokat a papírlapon úgy, hogy minden lapra 
két, illetve négy korong jusson.
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A kérdésre a választ a kialakult kép alapján fogalmazzák meg: 6 
kétszemélyes és 2 négyszemélyes kabinban utazott a 20 fős társaság.

2. megoldás: próbálgatással, táblázat alkalmazásával
A kétszemélyes kabinok száma 1 2 3 4 5 6
A négyszemélyes kabinok száma 7 6 5 4 3 2
A kétszemélyes kabinokban utazók száma 2 4 6 8 10 12
A négyszemélyes kabinokban utazók száma 28 24 20 16 12 8
Összes utazó száma 30 28 26 24 22 20

Ebből a megoldásból több információ is leolvasható, olyan kérdés-
re is választ kapunk, amit az eredeti probléma nem fogalmaz meg. 
Pl. 30 fő hogyan utazhat fel a hegyre nyolc kabinban?

3. megoldás: nyitott mondat segítségével
Jelölje a felhasznált kétszemélyes kabinok számát: 
Ezek szerint a felhasznált négyszemélyes kabinok száma: 8 – 
A kétszemélyes kabinokban utazók száma: x 2 
A négyszemélyes kabinokban utazók száma: (8 – ) x 4 
Az összes utazó száma: x 2 + (8 – ) x 4 = 20
Ebből meghatározható, hogy a kétszemélyes kabinok száma 6. 
(A gyerekek ennek meghatározásához a tervszerű próbálgatás mód-
szerét alkalmazzák.)
A felhasznált négyszemélyes kabinok száma 2.

Az iménti feladat három lényegesen különböző megoldási módja példa 
arra, hogy nem várhatjuk a gyerekektől egyetlen séma alapján a problémák 
megoldását, nem ragaszkodhatunk szigorúan betartandó lépések követésé-
hez. Ezért jó, ha értékelésünk a helyes modellválasztásra, és a modellen 
belüli problémamegoldásra irányul.

A rendszerezőképesség mérésének alábbi példája negatív és pozitív 
számok sorba rendezését kívánja. A negatív számokkal 3‒4. évfolyamon 
kezdenek el ismerkedni a gyermekek, sorképzési feladattal (G29. feladat) 
ellenőrizhetjük a bevezetett fogalom megértését. 
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G29. feladat

A számok valamilyen szempont szerinti besorolása, halmazba foglalása is 
gondolkodási művelet, ez is a rendszerező képesség része. A besoroló kész-
ség sajátosságok felismerésével működik. A besorolás négy egyszerűbb kész-
séggel funkcionál attól függően, hogy hány besorolandó elem és besoroló 
jellemző van jelen. A G30. feladatban több besoroló tulajdonság és több be-
sorolandó elem is jelen van, ezt szortírozásnak nevezzük. A tanulónak a cél-
halmazok közül kell megtalálnia azt, amelyikbe a besorolandó elem tartozik. 

G30. feladat
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A 3–4. osztályos aritmetika témakör következő példafeladatában az ará-
nyossági gondolkodás fejlettségét mérjük.

G31. feladat

A G31. feladatban több készség megléte, egyidejű működése is szük-
séges a sikeres feladatmegoldáshoz. Mivel szöveges feladatról van szó, 
fontos, hogy a tanulók olvasási képessége olyan szinten legyen, hogy tud-
ják értelmezni a mondatokat és a teljes szöveget. Kell, hogy megértsék a 
feladat matematikáját, azaz reprezentálniuk kell a megfogalmazott mate-
matikai problémát. A szövegből át kell tudniuk ültetni a kérdést számokra, 
formulákra. Ezt követik a számolási műveletek a jó eredmény megadása 
érdekében. Továbbá át kell látniuk, hogy a feladatok kapcsolódnak egymás-
hoz. Végül a G32. feladatban egy újabb feladatot mutatunk az arányossági 
gondolkodás témájához. 

Legördülő lista szövege: 35 család / 40 család / 45 család / 50család
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G32. feladat

2.2.2. Relációk, függvények

Elvárás, hogy 3–4. osztályban a tanulók tudjanak egyszerű grafi kont készí-
teni, arról adatokat visszaolvasni. Képesek legyenek szöveggel, képekkel 
adott helyzethez matematikai modellt keresni, azt az adatoknak megfelel-
tetni. Szükség esetén több féle matematikai modellt (sorozatok, táblázatok, 
egyszerűsítő rajzok, grafi konok) használhatnak a szöveges feladatok meg-
oldásához. 

Az egyszerű összefüggéseket a tanulók felismerik, kifejezik példákkal, 
elemi általánosítással. Az összefüggéseket felismerhetik, a kapcsolatokat 
leolvashatják ábráról, táblázatból. 

A megtanult ismeretek, a készségek, képességek értékelésére kezdetben 
az egyszerű utasítással megfogalmazott feladatok alkalmasak. Ezekben ál-
talában egy megtanult, begyakorolt lépés vagy lépéssor elvégzésére kérjük 
a tanulót. Előfordul, hogy még nem matematikai szimbólumokat haszná-
lunk a feladat megadásakor, hanem rajzot, ábrát, és gyakran az elvégzendő 

Legördülő lista szövege: 4 gyerek / 5 gyerek / 6 gyerek / 8 gyerek
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lépéseket sem „matematikai” formában, hanem rajzban, valamilyen mó-
don szemléltetve, sőt a mindennapi gyakorlatban valamilyen tevékenység 
formájában várjuk. A következőkben néhány példafeladattal szemléltetjük, 
milyen változatos tartalmú feladatok nyújtanak lehetőséget az induktív sza-
bályfelismerés és -követés gyakorlására.

G33. feladat

A G33. feladatban a képi illusztráció szorosan kapcsolódik a feladat szö-
vegéhez, ezen belül a képek információtartalmának kezelése része a feladat 
megértésének. Így a Berends és van Lieshout (2009) által defi niált kategóriák 
közül az „alapvető illusztráció” típusával van dolgunk. Hasonló a helyzet a 
G34. feladatban. A G35. feladat játékos, a gyerekek által megszokott stílusú.



67

A matematikai gondolkodás diagnosztikus értékelése

G34. feladat

G35. feladat
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A G36. feladat a geometria tárgyköréhez is tartozhat. Itt azonban a sza-
bálykövetésen van a hangsúly, emiatt a függvények témakörben szerepel-
tetjük. A feladat jól illusztrálja, hogy egyetlen képernyőképnyi felületen 
dús információtartalom helyezhető el már e korosztály számára is. A G37. 
feladat képi reprezentációkkal megadott induktív szabály felismerését várja 
el a tanulóktól.

G36. feladat

Az arányosságra vonatkozóan számos lehetőség adódik feladat kivá-
lasztására. A mértékváltás és az egyenletes mozgás matematikai fogalmára 
építve vagy különböző kontextusokhoz kötődően, mint például vásárlás, 
munkavégzés, számtalan lehetőség adódik feladatkitűzésre. Minden mér-
tékváltás, vásárlás, egyenletes mozgás, munkavégzés, nagyítás, stb. alkal-
mas egyszerű rutinfeladatok megfogalmazására. A számok, műveletek és 
algebra fejezeteiben is szerepelnek hasonló matematikai szerkezetű vagy 
tartalmú feladatok; az itteni megjelenést az indokolja, hogy ezeknél a fel-
adatoknál a matematikai mélystruktúra kifejezetten adatpárok vagy függvé-
nyek kezelését igényli (G38., G39. és G40. feladatok).
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G37. feladat

G38. feladat
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G39. feladat

G40. feladat

Legördülő lista szövege: 12 Ft / 125 Ft / 130 Ft / 135 Ft
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G41. feladat

A szöveges feladatok között nagy jelentőségűek azok, amelyek hétköz-
napi jelenségeket, valamilyen mozgást, változást írnak le. Gyakran hőmér-
sékleti változást, növekedést, mozgást írunk le. Ezeket a változásokat kell 
a tanulóknak felismerniük, esetleg szemléltetniük, kapcsolatokat, összefüg-
géseket, szabályosságokat keresniük. A jelenségek leírásakor, szemlélteté-
sekor lehetőség van a különféle helymeghatározás értékelésére. A követke-
ző feladatsorozat az összefüggések felismerésének és a szabálykövetésnek 
változatos tartalmú lehetőségeit illusztrálja. Az egyenletes változást leíró 
szöveges feladatok (G41. és G42. feladatok) az arányossági gondolkodás 
mérésére jól felhasználhatók.
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G42. feladat

G43. feladat

A G43. feladat is absztrakt, ráadásul képi reprezentációval megadott 
szabály követését méri. A korosztály számára a nehézsége egyrészt a szo-
katlan megjelenésében rejlik, másrészt feltételezzük, hogy az ilyen feladat 
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képi reprezentációk felhasználásával nehezebb, mint manipulatív tevé-
kenységgel vagy akár verbális utasításokkal.

A matematika területén kiváló induktív gondolkodást mérő feladatok a 
számsorozatok. Ezekben a feladatokban jellemzően egy megkezdett szám-
sort kell folytatni, amihez fel kell ismerni a számokat összekapcsoló sza-
bályszerűséget (G44. feladat). A számsorozatok az induktív gondolkodáson 
kívül a divergens gondolkodás fejlesztésére is lehetőséget nyújtanak, ezért 
fontos, hogy minden jó megoldásra rámutasson, és minden jó megoldást 
elfogadjon a pedagógus. Szükséges ismételten hangsúlyozni, hogy azok-
ban az induktív gondolkodásra épülő feladatokban, amelyekben a szabály 
megalkotása is a feladat része, általában több jó lehetséges megoldás szü-
lethet. A tanórán a többféle megoldás egymás utáni megtárgyalása kiváló 
lehetőség a képességfejlesztésre, azonban az online diagnosztikus értékelés 
során szélsőségesen nehéz feladat lenne minden egyes ésszerű szabályalko-
tás és annak megfelelő számsorozat-folytatás programozása. Emiatt gyak-
ran élünk azzal a szófordulattal, amely a Csapó (2002) által kifejlesztett 
induktív gondolkodási tesztekben jól működött: a legjobban odaillő foly-
tatást keressük. A legjobban odaillő kifejezés látszólagos szubjektivitása a 
szakértők közötti egyetértés alapján feloldható, és objektív, programozható 
javítókulcs készíthető.

G44. feladat

Szintén induktív gondolkodást mérő feladat a G45. feladatban a számok 
analógiája, ahol valamilyen összefüggés alapján számpárok kapcsolódnak 
össze. Az összefüggés felismerése után kell a tanulóknak egy következő 
számpárt alkotni, ahogyan a következő feladat mutatja.
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G45. feladat

2.2.3. Geometria

Célkitűzés 3–4. osztályban, hogy a térbeli képességhez tartozó tudáselemek 
révén a tanulók képessé váljanak síkbeli sorminták, terülő minták, parket-
taminták létrehozására kirakással, színezéssel, sablonnal és hálón való raj-
zolással.

A mérés területén megjelenik a mértékváltás követelménye. A mérték-
egységek átváltását a tanulóknak csak olyan esetekben kell tudniuk, ame-
lyekhez – elvileg – reális tapasztalat kapcsolódhat. Így ugyanis a mecha-
nikus számolás technikáját (és ezzel együtt biztonságát) a valós tapasztala-
tokban gyökerező arányossági gondolkodás veheti át. 

A geometriai terület valamennyi matematikai gondolkodási képesség 
fejlesztésére jól használható. A G46. feladatban bemutatott példánk deduk-
tív gondolkodást mérő feladat, amely geometriai tartalomra épül. 

A feladatban az állítások logikai tartalmát kellett azonosítania a tanuló-
nak, és ennek megfelelően kell kiválasztania a helyes megoldást. A gyerme-
kek akkor képesek biztonsággal megoldani ezeket a feladatokat, ha értik az 
ÉS, VAGY, HA… AKKOR stb. kötőszavakkal kifejezett kijelentéslogikai 
műveleteket az összetett mondatokban. Mindkét bemutatott feladatban a de-
duktív gondolkodás képességét értékeljük. Az ilyen és ezekhez hasonló fel-
adatok gyakoroltatásával képessé válik a gyermek arra, hogy a megtanu-
landó anyagról strukturált, szervezett, új helyzetekben is előhívható tudása 
legyen.
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G46. feladat

G47. feladat
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A G47. feladatban induktív gondolkodást értékelünk a geometria tan-
anyagrészhez tartozó mértani alakzatok viszonyfelismerésével. Az effajta 
feladatok jól alkalmazhatóak új ismeret feldolgozásában, hiszen a meglévő 
tudás transzferálását és aktív gondolkodást igényelnek. 

Összefoglalóan, a geometria területén is megjelenhet az induktív gon-
dolkodás mérése. Az 1.2.3. fejezetünk amiatt lehet tömör és rövid, hogy az 
1–2. évfolyamon már bemutatott példafeladatok egyszerű fogalmi bővítés-
sel vagy akár változatlan formában alkalmasak a 3–4. osztályos korosztály 
matematikai gondolkodási képességeinek mérésére.

2.2.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A kombinatorika és valószínűségszámítás témákban ezekben az évfolya-
mokban a rendszerezőképesség fejlesztése kerül a középpontba. Például a 
tanórán a gyerekek feladata lehet, hogy alkossanak háromszintes tornyo-
kat, próbáljanak minél többfélét építeni. Keressék az összes lehetőséget. Az 
órán a tanító megkéri a gyerekeket, hogy gyűjtsék össze azokat az ötlete-
ket, melyek alapján meg tudják állapítani: elkészült-e az összes lehetséges 
torony. Szükség lehet a tanító problémafelvetésére, segítségére: van-e még 
másmilyen, vagy ennyiféle van, és nincs több. Ennek egy fontos és jó lehe-
tősége, hogy az elkészített tornyokat valamilyen alapelv szerint elrendezik 
maguk előtt. Néhányan esetleg arra fi gyelnek, hogy milyen színű a torony 
alsó eleme, s külön rakják azokat, amelyeket pirossal kezdtek építeni, külön 
a kék és külön a sárga aljú tornyokat. Ez esetben ráérezhetnek arra, hogy 
a három csoportban ugyanannyi toronynak kellene készülnie, s ez támpont 
lehet a hiány megállapításához, esetleg a hiányzó építmény megkeresésé-
hez is. 

A valószínűségi szemlélet fejlesztése során rengeteg játék kipróbálható. 
Például korongokkal. A játékot párban játsszák. A pár tagjai a játéktáblán 
oldalt választanak maguknak, és egy, a 0-ból (fehér mező) induló bábut 
mozgatnak. Jobbra léphetnek egyet, ha a 10 korong feldobása után több a 
piros, mint a kék, és egyet léphetnek balra, ha több a kék, mint a piros ko-
rong. (Ha ugyanannyi, akkor nem lépnek.)
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Példánkban jobbra lehet lépni egyet. A játékot az nyeri, akinek az oldalán 
áll a bábu mondjuk 20 dobás után. (Ha éppen 0-nál áll, akkor döntetlen.) 
A játék egyszerű, a valószínűségi érzés azt diktálja, hogy ugyanolyan 
jó választás a kék oldal, mint a piros. Amikor osztályszinten összevetik 
tapasztalataikat, ugyanezt állapíthatják meg.

Egy másik alkalommal két bábuval és 10 koronggal játszanak úgy, hogy 
„A” akkor léphet, ha a piros korongok száma páros, „B” pedig akkor, ha a 
kékeké páros. Mindkét játékos a saját bábuját mozgatja. 

Példánkban mindkét játékos lép egyet. Néhány játékot le kell játszaniuk 
ahhoz, hogy megfi gyeljék: a játék mindenképpen döntetlen lesz, hiszen 
vagy mindkét játékos léphet, vagy egyik sem. Érdemes azonban megtréfálni 
a gyerekeket ezzel a problémával, hiszen így válik sajátjukká az a gondolat, 
hogy a 10 csak olyan összegre bontható, melynek mindkét tagja páros, vagy 
mindkét tagja páratlan. 

Ha a korongok számát most 9-re változtatjuk, ismét olyan játékot 
játszunk, ahol a valószínűségek megegyeznek.

További megfi gyeléseket tehetnek, ha a problémát általánosítják. Például 
más páros vagy páratlan számú koronggal játszanak. A fejlesztés során a 
tanulók számára sokkal inkább motiváló feladat tapasztalatot szerezni a 
páros és páratlan számok összegre bontásáról egy ilyen játék kapcsán, mint 
mechanikusan végzett műveletekkel. 

Más didaktikai céllal ismét páronként 10 koronggal játszanak. Egy bábu 
0-ról indul, de most a játéktáblát a számegyenes váltja föl. A korongok 
feldobása után annyit lépjenek negatív irányba, amennyi piros korong 
esett az asztalra, és annyit a pozitív irányba, amennyi kék korong esett az 
asztalra!
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Például ezt dobtam: 

 

Negatív irányba lépek hatot, majd onnan, ahová érkeztem, pozitív 
irányba négyet. Léphettem volna előbb a kék irányba négyet, majd a piros 
irányba hatot. (A végén vajon ugyanoda érek? Vagyis a kommutativitás 
működik akkor is, ha negatív számok is szerepelnek?)

Most tízet dobnak egymás után úgy, hogy a bábu mindig onnan lép tovább, 
ahol az előző dobás után megállt. A gyerekeknek a játék megkezdése előtt 
tippelniük kell arra, hogy 10 dobás után hová érkezik a bábu ezek közül a 
leggyakrabban: −6, −3, −1, 1, 3, 8. Lehetséges, hogy a 8-ba? Vagy a −3-
ba? A játék megkezdése előtt minden lehetséges. A valószínűségről alkotott 
képünk azt diktálja, hogy a sok dobás valahogyan kiegyenlíti egymást, és 
valahol a 0 közelében érdemes tippelni. Igen ám, de most a 0 nem szerepel 
a lehetséges tippek között, ezért az 1 vagy a −1 esetleg a 3 vagy −3 is jó 
lehet.

Ha lejátszottak néhány játékot, és a tanító végigkérdezi a gyerekeket, 
hogy melyik pár hova jutott, például a következő feljegyzéseket készíthetik: 
−2, −8, −2,− 4, 0, 0, 6, 6, 4, 8, 2, 2

Vajon véletlen, hogy mindenki páros számra jutott?
Egy újabb kör megerősítheti a sejtést, elkezdődhet a magyarázatok 

keresése. Összegyűjthetjük a lehetséges dobásokat, és az egy lépés hosszára 
vonatkozó lehetőségeket:

10 p = −10
9 p +1 k = −8
8 p + 2 k = −6
7 p + 3 k = −4
6 p + 4 k = −2
5 p + 5 k = 0
…

10 k = 10
9 k +1 p = 8
8 k + 2 p = ¬6
7 k + 3 p = 4
6 k + 4 p = 2
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Vagy egyszerűen csak azt fi gyelik meg, hogy mi történik, ha egyetlen 
kék korongot pirosra változtatunk:  

Megint egy olyan összefüggés, amelyet ha a gyerekek maguk fedezhetnek 
fel, sokkal inkább magukénak érzik, mint a tanár szájából elhangzott 
mondatot: „Ha a kisebbítendőt eggyel csökkentem, és a kivonandót eggyel 
növelem, a különbség kettővel csökken”.

Akárhogyan is dobunk tehát a 10 koronggal, az első dobás után 
mindenképpen páros helyre érünk. A további dobások során pedig minden 
esetben páros sokat lépünk. A lépegetés során a gyerekek tapasztalathoz 
juthatnak a pozitív számok ellentettjének értelmezéséhez szükséges 
tevékenységről, pozitív és negatív számok összeadásáról, valamint arról is, 
hogy az összeg paritására vonatkozó összefüggés a negatív számok körében 
is érvényes marad. A valószínűségről alkotott fogalmak tekintetében 
élményszerűbb tapasztalathoz juthatnak lehetetlen eseményről, mint egy 
olyan elcsépelt és túlságosan átlátható példával, hogy két kockával dobva a 
dobott számok összege 13 nem lehet.

Következő példánk kombinatorikai tartalmon a deduktív gondolkodás 
mérésére alkalmas. Amiatt fontos bemutatnunk ezt a példát (G48. feladat), 
mert talán a kombinatorika, statisztika, valószínűségszámítás tartalmi 
területen tűnik leginkább korlátozottnak a mért matematikai gondolkodási 
képességek köre – hiszen a kombinatív képesség és a kombinatorika 
témakör kapcsolata kézenfekvő. 

A következő feladatban (G49. feladat) képek segítik a diákokat a kom-
binatorikai feladat megoldásában. Ebben a feladatban a feltett kérdésnek 
megfelelően kell a kombinációkat megalkotni. A feladat elején meg van 
adva, hogy csak két összetételből állhatnak a konstrukciók. A gyermekek 
gyakran hajlamosak fi gyelmen kívül hagyni a lényeges információkat, 
ezért a pedagógusnak fontos felhívnia a fi gyelmüket, hogy alaposan, akár 
többször olvassák el a feladat utasítását. 
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G48. feladat

G49. feladat
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A következő feladatban (G50. feladat) már nem alkalmazunk képi segít-
séget. Tovább nehezíti a feladatot, hogy nemcsak a táblázatot kell kitölte-
niük a tanulóknak, hanem –  a fenti feladathoz hasonlóan itt is – megadott 
kérdésekre is választ kell adniuk. Abban az esetben tudják jól megválaszol-
ni a feladat második részét, ha a táblázatot jól töltötték ki a tanulók, illetve 
értik a megfogalmazások közötti különbségeket. 

G50. feladat

A szöveges feladatokban sokszor nem is a kombinatorikai dimenzió ne-
héz, hanem az, hogy rá kell jönnie a tanulónak, hogy nem csak egy meg-
oldás lehetséges. Ez is mutatja a kombinatorikai feladatok fontosságának 
okát: hogy hangsúlyos bennük a teljességre, minden lehetőség átgondolá-
sára való törekvés. Ez jelenti ezekben a feladatokban az egyik legnagyobb 
kihívást a tanulók számára, ezért a pedagógusnak oda kell fi gyelnie, hogy 
rávezető, problémafeltevő kérdésekkel segítse a sikeres feladatmegoldást.

Végül egy olyan feladat, amely a matematikai tudás alkalmazási di-
menziójában is helyet kaphatna, hiszen a valóságból vett plusz információ 
szükséges a megoldáshoz. A 631 oldalas könyv is vastagnak számít ebben 
a korosztályban, azonban a számjegyek ismétlődésének elvi lehetőségét ig-
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norálja, hogy ezer oldalasnál vastagabb könyv nemigen fordul elő a korosz-
tály olvasmányai között.

Sarolta megjelöl a kedvenc könyvében két oldalt. Az első ezek közül a 
163. oldal. Melyik lehet a 2. oldal, ha az is ugyanezeket a számjegyeket 
tartalmazza?

2.3. Az 5–6. évfolyam részletes értékelési keretei

2.3.1. Számok, műveletek, algebra

5–6. osztályban az egész számok (pozitív és negatív egészek egyaránt) tet-
szőlegesen nagy abszolút értékig megjelennek a tanórán, vagyis a számos-
ságok korábbi évfolyamokban jellemző tapasztalati bázisát megtartva ki 
kell alakítani a „nagy” számok reprezentációit is. Matematikai szempontból 
tekintve ennek eszköze a számok normálalakja, pszichológiai szempontból 
nézve pedig az additív gondolkodás képességei. Az additív gondolkodás 
elemeként kialakul a számok nagyságára vonatkozó összehasonlításban a 
„kisebb, mint” és „nagyobb, mint” relációk egymással felcserélhetősége.

A tapasztalati bázishoz kapcsolható számok körében természetesen 5–6. 
osztályban is folytatódnak a változatos és céltudatos tevékenységformák: 
kirakások, vágások, bontások, helyiérték-táblázatok készítése, kitöltése, 
ezekből számok kiolvasása, szóban kimondott számok leírása, számegye-
nesen való ábrázolások, leolvasások, összehasonlítások stb. A sokoldalú 
tapasztalás segíti például a tört, tizedes tört, negatív szám fogalmának mé-
lyítését, ugyanazon értékek sokféle megjelenítését (például bővítésekkel, 
egyszerűsítésekkel), és ugyanazon értékek különböző formában való meg-
jelenítését (például tört tizedestört alakja és fordítva). 

A G51. feladat a törtek egyszerűsítésének témakörét kapcsolja össze az 
induktív gondolkodás diagnosztikus értékelésével.

Csak a sokszínűen megtapasztalt fogalmak, tartalmak lesznek maradan-
dóak, mozgathatóak, előhívhatóak. A G52. feladat az induktív gondolkodás 
segítségével oldható meg, és az egész és tört számok reprezentációjához 
kapcsolódik az írásbeli osztás műveletén keresztül.
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G51. feladat

G52. feladat

A törteknél is nagyon fontos láttatni (sok hajtogatással, kivágással, egy-
forma kockákból való kirakásokkal, változatos egységválasztással, rajzo-
lással stb.) azt, hogy valamely egységet egyenlő részekre sokféleképpen 
oszthatunk, így egy adott törtértéket sokféleképpen jeleníthetünk meg.

Jól szemlélteti a G53. feladatban lévő ábra, hogy az 1 / 4 = 2 / 8 = 4 / 16. 
Ha ezek a körlapok egyforma tortákat ábrázolnának, akkor az 1/4 résznyi 
tortát elfogyasztó gyerek ugyanannyi tortát enne, mint a 2/8 részt vagy a 
4/16 részt elfogyasztó gyerek. Egyikük egy darab, másikuk kettő egyenlő, 
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ám kisebb, a harmadik gyerek négy egyenlő, de még kisebb szeletet kapna 
ebből a tortából. 

A törtfogalomra épülve az arányossági gondolkodást méri a G54. fel-
adat.

G53. feladat

Sok ilyen feladat megalapozza a törtek bővítése és egyszerűsítése fo-
lyamatának megértését és az alkalmazás során történő átalakítások, ezen 
belül a közös nevező keresésének indokoltságát. A G55. feladat ennek a 
tudáselemnek mérésére mutat példát.

Az egészek és törtek számegyenesen való ábrázolása jól szemlélteti a 
számok egymáshoz való viszonyának megértését, a számok növekvő, csök-
kenő sorrendiségét. 

A számegyeneshez kapcsolódó kérdések megválaszolása a számfoga-
lom és műveletfogalom megértését is mélyíti. Ehhez a követelményhez tar-
tozik a G56. feladat.
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G54. feladat

G55. feladat
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Cél, hogy a tanulók képesek legyenek a tanult számok számegyenesen 
való ábrázolására, illetve a számegyenes egy pontjához tartozó szám pontos 
vagy közelítő meghatározására, a számok nagyság szerinti összehasonlítá-
sára. A felső tagozat első két évfolyamán is törekszünk arra, hogy szóbeli 
és írásbeli műveletek helyes sorrendű, jó eredményt adó elvégzése mellett a 
számolásokat egyszerűsítő, gyorsító módszereket, eljárásokat is megismer-
tessünk (pl. a műveleti tulajdonságok, a zárójelek felhasználásával). Ez is 
erősíti a fogalmak mélyítését, a műveleti algoritmusok tudatosítását. 

A 6. évfolyam végére a tanulók megismerkednek a racionális számkör-
ben végzett alapműveletekkel. 

A számológépek tanórai használatát csak az alapműveleti számolási al-
goritmusok megértésének, a végeredményt illetően kellően pontos becslés 
nyújtása képességének birtokában engedélyezzük. A papír-ceruza tesztelés 
gyakorlatában általában nem engedjük a számológép használatát. Ennek 
több oka közül az egyenlőtlen technikai feltételeket (és esetleg a számoló-
gépnek látszó, de annál jóval többet tudó technikai eszközök használatának 
problémáját) emeljük ki.

G56. feladat

Legördülő lista szövege:     b) 120 / 84 / 60 / 30       c) 14 / 20 / 28 / 50
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A különböző „tudású” zsebszámológépek akkor szolgálják tanítványa-
ink érdekét, ha nem vállalják át a gondolkodás fejlesztéséhez szükséges 
lépések, műveleti elemek elvégzését idő előtt. A problémák megoldásának 
modellje fejben születik, a kivitelezéshez nyújtott eszköz lehet a számo-
lógép. Például, amikor az egyenletek megoldását tanítjuk, akkor fejben és 
írásban dolgoznak a gyerekek, mert megértetni és megtanítani szeretnénk 
a megoldás algoritmusát. A nehezebb szöveges feladatok esetén a matema-
tikai modell felállítása a kihívás, ha a modell már megvan, akkor esetleg 
használható a számológép, a számítógép egyenletmegoldó programja. Ha 
például a becsült vagy kiszámított eredmény helyességét szeretnénk gyors 
visszahelyettesítéssel ellenőrizni, akkor szintén indokolt lehet a számoló-
gép használata. A konkrét feltételek ismeretében dönthetünk csak helyesen 
arról, hogy mikor és miért hagyjuk használni a számológépeket, számító-
gépeket. A használat vagy annak tiltása indokoltságát mindig értelmes pe-
dagógiai érvek támasszák alá.

A fejlett informatikai környezet alkalmazása szükségessé teszi a jó becs-
lőképesség kialakítását. Ha technikai okok miatt nem működnek a gépek, 
akkor a jó becslőképesség biztonságérzetet ad (pl. a kifi zetendő/visszajáró 
összeg kiszámításában).

A szöveges feladatok megértésének új elemei
Az 5–6. évfolyamon a folyamatosan bővülő ismeretek – így például a ra-
cionális számkörre kiterjesztett műveletek, a műveleti sorrend, az egyenes 
és fordított arányossággal és százalékszámítással kapcsolatos ismeretek – 
lehetővé teszik összetettebb szöveges feladatok megjelenését. Elvárásként 
fogalmazódik meg a megoldások igényesebb kivitelezése (lejegyzési, esz-
tétikai szempontból), tudatosul, hogy a kerekítés szabályait felülírhatja a 
valóság (pl. ha a méterben kapható drótkerítésből 56,3 méter kell, akkor 57 
métert veszünk, ha a konkrét számított terület alapján a burkoláshoz 37,2 
darab csempe kell, akkor minimum 38 darabot és még néhányat veszünk), 
fejlődik a becslési készség és az ellenőrzés, önellenőrzés igénye. 

A szöveges feladatok ezen a két évfolyamon is elsősorban a következ-
tetéses gondolkodás fejlesztését (pl. egyszerű elsőfokú egyenletek, egyen-
lőtlenségek megoldása következtetéssel, lebontogatással) az arányos követ-
keztetések fejlődését (pl. szabványmértékek átváltása, egyenes és fordított 
arányosság, egyszerűbb százalékszámítási feladatok), a problémamegoldó 
képesség (problémafelismerés, problémaazonosítás és -megoldás) fejlesz-
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tését, az értő-elemző olvasás fejlesztését szolgálják. A G57. feladat az ará-
nyossági gondolkodás mérésére alkalmas.

G57. feladat

További feladatötletek, amelyek online diagnosztikus értékelés során 
változatos feladatokká alakíthatóak:

Keress összefüggést az alábbi mennyiségek között!
a) Karácsonyfa ára és magassága 
b) Az autó menetideje és sebessége (Az úthossz legyen 20 kilométer!)
c)  Egy születésnapi torta szeleteinek száma és a szeletek nagysága (egyenlő 

szeleteket vágunk)
d) A zöldborsó mennyisége és ára
e) A négyzet oldala és kerülete
f) A fagylalt ára és a gombócok száma

Megoldás: A mennyiségek közötti helyes összefüggések felfedezése, megfo-
galmazása.
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A tanulóktól várható válaszok például:
a)  Ugyanazon fajtájú fenyő esetén a magasabb fáért többet fi zetünk, mint a 

nála alacsonyabbért.
b)  Ha egy autó kétszer gyorsabban megy, akkor fele annyi idő alatt teszi 

meg a 20 km-t.
c)  Minél több egyenlő szeletre vágom a tortát, annál kisebbek lesznek a 

szeletek.
d)  A borsóért fi zetett ár egyenes arányban változik a borsó mennyiségével. 
e)  A négyzet oldala és kerülete egyenes arányban változik. 
f)  A gombócok száma és a fagyi ára egyenesen arányosan változik.

A tanulóknak tudni kell egyszerű elsőfokú egyismeretlenes egyenleteket 
szabadon választott módszerrel megoldani, egyszerűbb szöveges feladato-
kat, konkrét arányossági feladatokat következtetéssel megoldani, képesnek 
kell lenni a megoldások számegyenesen való ábrázolására. A megoldá-
si módszerek közül − a következtetések mellett − ki kell emelni a rajzos, 
ábrás, szakaszos, számegyenest felhasználó módszereket. Sokszor ezek a 
rajzok, ábrák mutatják meg, hogy megértette-e a problémát, a feladatot a 
tanuló. A G58. feladat ezt a követelményt illusztrálja.

G58. feladat

A G59. feladatban azt látjuk, hogy a feladatszövegek valamilyen konk-
rét rajzos, ábrás leképezése sok információt adhat a tanár számára a lassan 
kialakuló absztrakt gondolkodás pillanatnyi szintjéről.
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G59. feladat

2.3.2. Relációk, függvények

A tanulók korábbi, arányossági következtetésen alapuló feladatmegoldásá-
ra építve megismerik az egyenes arányosság fogalmát. Cél, hogy képessé 
váljanak felismerni az egyenes arányosságot gyakorlati jellegű feladatok-
ban, valamint a természettudományos tárgyak tanulása során is. Tudjanak 
megoldani a mindennapi életben felmerülő, egyszerű, konkrét arányossági 
feladatokat következtetéssel. A változó mennyiségek közötti kapcsolatok 
vizsgálata során a tanulók tapasztalatot szereznek a fordított arányosság 
felismeréséről, összetartozó értékpárjainak meghatározásáról is.

Az arányossági következtetések során a legegyszerűbb és korábban is 
gyakran előforduló lineáris összefüggések esetén képesek táblázatok-
ban a hiányzó elemek pótlására, az adatok táblázatban való ábrázolására. 
Találkozniuk kell nem lineáris összefüggésekkel is, sőt célszerű ugyan-
annak a jelenségnek több nézőpontból való megvizsgálása is. Táblázattal 
megadott összefüggésekhez tudnak grafi kont készíteni, valamint grafi kon 



91

A matematikai gondolkodás diagnosztikus értékelése

alapján meg tudják adni a táblázat elemeit. Az elsőfokú függvényt felisme-
rik, pontjai alapján ábrázolni tudják. Képesek a gyakorlati életből vett egy-
szerű példákban a kapcsolatok felismerésére, lejegyzésére, ábrázolására.

Az induktív gondolkodás fejlődésének ebben az életkori szakaszában 
a tanulók képesek hiányzó elemeket meghatározni, illetve ismert elemek 
esetén szabályt megfogalmazni. Tudnak szabállyal megadott sorozatot 
folytatni, néhány eleméből szabályt megadni. Képesek a felismert szabály 
formulával való megadására. A G60. feladat a szabályalkotást a vizualitás 
szintjén várja el, és a szabály követése során is képi választ várunk.

G60. feladat

Ezen az iskolaszakaszon tovább fejlődik a tanulók helymeghatározó 
képessége. Tudnak számegyenesen adott tulajdonságú pontokat megkeres-
ni, számintervallumokat ábrázolni, a kisebb, nagyobb, legalább, legfeljebb 
kifejezéseknek megfelelő adatokat szemléltetni, illetve ábráról leolvasni. 
Ismerik a Descartes-féle derékszögű koordináta-rendszert, az azzal kap-
csolatos fogalmakat (tengelyek, origó, jelzőszám, koordináták, síknegyed). 
Tudnak a koordinátarendszerben konkrét pontokat ábrázolni, pontok koor-
dinátáit leolvasni.
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Az egyenes arányosság alkalmazásával, arányos következtetéssel egy-
szerű százalék számításos feladatokat oldanak meg (pl. bevásárlás, takaré-
kosság, napirend). Ennek gyakorlása során, a számításhoz szükséges al-
goritmusok felfedezésével és használatával párhuzamosan megismerik a 
százalékszámítás alapfogalmait: alap, százalékláb, százalékérték. 

A megtanult ismeretek, készségek, képességek bemutatására kezdet-
ben a matematikai szimbólumokkal megfogalmazott feladatok alkalmasak. 
Ezekben minden „zavaró tényező” nélkül közvetítjük a feladat matemati-
kai struktúráját, legtöbbször utalunk azokra a műveletekre, algoritmusokra, 
amelyeket a megoldás során használni kell, sőt gyakran a feladat szövegé-
ben is szerepelnek matematikai szimbólumok. A G61. feladat megjelené-
sében teljesen megegyezik a megszokott papír-ceruza tesztfeladatokkal. Az 
online diagnosztikus tesztelés fejlődésével a javítás automatizálásnak újabb 
lehetőségeire számítunk, így az üres téglalapba a válaszként írt számadattól 
a szöveges válaszig sokféle jövőbeni lehetőség nyitva áll a javítás automa-
tizálása előtt.

G61. feladat

A G62. feladat többféle módszerrel, stratégiával megoldható. Az induk-
tív és a rendszerzési képesség tudáselemeit látjuk benne megjelenni konk-
rét matematikai tartalmakon.
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A G63. feladat az egyenes és fordított arányosság fogalmának grafi kus 
reprezentációhoz kapcsolásáról szól. Emellett alkalmas annak a nagyon 
fontos tudáselemnek mérésére, sőt, fejlesztésére is, miszerint egy grafi -
kon ábrája megjeleníthet olyan összefüggést, amely sem nem egyenes, sem 
nem fordított arányosság.

G62. feladat

G63. feladat

Legördülő lista szövege: egyenes arányosság / fordított arányosság / egyik sem
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G64. feladat

A G64. feladat rámutat arra, hogy az automatikus javítás programoz-
hatósága lehetővé teszi olyan feladat megfogalmazását, amelynek prakti-
kusan végtelen sok megoldása van, és csak az ábra mérete szab korlátot a 
megoldások számának.

Az utolsó feladat példa arra, hogy az alkalmazásnak ezen a legegysze-
rűbb szintjén is lehet olyan feladatok megoldása elé állítani a tanulókat, 
amelyekben többféle helyes válasz, megoldási lehetőség is felmerül. Az 
ilyen jellegű feladatokkal is előkészíthetjük az összetettebb, problémajelle-
gű, autentikus feladatokkal való foglalkozást. Természetesen ez a szempont 
a tanítás során merülhet csak fel, az értékelésnél ilyen esetben utalni szük-
séges a több megoldás lehetőségére.

A relációk, függvények témakörhöz talán legszorosabban köthető az 
arányossági gondolkodás képessége, így befejezésül a G65. példafeladatot 
nézzük.
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G65. feladat

A feladat a törtszámítás diszciplináris tudásdimenziójához is sorolható, 
ám a táblázatos elrendezés, a darabszámok szerinti sorba rendezés a felada-
tot egyben képességmérővé teszi.

2.3.3. Geometria

A korábbi évfolyamokon szerepelt két képesség (térbeli és arányossági) 
mellett, köszönhetően az 5–6. évfolyamra gyarapodó fogalmaknak, le-
hetővé válik geometriai tartalmakhoz is többféle olyan feladatot alkotni, 
amelyek az induktív, deduktív és rendszerezési képesség fejlettségének 
diagnosztizálására alkalmasak. Jelen esetben tehát egyik oldalról nézve a 
geometria tartalmak a képességfejlődés diagnosztizálásnak nyersanyagát 
jelentik, másrészt pedig a geometriai tudás fejlesztésének tagadhatatlan 
előnyeit és felhasználási területeit láthatjuk.

A G66. feladat jellegzetes példát mutat a térbeli képesség tesztelésére. 
A feladatkitűzés alapvetően képi reprezentációkra épül, azonban a sikeres 
megoldáshoz, vagyis a mentális képi tudáselemek megfelelő felhasználásá-
hoz tanórai és tanórán kívüli manipulatív tevékenységeken keresztül vezet 
az út.

A G67. feladat a rendszerezési képesség működését méri geometriai tar-
talmon. Itt a rendszerzési képesség fogalmi szintű működése valósul meg, 
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azaz manipulatív és képi tudáselemek nem támogatják a feladatot. Ettől 
függetlenül elképzelhető, hogy a tanulók a tesztkitöltés folyamán használ-
ható jegyzetlapokon igénybe veszik e két tudásreprezentációs formát is. 

A G68. feladatban többféle matematikai képesség felhasználása várható 
a megoldás során, így például deduktív és kombinatív képességelemeké is. 
Egy induktív gondolkodás képességét mérő geometriai példával zárjuk ezt 
a fejezetet (G69. feladat). A megoldáshoz egyszerre van szükség a térgeo-
metriai szemléletre és a szabálykeresés és szabályalkotás induktív képes-
ségelemeire.

G66. feladat
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G67. feladat

G68. feladat

Legördülő lista szövege: feleannyi / harmadannyi /  negyedannyi / hatodannyi
2-szer / 3-szer / 4-szer / 6-szor 
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G69. feladat

Végezetül egy geometriainak tűnő feladatot mutatunk be, melynek kon-
textusa és tartalma a korosztály számára ismerős. Azonban egyszerű, a 
deduktív gondolkodás egyik komponensét, a konjunkció műveletének 
kezelését értékeli a G70. feladat.

G70. feladat



99

A matematikai gondolkodás diagnosztikus értékelése

2.3.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A kombinatorika, a valószínűségszámítás és a statisztika esetében az alap-
készségek fejlesztése és a szaktantárgyi tudás elmélyítése ebben a korosz-
tályban is egyaránt releváns célkitűzés. A kombinatív és a korrelatív gon-
dolkodási képességek tartalomhoz kötött fejlesztésének lehetősége mellett 
sor kerül az adatkezelés és -ábrázolás, valamint a halmazelméleti alapokon 
álló valószínűségi események matematikailag adekvát megalapozására. A 
korrelatív gondolkodás képessége a matematikai gondolkodás rendszeré-
ben a multiplikatív gondolkodás egyik formájaként értelmezhető. Adatso-
rok közötti összefüggés felismerése és a kapcsolat megfogalmazása a fel-
adat, ahol az összefüggés nemcsak hogy nem lineáris, hanem általában nem 
is adható meg egyszerű képlettel. 

Korábban említettük, hogy a kombinatorika témaköre a kombinatív ké-
pesség mérésének és fejlesztéséhez természetszerűleg szorosan kapcsolódó 
terület. 5–6. osztályban már a képi szinttől jórészt elszakadva lehetővé válik, 
hogy fogalmi szinten, a konkrét, egyedi esetek tételes felsorolása nélkül is 
válaszoljanak a tanulók az összes lehetőségre, az összes lehetséges sorrendre 
vonatkozó kérdésekre. Szitányi és Csíkos (2015) eredményeivel összhang-
ban azonban nem célja sem a fejlesztésnek, sem az online diagnosztikus 
értékelésnek, hogy a képi reprezentációkat kizárjuk vagy visszaszorítsuk a 
kombinatorikai feladatokból, hiszen valamilyen vizualizációs stratégia al-
kalmazása pozitív irányú összefüggést mutat a kombinatorikai teljesítmény-
nyel. A G71. feladathoz többféle vizualizációs stratégia elképzelhető.

A G71. feladat esetében minden bizonnyal szükségük lesz a tanulóknak 
az opcionálisan használható papírlapokra, amelyeken részszámításokat vé-
gezhetnek, rajzokat készíthetnek. Várhatóan gráfszerű, poligonszerű vagy 
más típusú rajzok készülnek a tanulói jegyzetlapokra. Az online diagnoszti-
kus tesztelés által nyújtott előnyök közül itt a legszembetűnőbb az automa-
tikus, online, objektív értékelés.
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G71. feladat

G72. feladat
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A G72. feladatban is sokféle megoldási stratégia érvényesülhet, a halm-
azok rajzolgatásától a választható opciókból kiinduló, visszafelé ható gon-
dolkodási módszerekig. Ez utóbbira példa: Gondolkodhat úgy egy tanuló, 
hogy először megnézi, melyek a biztos vagy a lehetetlen események, és a 
végén kizárásos alapon a többit a lehetséges kategóriába sorolja.

G73. feladat

A kombinatorika területéhez a feladatkitűzés jellege miatt kapcsolódik 
a G73. feladat, amelyben egy rejtett univerzális kvantort tartalmazó állítás 
helyes és logikailag helytelen átfogalmazásairól kell a tanulónak döntést 
hoznia. A feladat elsősorban a deduktív gondolkodást értékeli.
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A matematikai tudás alkalmazásának diagnosztikus értékelése során a 
Csíkos és Verschaffel (2011) által kifejtett elméleti alapokra és a NAT-kö-
vetelményeire építünk. Az előző fejezetben harmadik tényezőként említett 
„iskolai matematikatanítás gyakorlatát” ebben a tudásdimenzióban nem 
annyira a tartalmi keretek meghatározó tényezőjeként, hanem sokkal in-
kább a rendszerszintű pedagógiai felmérésekben hiányterületként feltárt 
tényezőként tudjuk számításba venni. Ez azt jelenti, hogy bár nem ismer-
jük kielégítő pontossággal az osztálytermi gyakorlatban a tudásalkalmazás 
előmozdítására végzett tevékenységeket, a TIMSS- és PISA-mérések ered-
ményei szerint jelentős elmaradást produkál a hazai oktatási rendszer. A 
PISA-mérésekben (OECD, 1999) megjelenő tudásdimenziók között újdon-
ságként és hangsúllyal jelent meg a matematikai tudás különböző szituáci-

3.
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ókban (kontextusokban) való felhasználásának követelménye. A PISA által 
defi niált kontextustípusok átvétele a projektünk számára két okból nem 
célszerű. Egyrészt a 15 éves tanulók munkaerő-piaci felkészültsége szem-
pontjából meghatározott különbféle kontextusok más módon relevánsak az 
1–6. osztályos korosztály számára. Másrészt ezek a különféle kontextusok 
(személyes, nyilvános, foglalkoztatási, oktatási) a kezdetektől rugalmas, 
egymást részben átfedő szituációkként kerültek elő, amelyek listája bővít-
hető és akár pontosítható lenne. A matematikai tudás alkalmazásának fel-
térképezését a tartalmi keretek számára ezért a tudományos folyóiratokban 
megjelent és elfogadott nevezéktant keresve Csíkos és Verschaffel (2011) a 
matematikai szöveges feladatok világának kutatási eredményeit tekintették 
át. Az általunk meghatározott négylépcsős taxonómia második és harmadik 
lépcsője közötti válaszvonal válik jelentőssé a matematikai tudás alkalma-
zásának leírása és mérése során. A modell második lépcsőjét olyan mate-
matikai szöveges feladatok képezik, amelyeket rutinszerűen, ismert algorit-
must felhasználva meg tudnak oldani egy adott évfolyam tanulói. Szendrei 
Julianna (2005) tanpéldának nevezi az ilyen feladatokat. Ismeretes a német 
szakirodalomból a „beöltöztetett feladat” (eingekleidete Aufgabe; Ambrus, 
2007) vagy a pszeudo-realisztikus jelző is (Boaler, 1994). 

Vannak ugyanakkor olyan feladatok, amelyeknél az életünk során meg-
szerzett tapasztalatokhoz egy matematikai modellt illesztve jutunk el a meg-
oldáshoz. A valós tartalmú problémák megoldása és a matematikai problé-
mamegoldás folyamata nemc sak sok hasonlóságot mutat (vö. pl. Greefrath, 
2007), de a valós tartalmú feladatok esetében szükséges „matematizálás” 
illetve a kapott eredménynek a tényleges helyzettel való egybevetése – mi-
vel nem csak a szöveges feladatok esetében szokásos szövegbehelyette-
sítésről van szó – fontos többletet is jelent a tisztán matematikai tartalmú 
feladatokhoz képest. A mindennapi alkalmazások megjelenése az órán és a 
felmérésekben segíti leküzdeni a matematikával szembeni ellenérzést és a 
gyakran megjelenő szorongást is.  

A tanulónak kell általában magát a matematikai problémát is megfo-
galmaznia, ennek megoldásához matematikán belüli módszert találnia 
és az eredményt értelmeznie. Sokszor félrevezető lehet a realisztikus jel-
ző alkalmazása egyes feladattípusok leírásában, hiszen magyarul (és más 
nyelveken is) a szó elsődleges szemantikai jelentése valóságtartalomra, 
valósághoz kötöttségre utalhat, míg az eredeti holland szóalkotás az elkép-
zelhető matematikai modellekre utalt (Van de Heuvel-Panhuizen, 2001). 
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A matematikai tudás alkalmazásának negyedik szintjét az olyan feladatok 
képviselik, amelyek a tanulók életében ténylegesen felbukkanva igénylik 
a feladatkontextus és valamilyen matematikai modell egyeztetését (Palm, 
2009). Az olyan feladatok, amelyekben fi ktív szereplőkre vonatkozó meny-
nyiségek és viszonyok szerepelnek, természetszerűleg nem tartoznak az au-
tentikus feladatok közé, ugyanakkor lehetnek realisztikus feladatok. 

A mesékben gyakran találkozunk „hétmérföldes léptekkel”. De vajon 
át lehet-e lépni egy ilyen lépéssel hegyen és völgyön? Elgondolásodat 
számítással indokold!

Mivel többféle „mérföld” is létezik attól függően, hogy mennyire nyitottan 
szeretné a tanár ezt  a kérdést tárgyalni, segítségül megadható az is, hogy 1 
(magyar) mérföld körülbelül 8354 m.

A tanpéldák – avagy szövegbe öltöztetett rutinpéldák – és a realisztikus 
feladatok közötti határvonalat szemlélteti az alábbi példa is:

Hány oldalas az a könyv, amelynél az oldalak számozásához összesen 
600 számjegyet írtak le?

A hagyományos megközelítéssel számolva a következő megoldás adódik: 
az egyjegyű, a kétjegyű és a háromjegyű számok írásához szükséges szám-
jegyek számát összeszámolva, a könyv 9 + 90 + 137 = 236 oldalas.

Érdemes azonban a feladatnál hosszabban is elidőzni. Az előbbi ered-
ményt úgy kaptuk, hogy nem vizsgáltuk meg, valóban úgy vannak-e szá-
mozva a könyvek, hogy ez az eljárás helyes eredményt ad. Érdemes a tanu-
lókkal utánanézetni, milyen könyvszámozási módszerek fordulnak elő, és 
a tapasztalatokat akár táblázatba is lehet foglalni. A következő lehetőségek 
elég hamar megtalálhatók.

Könyv 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
Számozás kezdete a borítótól 5 6 12 4 5 3 13 7
Számozás befejezése a hátsó 
borítótól 8 3 2 0 3 2 1 5

Ezek után ki lehet választani, hogy melyik számozási mód alapján szá-
moljuk ki az oldalszámot, vagy akár egy új „könyvszámozási modell” is 
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készíthető a tapasztalatok alapján, és azzal is lehet dolgozni. A végső ered-
ménynél utalni kell az alkalmazott számítási modellre, vagy azt is mond-
hatjuk, hogy a kérdéses könyv körülbelül 240-250 oldalas lehet. 

Ha a feladatot magát tekintjük, akkor nem tekinthető „valóságos 
feladatnak”-nak, hiszen nemigen képzelhető el a mindennapokban az, hogy 
leírt számjegyekből számítunk oldalszámot. Ez a feladat tipikus példája an-
nak, hogy valós szituáció alkalmazásával (itt: könyvek számozásával kap-
csolatban) valójában inkább matematikai tartalmat helyezünk előtérbe. Az 
úgynevezett valóságközeli feladatok körébe nemcsak valós kérdésfeltevé-
sű reális szituáción alapuló feladatok tartoznak, hanem például olyanok is, 
ahol a valós szituáció felhasználásával a tananyaghoz kapcsolódó matema-
tikai számításokat végzünk.

A tartalmi keretek elméleti fejezetében korábban részletesen foglalkoz-
tunk a brousseu-i didaktikai egyezmény jelenségével. A matematikai tudás 
alkalmazását mérő feladatokban gyakran okoz nehézséget, hogy a tanórán 
más szabályok, másfajta megoldásmenetek elfogadhatók, mint amit valósá-
gos probléma esetében a hétköznapokban alkalmazunk. A matematikaórai 
és a hétköznapi problémareprezentáció és az elfogadott megoldási sémák 
viszonyát jól szemlélteti a Blum és Borromeo Ferri (2009) által javasolt 
ábra:
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Jól mutatja az ábrán szaggatott függőleges vonallal jelölt törést az alábbi 
példa: 

Amióta Pistiék új lakásba költöztek, hetente kapja a zsebpénzét, 
1000 forintot, amit azóta mindig félre is tesz. 
Hány napja laknak ott, ha már 35 000 forintot gyűjtött így össze? 

A feladat nyitott, ám a különböző korosztályok esetében végzett vizsgá-
latok azt mutatják, hogy ezt nem sokan nem veszik észre, és megoldásként 
35 héttel számolva a 245 napot adják meg eredményül. Többféle, egysze-
rűbb és bonyolultabb feltételrendszer alapján, többféle modell is készíthető 
a megoldáshoz. A szükséges matematikai ismeretek nem haladják meg a 
négy alapművelet ismeretét, ám a modellek alapján a megoldások megfele-
lő szintű elkészítése már korántsem egyszerű. 

Az 5–6. osztályban elvárható megoldás szerint a napok száma 239 és 
251 közötti lehet. A tanulóktól akkor várható el ilyen jellegű feladatkeze-
lés, ha a feladatmegoldások során elég gyakran megtapasztalnak hasonló 
helyzeteket az órákon. Ilyen nyitott, valós helyzetekre  azért is szükség van, 
mert a zárt feladatok világa a tanulók számára úgy is értelmezhető, hogy a 
„matematikaórák valósága” (a tyúkok arányosan tojnak, a könyvek mindig 
az 1. oldaltól számozódnak) más, mint a való élet. Emiatt a tanulók gyakran 
eleve nem is említik azokat a gondolataikat, amelyek ettől a matematikai 
valóságtól eltérőek. Ez magában hordja annak a veszélyét is, hogy a valós 
életben sem veszik elő a matematikai tudásukat, ha meg kell oldaniuk vala-
milyen problémát, hiszen a matematika és a valóság számukra külön világ, 
a matematika csupán a matematikaórára, az ottani alkalmazásokra való.

A matematikatudás alkalmazásának mérése során egy másik szempontú 
kihívást jelent a matematika és más iskolai tantárgyak kapcsolata. A kap-
csolat távolról sem csupán egyirányú, azaz nem kizárólag a matematikának 
más tantárgyakban játszott szerepéről és alkalmazásáról van szó, hanem a 
más tantárgyak tartalmai is lehetőséget nyújtanak arra, hogy a matematikai 
tudás elmélyüljön és több kontextusban alkalmazhatóvá váljék. A kontex-
tusokon átívelő tudásalalmazás leírására gyakran a tudástranszfer kifejezést 
használjuk (ld. Molnár, 2002).

Sem az alaptantervben, sem az új tankönyvekben nincs koherens, dek-
larált kapcsolat az iskolai tantárgyak tartalmai között, így a matematikai 
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tudás alkalmazásának szempontjából a NAT kulcskompetenciáit és kiemelt 
fejlesztési feladatait célszerű fi gyelembe venni.

A következő feladat a környezetvédelem témájában született, és több 
tantárgyban előforduló szakkifejezések lelhetők fel benne.

Grafi ka: MTI                                                                                                          Forrás: ng.hu

2012 végére a csomagolási hulladék 60 százalékát kell hasznosítani. 
Melyik évben sikerült már eleget tenni ennek az előírásnak?

A baleset-megelőzés egy másik olyan terület, amely több iskolai tan-
tárgy fogalmait integrálja, és a tudásalkalmazás területei között jelentősége 
megkérdőjelezhetetlen (A1. feladat). 



111

A matematikai tudás alkalmazásának diagnosztikus értékelése

A1. feladat

Kiegészítő feladat lehet, hogy készítsenek a szöveg alapján további ál-
lításokat, és döntsék el, igazak vagy hamisak. A téma kapcsán érdemes a 
kerékpározás időszerű kérdéseit is megvitatni.
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3.1. Az 1–2. évfolyam részletes értékelési keretei

3.1.1. Számok, műveletek, algebra

Kisiskoláskorban a szöveges feladatoknak kettős szerepük van. Egyrészt 
megjelennek a műveletek értelmezésénél, másrészt a problémamegoldó gon-
dolkodás fejlesztésében. Mindkét esetben jellemző, hogy a szöveg a hétköz-
napi élet tapasztalatait vagy a gyermeki fantáziavilág jelenségeit fogalmazza 
meg, lehetővé téve ezzel a gyerekek számára a történet elképzelését, illetve 
modellezését. Kezdetben 1–2. osztályban még nem várhatjuk el a szöveges 
feladatok megoldási menetének tudatos alkalmazását, szükséges a tanítói se-
gítségnyújtás javaslatokkal, egyszerű kérdések megfogalmazásával. 

A szöveges feladatok kezdetben tevékenységeket, történéseket kísérő 
megfogalmazások, amelyek eljátszása, illetve utánzása vezet el a megol-
dáshoz. A feladatok attól válnak realisztikussá, hogy a feladatmegoldás 
során aktív szerephez jutnak a hétköznapi tapasztalatok, a memóriában el-
raktározott vizuális és egyéb képzetek, és ezeket fölhasználva alkot a tanuló 
egy matematikai modellt a feladatmegoldás folyamán. 

Az A2. feladatban a memóriában remélhetőleg megbízhatóan elraktá-
rozott mennyisége előhívása és a mennyiségek sorrendbe állítása a feladat.

A2. feladat

Ugyanaz a feladat szöveges rutinfeladat lehet magasabb iskolai évfolya-
mon, és realisztikus feladatnak minősülhet alacsonyabb évfolyamokon. Az 
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A3. feladat az 1−2. osztályos tanulók többsége számára feltételezhetően a 
realisztikus kategóriába esik, míg több felsőbb évfolyamos tanuló számára 
egyszerű rutinfeladat.

A3. feladat

Segíti a szöveg értelmezését, ha a szöveg egy adott képről vagy kiala-
kult helyzetről szól. A képről alkotott szöveg mintául is szolgálhat a fordí-
tott irányú tevékenységekhez, amelyekben a gyerekek feladata a szöveghez 
illő képalkotás. A feladatok realisztikus jellegét adhatja a tanulók – képhez 
kapcsolódó – élményeinek megfogalmaztatása, olyan kérdések alkotása, 
amelyek a kép alapján megválaszolhatók (A4. és A5 feladat).

A szöveges feladatok számfeladatokra, illetve nyitott mondatokra for-
dítását jó, ha megelőzi a változásokat jól szemléltető képpárral való meg-
jelenítés. A képpárról való olvasás, a szöveg és a képpár összekapcsolása 
jelzi az adott és a hiányzó adat közti kapcsolat felismerését. A valóságos 
szituációkat idéző képpárok valóságtartalmú feladatok alkotását teszik le-
hetővé. Az elmeséléssel, illetve elmondással adott szöveges feladat realisz-
tikussá válik a gyerekek számára, ha megjeleníthető tárgyi tevékenységgel 
vagy rajzzal (A6. feladat). Az eszközök és a rajzok kezdetben tárgyhűek, 
azt szemléltetik, amiről a történet szól. Később elvárható egyszerűbb raj-
zok, absztraktabb ábrák értelmezése is. Ez a folyamat egyúttal azt is jelzi, 
ahogyan egy autentikus, tevékenykedtető feladat rutinszerűen megoldható 
szöveges feladattá válik a fejlődés során.
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A4. feladat

A5. feladat
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A6. feladat

Két további példa (A7. és A8. feladat) a gyermeki tapasztalatokra építő, 
realisztikus feladatok jellegzetes témáit illusztrálja.

Számos, egymástól jelentősen különböző mentális modell alkotható az 
A8. feladathoz, beleértve a mentális számegyenest, a naptár rajzolását. Az 
A9. feladat újabb tipikus feladattémára, a bevásárlásra épül, és egyúttal jel-
zi a viszonylag ritkán használt alternatív választásos feladattípus felhaszná-
lásának lehetőségét.

A7. feladat

Legördülő lista szövege: 9 / 12 / 17 / 14



116

Ambrus Gabriella, Csíkos Csaba, Makara Ágnes, Szitányi Judit és Zsinkó Erzsébet 

A8. feladat

A fenti tevékenységek készítik elő a szöveges feladatok matematikai 
modellhez való kapcsolását. A szöveggel megfogalmazott összefüggés szá-
mokkal, jelekkel és műveletekkel fejezzük ki, kezdetben közös tevékeny-
séggel. A közös modellalkotást követheti az önálló tevékenység, melynek 
során várjuk az egyszerű szöveges feladat összekapcsolását számfeladattal, 
illetve nyitott mondattal.

A9. feladat

Legördülő lista szövege: Igaz. / Hamis.
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Az A10. feladatból megalkotható egyszerűbb feladatban magának a szö-
veges feladatnak a megoldását várjuk el a tanulóktól. Az itt bemutatott vál-
tozat azonban magasabb szintű gondolkodási folyamatokat mér.

A10. feladat

A feladatok szövege és a feladatmegoldáshoz kapcsolódó műveletkije-
lölés közötti kétirányú kapcsolatok felismerését és megalkotását segítik elő 
azok a feladatok, amelyek szöveg és számfeladat vagy nyitott mondat páro-
sítását igénylik, és tartalmaznak olyan matematikai modellt, amelyik egyet-
len szöveges feladathoz sem illik. Ekkor kérhetjük a kimaradt számfeladatról 
vagy nyitott mondatról szöveg alkotását. Várhatjuk és igényelhetjük, hogy a 
szóban megfogalmazott szöveges feladatok valóságos adatokat tartalmazza-
nak, kapcsolódjanak a gyerekek mindennapjaihoz vagy átélt élményeihez.

A fenti tevékenységek előkészítik a szöveges feladatok megoldási lépé-
seinek tudatosítását. A köznyelven megfogalmazott szöveges feladatok in-
formációiból a jól kigyűjtött és lejegyzett adatok, a köztük lévő kapcsola-
tok ábrázolása vagy megjelenítése tevékenységgel, a kérdésre adható válasz 
helyes becslése jelzi a megoldáshoz vezető matematikai modellt. A modell 
megalkotása a problémamegoldás legnehezebb lépése. A modellen belüli 
megoldást követi a megtalált megoldás eredeti problémára vonatkoztatása. 
Azáltal, hogy a gyerekek a talált megoldást összevetik a szövegben olvasott 
adatokkal, az előzetes becsléssel és a valósággal, megítélik a megoldás reali-
tását is is (A11. feladat). 
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A11. feladat

Kisiskoláskorban a gyerekek a számokkal valóságos problémafelveté-
sek során ismerkednek. Megfi gyeléseket, összehasonlításokat és méréseket 
végeznek. Felismerik tárgyak, személyek, dolgok érzékelhető tulajdonsá-
gait, válogatják azokat közös és eltérő tulajdonságaik alapján. Tevékenysé-
geik közben tapasztalatokat szereznek a számok tulajdonságairól, kapcso-
lataikról. Például lépcsőjárás közben szerzett tapasztalataik alapján válnak 
képessé az A12. feladat megoldására.

Az autentikus problémafelvetések a tanulókat valódi, életszerű problé-
mahelyzetek elé állítják. Ennek során olyan témák feldolgozására kerül sor, 
amelyekhez a tanulóknak személyes, a valóságban átélt élményeik fűződ-
hetnek. Előidézünk olyan újszerű helyzeteket is, amelyek mások elmesélt 
történetei alapján válnak a gyerekek számára hitelessé (A13. feladat). A fel-
vetett problémáknak – mint a valóságban – gyakran több lehetséges meg-
oldásuk van. A megoldás többnyire függ attól, hogy milyen feltételek befo-
lyásolják a történést, és ezek közül adott szituációban melyik érvényesül. 

A gyerekek napi tevékenysége, a környezetük és a természet bőven kí-
nál lehetőséget autentikus szöveges feladatok felvetésére a kisiskolások 
számára. Gyűjthetnek adatokat a napi tevékenységeikről (például: mikor 
kelnek? Mikor fekszenek? Járnak-e különórákra? Mennyit sportolnak?), 
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Legördülő lista szövege:   4 / 6 / 8 / 10 / 12 / 14 / 16
   4 / 5 / 6 / 7 / 8 / 9 / 10

rendezhetik az összegyűjtött adatokat, összehasonlíthatják, kérdéseket fo-
galmazhatnak meg, és megválaszolhatják azokat. Mi is felvethetünk olyan 
kérdéseket, amelyek megválaszolása adatkiegészítést igényel. A pótolható 
adat beszerzését rábízhatjuk a tanulókra, de felkínálhatunk lehetőségeket, 
tehetünk ezekre javaslatokat.

A12. feladat

A13. feladat
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3.1.2. Relációk, függvények

Ahogyan a többi matematikai tartalmi területnél, a relációk és függvények 
területén is a realisztikusság kritériuma egy feladat esetében, hogy a tanuló 
számára elképzelhető (legtöbbször a hétköznapi tapasztalatokban gyökere-
ző) legyen a feladat tartalma. Az 1.2.2. pontban említett követelmény- és 
feladattípusok esetében a matematikai és más szimbólumok felől a hétköz-
napi tárgyak és relációk felé mozdulva fogalmazhatunk meg realisztikus 
szöveges feladatokat.

Alapvető jellemzője a témakör realisztikus feladatainak, hogy a gondol-
kodási képességek közül elsősorban az induktív és korrelatív gondolkodás 
működését mozdítják elő. A hétköznapokban megfi gyelt vagy a fantáziavi-
lágban működő összefüggések véges sok eset alapján születnek meg, majd 
az indukált szabály vagy összefüggés elvileg a jelenségvilág végtelenül 
széles körére érvényes. Az autentikus feladathoz képest a különbség abban 
ragadható meg, hogy a feladat irányítja az összefüggés- és szabálykeresést, 
és nem várjuk el, hogy a tanuló kezdeményezze azt.

A sorozatokkal kapcsolatos realisztikus feladatokban a feladat formai 
jellemzői megmaradnak, a tartalom viszont úgy módosul, hogy a horizontá-
lis matematizálásban a valóságos tapasztalatok vagy a belső gondolatvilág 
jelenségeiből indul a gondolkodás, és a tanuló ezekhez keres megfelelő ma-
tematikai modellt. A sorozatok esetében például az A14. feladatban látható 
tartalmak tekinthetők realisztikusnak a legtöbb tanuló számára:

A14. feladat
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A témakör másik nagyobb részterületén, az adatpárok közötti össze-
függésekben is megfi gyelhető, hogy változatlan feladatformátum mel-
lett a feladat tartalmának alakításával válik lehetővé a mentális matema-
tikai modellek építése. Az A16. feladat megoldásához arra van szükség, 
hogy a tanuló elképzelje a bennük szereplő dolgokat, és kialakítson egy 
matematikai modellt, amely a konkrét feladat esetében használható. A 
rokonsági viszonyok esetén a családfarajz vagy bármilyen fagráf szol-
gálhat matematikai modellként. Az állatok lakóhelyének vizuális kép-
zeteit analógiás kapcsolat szöveges megfogalmazása révén tudjuk föl-
használni a megoldásban.

Az autentikus feladatok legfontosabb általános jellemzője, hogy olyan 
feladathelyzet valósul meg, amely a tanulói tevékenységekhez kapcsolódik, 
és amelyben a tanuló kezdeményezőként léphet föl. Számos esetben egy-
fajta „fordított feladatkitűzés” fi gyelhető meg, vagyis a feladat lényege az, 
hogy egy adott problématérben a tanulónak magának kell megalkotnia egy 
feladatot, vagy elemeznie kell, hogy milyen feltételek mellett jön létre egy 
matematikai értelemben vett feladat (A15. feladat). 

A15. feladat

A sorozatok esetében az alapelv az lehet, hogy valamilyen problématér-
ben (fogalomrendszerben) a tanulók vegyenek észre mintázatokat, szabály-
szerűségeket, és fogalmazzák meg az összefüggést (A17. feladat).
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A16. feladat

A17. feladat

A sajátos nevelési igényű tanulók számára az autentikus feladathely-
zetekben explicit irányítás szükséges, mert enélkül a feladat kontextusa és 
gyakori intranszparenciája nehézzé teszi számukra a jelenségek matemati-
kai jellemzőire való összpontosítást.

A sorozatok esetében az autentikus feladatban egy körülhatárolt problé-
matérben arra biztatjuk a tanulókat, hogy ők maguk keressenek valamilyen 
szempont szerint fölépülő sorozatokat. Két ilyen példában először a tanu-
lók neve, majd a százas számkör természetes számai szerepelnek kiinduló 
halmazként.
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Írjátok föl a táblára az osztályban előforduló utóneveket! Hogyan lehet-
ne sorba rendezni ezeket? Írjátok le a sorba rendezett neveket!

A megoldás nagyon sokféle lehet. Kézenfekvőnek tűnik az ábécésor-
rend, de elképzelhető a név hosszúsága mint szempont vagy akár olyan 
kifi nomult ötlet is, mint a nevek tulajdonosainak születési dátum szerinti 
sorrendje. Valamennyi esetben előfordulhat, hogy nem lesz szigorú érte-
lemben monoton a nevek sorrendje. Ilyenkor célszerű az egyébként várha-
tóan monoton sorrendbe rendezett neveknél az egyenlőségrelációt az egy-
más alá írás módszerével jelölni.

Hogyan lehetne sorba rendezni a 12 hónapot? Találjatok ki minél több-
féle sorrendet!

Az adatpárok közötti kapcsolatok esetében is követhető eljárás, hogy fel-
vázolunk egy kétdimenziós adatsokaságot, és a tanulók elsődleges feladata 
megtalálni néhány szempontot, amely alapján egyes dolgok összetartoznak. 
Fontos, hogy olyan kiinduló problématerünk legyen, amely természetes és 
releváns a tanulók számára. Ilyen problématerek például: iskolai órarend, 
étkezéssel kapcsolatos fogalmak, rokoni kapcsolatok, öltözködés, ünnepek.

Milyen szabály szerint töltöttük ki a táblázatot? Folytasd a táblázat ki-
töltését a szabály szerint!

matematika olvasás ének testnevelés
4 4 2 2

Lehetséges, hogy a heti óraszám szerepel a táblázatban, de lehetséges, 
hogy valakinek az osztályzatai, vagy éppen az, hogy mennyire szereti eze-
ket a tantárgyakat. Az ilyen típusú feladatok elsősorban az órai, fejlesztő 
értékelés eszközei, és diagnosztikus értékelésre azzal a megkötéssel alkal-
mazhatók, hogy nagyon szerteágazó, sok opciót megengedő javítókulcsra 
van szükség.
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3.1.3. Geometria

A geometria területe – a témakör jellemzőinél fogva – kiválóan alkalmas 
a hétköznapi életből ismert jelenségek matematikai modellezésére. A geo-
metria elsősorban a vizuálisan is megjeleníthető alakzatok matematikai 
jellemzőivel foglalkozik, és ebből adódóan kiválóan alkalmas a vizuális 
képzetek és a matematikai fogalomrendszer koherens összekapcsolására. 
A négy részterület közül most elsőként a tájékozódás területével foglalko-
zunk, jelezve ezzel azt is, hogy mennyi kézenfekvő lehetőséget jelent ez a 
terület realisztikus szöveges alkalmazására.

Tájékozódás
Az első évfolyam feladata a tér- és síkbeli tájékozódóképesség alapozása 
érzékszervi megfi gyelések segítségével, irányok, irányváltoztatások köve-
tése mozgással, a helymeghatározásra tanult kifejezések (pl. alatt, fölött, 
mellett, között, jobb, bal) értése, használata. Második évfolyamon elvárás 
a saját mozgást leíró információk megfogalmazása, útvonalak valódi és te-
repasztalon való bejárása, tudatosítása, bejárt útvonal elmondása, megadott 
helyek elérése, útvonalak fordított irányú bejárása, az irányváltoztatás ha-
tása. Az első évfolyam elvárásaihoz képest egy jelentős nehezítés a síkban 
két adattal jellemzett helyek megkeresése (irány, távolság, szomszédosság).

Valós szituációt, a tanulók számára is releváns helyzetet tükröz az olyan 
feladat, amelyben szóbeli vagy írásos információt kell megérteni, irányokat 
és irányváltoztatásokat kell követni. A megoldás lehet manipulatív vagy 
képi szintű. Papír-ceruza és számítógépes tesztelés esetén is nyilvánvalóan 
a képi szintű feladatkitűzés lehetséges.

A tanteremben elrejtettünk egy kincses dobozkát. Megtalálod, csak 
kövesd az utasításokat! 

 A tanterem ajtajától indulj!
Állj szemben az ablakkal!
Lépj előre 3 lépést!
Fordulj balra!
Lépj 2 lépést!
Fordulj jobbra!
Lépj 2 lépést előre!
A bal lábadnál van a kincses dobozka.
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Párban dolgozzatok! Mondd el a párodnak azt az útvonalat, amely ott-
honról az iskolába vezet! Készíts térképvázlatot! Rajzolj a térképre né-
hány nevezetes helyet! Párod jelölje a térképen az általad elmondott 
útvonalat! Ellenőrizd a munkáját!

Az online jegyvásárlás ugyan nem feltétlenül valós élménye ennek a 
korosztálynak, ám a tájékozódás geometriai területen elvárt tudáselemei-
hez mégis jól kapcsolható ez az általuk elképzelhető feladatkontextus (A18. 
feladat).

A18. feladat

Konstruálások
1. évfolyamon megkezdődik, majd 2. évfolyamon folytatódik az alakzatok 
összehasonlítása (azonosítás, megkülönböztetés, formafelismerés összkép 
és egy-egy kiemelt geometriai tulajdonság alapján) a megfi gyelési képes-
ség fejlesztésére; a rész és egész felismerése, a megfi gyelések kifejezése 
válogatással, megfogalmazása saját kifejezésekkel, megkezdett válogatás 
folytatása szavakkal kifejezett tulajdonság, kapcsolat értelmezése alapján. 
A tanulók képessé válnak a szavakkal kifejezett tulajdonság, kapcsolat ér-
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telmezésére a válogatás folytatásával. Követelmény a sík- és térbeli alakza-
tok szétválogatása tulajdonságok alapján és azok osztályba sorolása – ma-
nipulatív és képi szinten, szöveges magyarázattal kísérve.

A tanulók képesek geometriai testeket építeni először szabadon, majd 
modell alapján. Képesek síkidomok előállítására tevékenységgel: moza-
ikkal, papírhajtogatással, szívószálak fűzésével, szabadkézi rajzolással, 
később a második évfolyamon ennek folytatásaként derékszög, téglalap, 
négyzet hajtogatása papírból, másolás átlátszó papírral, rajzolás négyzet-
hálón, egyéb hálókon. Itt már elvárás a megadott egyszerű feltétel szerinti 
alkotás, illetve az alkotások összegyűjtése, azonosítása, megkülönböztetése 
(sokszögek néhány tulajdonságának megismerése, megnevezése: csúcsok, 
oldalak száma; oldalak egyenlősége; konvexség). Mindezek a tevékenysé-
gek és követelmények alkalmasak az alkotóképesség, kreativitás, a rendsze-
rezés és a kombinativitás fejlesztésére. Az adott tulajdonságú építmények, 
síkbeli alkotások létrehozása, a tulajdonság ellenőrzése segíti a deduktív 
és az induktív következtetés fejlesztését. Az A19. feladat egy példa síkbe-
li alakzatok tevékenységgel való szétválogatására, osztályba sorolására a 
megfi gyelt geometriai tulajdonságok alapján:

A19. feladat
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A20. feladat

Transzformációk 
Már óvodáskorban megkezdődik a tapasztalatszerzés síktükörrel, a síkido-
mok, testek szimmetriájának felfedezése, majd folytatásként az 1–2. évfo-
lyamon tükrös alakzatok és egyszerű tükörkép előállítása mozgással, kira-
kással, nyírással, másolópapír segítségével, átfordítással, illetve tengelyes 
tükrösség ellenőrzése összehajtással és a síktükör használatával (A20. fel-
adat). A témakörben ismét előtérbe kerül a megfi gyelés (azonosítás, meg-
különböztetés). 

Mérés
Az 1–2. évfolyamon a számfogalom alakításához kapcsolva jelennek meg 
a mérések. Ennek kapcsán az összehasonlító-, megkülönböztetőképesség, a 
becslés, az összefüggések megfi gyelése, felismerése, rendezése kap fősze-
repet: 1. osztálytól a különféle mennyiségek összehasonlítása, összeméré-
se, kapcsolódó gyakorlati problémák megoldása. Ezt követően a 2. évfo-
lyamon szabványegységek (m, dm, cm, kg, dkg; l, dl; óra, perc, nap, hét, 
hónap, év) gyakorlati megismerése, elnevezésük és jelük használata válik 
követelménnyé. 
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A különböző mértékegységek közötti relációk felismerésének megala-
pozása fontos feladat a mérés témakörben. Ennek a követelmények a méré-
sére mutatjuk az A21. feladatot.

A21. feladat

A tanulóknak meg kell fi gyelniük a kapcsolatokat mennyiségek, mér-
tékegységek és mérőszámok között. A mérési tapasztalataikat felhasználják 
becslésekben, megfogalmazzák saját szavaikkal (A22. feladat).

A22. feladat

Legördülő lista szövege: < / > / =
 

Legördülő lista szövege: < /  > / = 
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A23. feladat

A realisztikus feladatok részhalmazát jelentő autentikus feladatok geometriai 
megvalósításának egyik kiváló lehetősége az aktív, tudatos tanulói tevékenységre 
alapozott csoportos és egyéni projektmunka. Az autentikus mérési feladatok egyik 
csoportjában becslést kell adniuk a tanulóknak olyan helyzetekben, amelyek szá-
mukra relevánsak (A23. feladat). Ugyancsak ide tartoznak az alkalmi egységgel 
végzett mérések (A24. feladat), a standard mértékegységek felhasználása − fel-
téve, hogy a feladat a tanulók számára nemcsak realisztikus, hanem releváns is. 

A24. feladat

Legördülő lista szövege: < /  > /  = 
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3.1.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A kombinatív gondolkodást és a valószínűségi szemléletet az iskolában 
legtöbbször játékok vagy játékos kísérletek keretében alapozzuk. A gyerek 
a játék során szerzett tapasztalatait építheti be feladatmegoldásaiba (A25. 
feladat).

Alsóbb évfolyamokon a kombinatív gondolkodás és a valószínűségi 
szemlélet alakítása során olyan problémákat vethetünk fel, amelyek nem 
kizárólagosan e témakörbe tartoznak. Tévedés lenne azt gondolni, hogy 
amennyiben a tanóra kiemelt célja a valószínűségi szemlélet fejlesztése, 
akkor egész órán kizárólag dobókockákat dobálunk, pénzérméket csör-
getünk vagy egy zsákból színes golyókat húzunk. A tanórákon megvaló-
sulhat a valószínűségi szemlélet fejlesztése úgy is, hogy olyan problémá-
kat vetünk fel, amelyek matematika más területeit is érintik, vagy éppen 
azok a hangsúlyosak.

Egy 0–99 számtáblázatra kell bekötött szemmel bökni. A játék előtt 
tippelni kell, hogy a szám felírható-e két 10-nél kisebb szám szorzataként. 
(Az 1 most nem szerepelhet.)
Ez a játék például a szorzótáblák gyakorlásakor kerülhet elő. Mivel 

ezt megelőzően hosszú ideig tanulták a szorzótáblákat – 100 esetet külön-
külön –, igen nagy eséllyel gondolhatják, hogy több olyan szám van a 
táblázatban, amely szerepel a kisegyszeregyben, mint ami nem.
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A25. feladat

Hogy számba tudják venni, melyek azok a számok, amelyek felírhatók két 
10-nél kisebb szám szorzataként, például öntapadós lapokkal leragasztják a 
sárgával jelölt mezőket. 

Meglepő lehet, hogy milyen kevés eset szerepel a kisegyszeregyben, 
ezért nem túl nagy az esélye, hogy a kívánt számra bökünk (100-ból csak 
36 esetben bökünk olyan számra, amit olyan szorzatként tudunk felírni, 
amelyben minkét szám nagyobb 1-nél). Ebben a játékban a szorzás 
kommutativitásáról szerezhetnek tapasztalatot, és emellett kereshetik 
azokat a számokat, amelyeket többféleképpen is felírhatnak szorzatként. A 
valószínűségi szemléletük módosulhat a megfi gyelés révén: ami többször, 
többféleképpen fordul elő, az valószínűbb. Az A26. feladat az előző 
feladatötlet eDia változatát szemlélteti.
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0 1 2 3 2 x 2 5 2 x 3 7 2 x 4 3 x 3

2 x 5 11 6 x 2 13 7 x 2 3 x 5 4 x 4 17 3 x 6 19

10 x 2 3 x 7 22 23 3 x 8 5 x 5 26 3 x 9 4 x 7 29

10 x 3 31 4 x 8 33 34 7 x 5 6 x 6 37 38 39

4 x 10 41 6 x 7 43 44 9 x 5 46 47 6 x 8 7 x 7

5 x 10 51 52 53 9 x 6 55 7 x 8 57 58 59

6 x 10 61 62 9 x 7 8 x 8 65 66 67 68 69

7 x 10 71 9 x 8 73 74 75 76 77 78 79

8 x 10 9 x 9 82 83 84 85 86 87 88 89

9 x 10 91 92 93 94 95 96 97 98 99

A26. feladat

Később ugyanezt a tevékenységet ismétlik, de most olyan számokat 
keresnek, amelyeket szorzatként fel tudnak írni. (Például 33 = 11 x 3) Így 
már jóval nagyobb lehet az esélye, hogy olyan számra bökünk, amelyet fel 
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tudunk írni szorzatként. Egy ilyen játék keretén belül nyílhat az első lehetőség 
arra, hogy a prímszámokról is tapasztalatot szerezzenek. Nem a tanár veti 
fel a témát, hanem a gyerek erős késztetést kap arra, hogy a végére járjon 
a problémának. Az összetett számok módszeres keresése pedig a prímek 
kiszűrésére vonatkozó eljárások alapja lehet (például Eratoszthenész szitája).

Az indoklás alapján következtethetünk a gyerek valószínűségi 
szemléletének fejlettségére. A válasz alapján kiderül, hogy érzi-e azt a 
tényt, hogy ami többféleképpen fordulhat elő, az valószínűbb.

3.2. A 3–4. évfolyam részletes értékelési keretei

3.2.1. Számok, műveletek, algebra

A matematikai gondolkodás fejlesztésének kiemelt területe a matemati-
kai tudás gyakorlati alkalmazása. A matematikatanításnak az is feladata, 
hogy láttassa a tárgy más tudományágakban és a hétköznapokban betöltött 
nélkülözhetetlen szerepét. Más tantárgyak témáiból és a gyakorlati életből 
választott példák igazolják a gyerekek számára a matematika hasznossá-
gát. Változatos problémafelvetésekkel kelthetjük fel a tanulók érdeklődését 
és kíváncsiságát a matematika iránt. Ezért a problémafelvetések témáinak 
megválasztása körültekintést igényel. A problémamegoldás nehézségét 
nem csak a matematikai tartalom befolyásolja. Azonos matematikai tartal-
mú feladatok különböző nehézségűek lehetnek a gyerekek számára, ha más 
szövegkörnyezetben tárjuk őket a gyerekek elé. Ezért a probléma megol-
dásának elemzésénél fi gyelmet kell fordítanunk arra is, hogy mi okozta a 
tanuló számára a nehézséget. A választott modell, a tanuló által készített 
rajz informálhat a megértésről, a szövegben megfogalmazott összefüggés 
felismeréséről vagy félreértéséről. A problémák megoldását segíthetjük 
vagy éppen nehezíthetjük azzal is, ha javaslatot teszünk vagy felszólítunk 
valamilyen modell használatára. Ekkor nemcsak a megértést, hanem a ki-
választott modellel való problémamegoldást is ellenőrizni kívánjuk. A si-
keres problémamegoldást választható vagy adott modell alkalmazásával 
akkor várhatjuk el a tanulóktól, ha erre elegendő fi gyelmet fordítottunk a 
problémák változatos megoldásával, azok összehasonlításával, a választott 
megoldási mód előnyeinek vagy hátrányainak megbeszélésével. Az A27. 
feladat többféle matematikai modell alkalmazásával megoldható.
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A vizuális megjelenítés segíti a megértést, a kapcsolatok és az össze-
függések feltárását, amelyek nélkülözhetetlenek a problémamegoldásnál. 
Ezért fontos feladat a tanulók modellalkotó képességének fejlesztése. Kü-
lönféle modellek segíthetik az összefüggések felismerését, pl. tárgyi tevé-
kenységgel való megjelenítés, reláció, rajzos modell, nyitott mondat, táb-
lázat, szakaszokkal való ábrázolás, számegyenes lehet a támogató eszköz. 

Az első feladat megoldása kézenfekvő játékpénzzel való kirakással. Példá-
ul lerajzolnak a gyerekek egy nárciszt és egy tulipánt, és a rajzokra helyezik a 
megfelelő összeget. Ezt addig csinálják, amíg eljutnak a 420 Ft kirakásához. 

Az absztrakcióra könnyebben képes gyerekek táblázattal is meg tudják 
oldani a feladatot. Például ilyen táblázatot készíthetnek:

A tulipánok és a nárciszok száma 1-1 2-2 3-3
A nárcisz ára 60 Ft 120 Ft 180 Ft
A tulipán ára 80 Ft 160 Ft 240 Ft
Fizetendő összeg 140 Ft 280 Ft 420 Ft

Az alkalmazott megoldási folyamatban két ismert adatból kiindulva, 
szisztematikus próbálkozással jutottunk el a feladatban adott összeghez, 
egyenletesen növelve a fi zetendő összeget. Közben kiszámoltunk olyan 
adatokat is, amelyek az eredeti probléma megválaszolásához nem szük-
ségesek. A kialakult táblázatban felismerhetők az egyenletesen növekvő 
sorozatok, amelyek folytatásával kiszámított adatok új információt szol-
gáltatnak.

A27. feladat
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Például: 
–  Mire ad választ a táblázat 2. sorának 6. oszlopában található érték?
–  Mit tudhatunk meg az utolsó sor 8. oszlopában található adatból?
–  Mit jelent a 2. sor 3. oszlopában és a 3. sor 2. oszlopában található 

számok összege?

Az eredeti probléma megoldásához választhatnak a gyerekek nyitott 
mondatot is. Így gondolkodhatnak: 1 szál nárcisz és 1 szál tulipán összesen 
60 + 80 = 140 forintba kerül. Azt nem tudjuk, hogy hány szálat veszünk, 
ezért ezt jelöljük így: 

Annyiszor fi zetünk 140 Ft-ot, ahány szál tulipánt és nárciszt kérünk, és 
ez 420 forintba kerül. Ezt így írhatjuk le művelettel: 140 x  = 420

A nyitott mondat megoldását becsléssel, a becslés kipróbálásával, majd 
korrekciójával kereshetik, például ilyen lépésekben:

A 140 százasokra kerekített értéke 100, a 420-é 400. A 100-at 4-szer kell 
venni, hogy 400 legyen. A kipróbálás azt mutatja, hogy 140 x 4  >  420, 
ezért a 4-nél kisebb számmal kell próbálkoznunk. A 3-at kipróbálva, azt 
találjuk, hogy igaz az egyenlőség 140 x 3 = 420.

Ebben a megoldásban célirányosan a kérdés megválaszolására töreked-
tünk. Nem kaptunk más információt, nem tudunk új kérdéseket megfogal-
mazni, amelyekre a választ könnyedén megtalálhatnánk. Minden új kér-
déshez új nyitott mondat felírására és megoldására van szükség. Az A28. 
feladat többféle matematikai modell segítségével megoldható.

A28. feladat



136

Ambrus Gabriella, Csíkos Csaba, Makara Ágnes, Szitányi Judit és Zsinkó Erzsébet 

Az A28. feladathoz jól illik a rajz és a számfeladat vagy a nyitott mon-
dat. Természetesen egyszerűsített rajzot várunk a gyerekektől, a legszüksé-
gesebb adatok feltüntetésével. Például:

6 lakás 8 lakás

Többféleképpen gondolkodhatnak. Például: A 420 lakásból ebben a ház-
ban összesen 140 lakás van, a lépcsőház bal oldalán 60, a jobb oldalán 80. 
A többi lakás (420 – 140 = 280) a többi házban van. A második házban is 
140 lakás van, a többi lakás a harmadik házban található: 280 – 140 = 140.

Ebben a megoldásban az ismert adatokból kiindulva haladtunk a megol-
dás felé. Az egyes lépésekben arra kaptunk választ, hogy hány lakás lenne a 
lakótelepen, ha 1-gyel, illetve 2-vel kevesebb házat építettek volna.

Ugyancsak az összes lakásszámból kiindulva jutnak a megoldáshoz a 
következő lépéssorozatban: ha mindegyik ház 10 emeletes, és minden szin-
ten ugyanannyi lakás van, akkor egy szinten ennek tizedrésze, azaz: 420 
/ 10 = 42 lakás van. Mindegyik házban 6 + 8 = 14 lakás van egy szinten, 
ezért annyi ház van, ahányszor a 42-ben megvan a 14. A 42 : 14 = 3 jelenti 
a házak számát. Itt két számfeladattal jutottunk a megoldáshoz, és közben 
egyetlen plusz információt szerezhettünk, azt, hogy szintenként 42 lakás 
van a lakótelepen.

Ennek a feladatnak a megoldásánál is alkalmazhatják a gyerekek a nyi-
tott mondatot: egy házban egy szinten 6+8 lakás, tíz szinten 10-szer annyi, 
azaz (6 + 8) x 10 = 140 lakás van. Jelöljük a házak számát -vel.  házban 
-szer 140, azaz 140 x  = 420 lakás van.

Az A29. feladatban is többféle manipulatív és képi szintű modell fel-
használását előhívhatja.

Az A29. feladat megismerését természetesen követi annak megbeszélé-
se, hogy vajon az egyik irányba miért hosszabb az utazási idő, mint a másik 
irányba. A felvetett kérdésre a gyerekek tapasztalataik alapján kereshetnek 
választ. 
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Például:
– Hosszabb úton megy a busz Y-ból X-be.
– Sok az emelkedő, amikor Y-ból X felé halad a busz.
–  Egyik irányba gyorsjáratként közlekedik a busz, a másik irányba több 

helyen megáll.
–  Egyik irányba autópályán halad, a másik irányba autóúton.

A29. feladat

A történést egy időszalaggal lehet szemléletessé tenni, amelyen pl. 20 
percenként látható a 7 óra beosztása. Ezen jelölhetik a gyerekek az eltelt 
időt. Például:

Ez az ábra is alkalmas új információk megadására. A gyerekek maguk 
is feltehetnek és megválaszolhatnak kérdéseket. Például ilyen kérdésekre 
számíthatunk:

– Hol volt a buszvezető 200 perc vezetés után?
– Hol volt a buszvezető, amikor ezt mondta: „Ma már 3 órát vezettem”?
– Mennyi időt vezetett már, amikor az Y városból indult X városba?
– A nap folyamán mikor lehetett alkalma a buszvezetőnek pihenni?

1. út 2. út 3. út
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A fenti ábra jól tükrözi azokat a matematikai modelleket, amelyek a való-
ságtartalmú probléma megoldásának segédeszközei lehetnek. A nyilakról egy 
váltakozó különbségű sorozat olvasható le: 60, 140, 200, 280, 340, 420…

A kapcsos zárójel két nyilat fog össze, és szemlélteti a két nyíl helyett 
egy nyíl típusú feladatok matematikai tartalmát. Ezek alapján egyenletesen 
növekvő sorozat tagjait olvashatjuk le: 140, 280, 420… Ezeknek a számok-
nak az ad értelmet, hogy a feladatra vonatkoztatjuk őket, elmondjuk, hogy 
melyik szám miről informál bennünket.

Az időszalag jól tükrözi a folyamatosságot, segítségével adott időpont-
ban a buszvezető tartózkodási helyéről is lehet közelítő képet alkotni.

Az A30. feladat annak lehetőségét villantja föl, hogy manipulatív szin-
ten, kézbe vehető eszközök segítségével modellezzék a tanulók a feladat 
matematikai tartalmát.

A30. feladat

A feladathoz jól illik egy 42 cm-es papírcsík és a színesrúd-készlet lila 
és bordó rúdjai. Ezekkel az óránként megtett utakat jelölhetik a gyerekek.

Milyen információ leolvasására nyújt ez a kirakás lehetőséget? 
Gondolatban követik a gyerekek az autók útját.
Elképzelik, hogy 1 óra elteltével melyik autó mekkora utat tett meg, ép-

pen hová jutott, és jól látják, hogy még mekkora út van a két autó között. A 
420 – 60 – 80 vagy a 420 – (60 + 80) számfeladatok mindegyikére értelmes 
magyarázatot találhatnak.
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Azt is könnyedén leolvashatják erről a képről, hogy a teljes útból melyik 
autónak mennyi van hátra. Még olyan kérdésre is megtalálhatják a választ, 
hogy vajon hol jártak az autók fél órával ezelőtt.

Ha az autókkal a teljes utat bejárják, ismét sok információhoz juthatnak.

Egyrészt láthatják, hogy találkozás után hogyan távolodnak az autók 
egymástól. Jól látszik, hogy az A városból induló autó 7 óra alatt teszi meg 
a teljes utat, míg a B városból indulónak 5 óránál kicsivel kell csak több 
idő. Az ügyesebb gyerekek azt is kiszámolhatják, hogy pontosan mennyi 
idő alatt jut el az autó a B városból A-ba.

Az utolsó két feladat mennyiségi adatokat tartalmaz, ezek megoldása 
többnyire több nehézséget okoz a gyerekeknek. Ezért külön fi gyelmet for-
dítunk harmadik osztályban a mozgásos szöveges feladatok tárgyalására, 
amelyek modelljeként a színes rudak és a papírcsíkok mellett használha-
tunk szakaszos ábrázolást is.

A fent bemutatott megoldásokból kitűnik, hogy a kirakások, ábrázo-
lások mindegyikéről leolvashatók a feladatok megoldása mellett további 
információk is, amelyeknek nagy előnye, hogy erősítik a matematika és 
a valóság kapcsolatának érzékelését. Az A31. feladatban a képen látható 
dobókockákon szereplő pöttyök száma ugyan nem része a feladatnak abban 
az értelemben, hogy azokról bármit le kellene olvasni, ugyanakkor a kép 
több, mint egyszerű illusztráció: segít elképzelni a megoldáshoz szükséges 
matematikai mennyiségeket és viszonyokat.

A31. feladat
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A 3–4. osztályos tanulók számára gyakran tűzünk ki olyan feladatokat, 
amelyekkel a hétköznapi életük során valóságos szituációkban találkozhat-
nak. Ezek megoldásakor szükséges a már tanult matematikai ismereteik 
alkalmazása, sokféle képességük mozgósítása. A mindennapi történések-
ből merített problémafelvetéseket a gyerekek közel érezhetik magukhoz, 
hiszen a saját életük pillanatait, tevékenységeit keltik életre. Az ilyen törté-
netek lehetővé teszik, hogy a gyerekek beleéljék magukat adott szituációk-
ba, és a mindennapokban alkalmazható, könnyen aktivizálható ismereteket 
szerezzenek. A módszerekben változatos problémafelvetések alkalmat kí-
nálnak az aktív tanulásra, az összefüggések felfedezésére, a tanulókat gon-
dolkodásra késztetik.

A valóságos, a gyerekek életéből, környezetéből vett problémafelve-
tések lehetőséget teremtenek számukra, hogy megérezzék a matematika 
modellszerepét a gyakorlati élet, valamint a tudományok problémáinak 
megoldásában. Ehhez járulnak hozzá a mennyiségek mérését igénylő tevé-
kenységek, valamint a vásárlásról szóló feladatok.

A gyerekeknek is lehet gyakori feladatuk a vásárlás. Ehhez a tevékeny-
séghez sokféle probléma tartozhat. Nem maradhatnak ki a vásárolt áruk 
fi zetésével járó problémák, vagy az áruk szállítása, több áru tömegének 
becslése (A32. feladat). 

A32. feladat

Legördülő lista szövege: 15 / 25 / 50 / 75
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A probléma megoldása sokféle képességet fejleszt. Egyrészt szükség 
van valóságtartalmú adatok becslésére, szükség lehet mennyiségek méré-
sére is (pl. Milyen nehéz 1 doboz tojás?). Néhány adat hiányos, illetve is-
meretlen lehet a gyerekek előtt, ezeket az adatokat pótolniuk kell. Például: 
Hány liter tej van egy kartonban? Hány tojás van egy dobozban? Az adatok 
pótlásakor tapasztalhatják a gyerekek, hogy nem egyértelmű a feladat meg-
oldása, hiszen többféle csomagolásban kaphatunk tojást. Így a fi zetendő 
összeg függ attól, hogy hány tojást vásárolunk. Ez viszont nem befolyásolja 
a szatyrok nehézségét, hiszen a tojásokat nem helyezzük szatyorba.

A mindennapokban gyakran kerülünk döntést igénylő helyzetbe. Általá-
ban többféle lehetőség adódik egy probléma megoldására, és a mi válasz-
tásunkon múlik, hogyan oldjuk meg. Választásunkat sok tényező befolyá-
solhatja, a megoldás különféle feltételektől függhet. Ezért gyakran kell a 
matematikaórán is olyan helyzetbe hozni a gyerekeket, amelyeknél nekik 
kell meggondolni a lehetséges feltételeket, és többféle feltétel teljesülése 
esetén ők választhatják ki a leginkább reális megoldást.

A gyerekek mindennapjaihoz hozzátartozik az olvasás. Olvasási él-
ményeik megbeszélése mellett kínálkozik az is, hogy ötleteket találjanak 
technikai problémák megoldására. Ez vonatkozhat a könyvek rendezésére, 
adott könyvespolcon való elhelyezésükre, könyvtári kölcsönzésre vagy ép-
pen egy könyv elolvasásának időbeli ütemezésére (A33. feladat).
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A33. feladat

A feladat első része arról informál bennünket, hogy a könyvből keve-
sebb van hátra 135 oldalnál, de még több mint 90 oldal. Ha ezt adott idő 
alatt akarja valaki elolvasni, konkrétabb adatra van szükség. Így csak azt 
lehet meggondolni, hogy mennyit kell egy nap alatt elolvasni, ha 134, 133, 
…, 91 oldal van hátra a könyvből. Azt is meggondolhatjuk, hogy mégsincs 
44 megoldása a feladatnak, hiszen minden nap ugyanannyit olvas Andris, 
így ha 1 oldallal növekszik a naponta elolvasott oldalak száma, akkor 7 
oldallal fog nőni az 1 hét alatt olvasott oldalak száma. Így a probléma lehet-
séges megoldásait érdemes táblázatba gyűjteni:

Az elolvasatlan oldalak 
száma 91 92–

98
99–
105

106–
112

113–
119

120–
129

130–
134

1 nap alatt célszerű ennyit 
olvasni 13 14 15 16 17 18 19

Az is meggondolható, hogy mely oldalszámok esetén kell valóban a hét 
minden napján ugyanannyit olvasnia Andrisnak, és mely esetekben marad 
az utolsó napra kevesebb oldal.
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A feladatban felvetett második kérdés időintervallumok összevetését és 
közös részének meghatározását igényli. A gyerekek számára nagy segítsé-
get jelent a könyvtár nyitva tartásának időszalagon való ábrázolása. 

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

30 45 15 30 45 15 30 45 15 30 45 15 30 45 15 30 45 15 30 45 15 30 45 15 30 45 15

H

K

Sz

Cs

P

Azt is ábrázolhatjuk egy időszalagon, hogy Andris mikor tud menni 
könyvtárba, és ezt a csíkot kivághatjuk és végighúzhatjuk a táblázaton.

A csík mozgatásával könnyen leolvashatják a gyerekek a lehetséges 
megoldásokat.

A tárgyi eszközök megfelelő megválasztása, használata könnyíti a gye-
rekek számára a „matematizálás” tevékenységét. Annak a fejlesztése, hogy 
a gyerekek a köznyelven megfogalmazott problémákat le tudják fordítani a 
matematika nyelvére, fontos és nehéz feladat. A fordítást az eszközök és a 
jól választott képek támogatják. A tevékenységre javasolt eszközök szükség 
esetén tárgyhűek (pl. konkrét tárgyak mérése, számlálása, játékpénz hasz-
nálata), más esetben megjelennek képek, ábrák (pl. szakaszos ábrázolás) 
vagy az absztrakcióhoz vezető elvontabb modellek (pl. színes rudak, táblá-
zatok). Nem szabad siettetni az eszközök elhagyását, fontos, hogy gyakran 
igényeljük az elgondolás szemléltetéssel való indoklását. Az algoritmusok 
alkalmazása előtt várjuk el a gyerekektől pl. a műveletek előre becslését, 
így tudják ellenőrizni számolásuk megbízhatóságát, felismerhetik az elkö-
vetett hibákat. 

A természeti, földrajzi, éghajlati adatokat is tartalmazó, vagy a kirán-
dulással, utazással, sporttal, egészséges életmóddal kapcsolatos feladatok 
érzékeltetik, hogy a matematikai ismeretek más szakmák, az élet különbö-
ző területein felmerülő problémák megoldásának is hasznos eszközei (A34. 
feladat). 
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A problémáknak olyan életszerű helyzeteket kell felvetniük, amelyek-
kel a gyerekek nap mint nap találkozhatnak, így könnyű lesz számukra a 
szituáció elképzelése. A témaválasztásnál nem matematikai problémákhoz 
keresünk valóságközeli szituációkat, hanem a hétköznapokban gyakran 
átélt valóságos problémákat fogalmazzuk meg, és ezek átgondoltatásával 
hozzájárulunk ahhoz, hogy a gyerekek könnyebben eligazodjanak a min-
dennapi életben.

A34. feladat

A problémák megoldása önállóan, párban vagy csoportban lehetőséget 
ad a megszokottól eltérő feladatok és a valóságban előforduló helyzetek 
áttekintésére, megoldási módok megismerésére, ötletek, módszerek gyűj-
tésére, a problémamegoldáshoz nélkülözhetetlen kreativitás fejlődésére. 
A csoportos tevékenységek során a gyerekek természetes módon tanulják 

Legördülő lista szövege:
380 / 607 / 334 / 514 / 928 / 494 / 1861
Lánchíd. / Margit híd. / Szabadság híd. / Erzsébet híd. / Petőfi híd. / Árpád híd. / Lágymá-
nyosi híd. / Megyeri híd.
Lánchíd. / Margit híd. / Szabadság híd. / Erzsébet híd. / Petőfi híd. / Árpád híd. / Lágymá-
nyosi híd.; / Megyeri híd.



145

A matematikai tudás alkalmazásának diagnosztikus értékelése

meg az együttélés szabályait, megtapasztalják a jó érzést, ha segítenek a 
rászorulóknak. Sokszor nyílik lehetőségük véleménynyilvánításra, elgon-
dolásaik megismertetésére másokkal. Az elképzelések ütköztetése, meg-
vitatása neveli őket mások véleményének tiszteletben tartására, a társaik 
iránti toleranciára. 

3.2.2. Relációk, függvények

Az 1–2. osztályban megfogalmazott követelményekre épülve hasonló tí-
pusú feladatok és követelmények támaszthatók 3–4. osztály végére. A 
sorozatok esetében összetettebb szabályok felismerése a követelmény, a 
hétköznapi tárgyak és jelenségek matematikai jellemzőinek átkódolásában 
nagyobb jártasság feltételezhető. Például az idővel kapcsolatos jelenségek 
számokká alakítása rutinszerűvé válhat, mert például a hét napjainak neve 
és az, hogy a hét hányadik napjáról van szó, ebben az életkorban már álta-
lában ismeret jellegű tudáselemként van meg, és nem szükséges a hétfőtől 
indulva, a számlálás gyakorlatához hasonló stratégiát alkalmazni.

Rekurzív számsorozatokkal a tanulók az 1–2. évfolyamon is találkoznak 
(pl. olyan sorozattal, ahol a soron következő tag az előző két tag összege), 
azonban számos lehetőség van olyan hétköznapi problémák megfogalma-
zására, amelyekben rekurzív sorozatok kerülnek elő. Például egy 2/4-es ze-
nei ütem hányféleképpen tölthető ki negyed és nyolcad ritmusokkal? Majd 
ezt követően: egy 3/4-es zenei ütem hányféleképpen tölthető ki negyed és 
nyolcad ritmusokkal? 

Az A35. feladat a klasszikus Fibonacci-sorozat szöveges változata, a 
kevéssé valószerű nyúlszaporulat helyett egy lerajzolható, a mesevilágot 
idéző megszövegezéssel:

Az A36. feladat az induktív gondolkodás segítségével, egyes hétköznapi 
tudáselemek mozgósításával oldható meg.

Az ilyen feladatok (hozzávéve az A37. feladatot is), bár kevéssé meg-
szokottak, a gondolkodás magas szintű összetevőit mérik, amelyek kapcso-
latosak a falszifi kációs következtetési elvvel.
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A35. feladat

A36. feladat

A37. feladat
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A feladat tartalmi szempontból nyelvtani, azonban a nyelvtanban mű-
ködő matematikai törvényszerűségeket illusztrálja. Ezáltal a matematikai 
modellalkotás és a hétköznapokban szerzett ismeretek közötti kapcsolat 
erősödik, és ez kifejezett célja az olyan matematikaoktatásnak, amely egy-
szerre kívánja szem előtt tartani a matematikai gondolkodás fejlesztését és 
a matematikai tudás transzferálhatóságát.

A bináris relációk tudatosításának számtalan eszköze lehetséges. Szá-
mos tantárgyban bevett feladattípus az illesztéses zárt feladat, amikor két 
halmaz elemei között kell megtalálni a kapcsolatot, és előfordulhat, hogy 
az egyik halmaz valamely eleméhez a másik halmaz több eleme is hoz-
záilleszthető (A38. feladat). A napirenddel, táplálkozással, öltözködéssel 
kapcsolatos kérdések lehetőséget nyújtanak adatpárok képzésére, ahol az 
elő- és utótag közötti kapcsolatban lényeges a sorrend is és a köztük fönn-
álló viszony is. 

Az 1–2 osztályos követelmények és feladattípusok alkalmazásával, ám 
bővebb számkörben mozogva tudunk autentikus problémákat defi niálni. Az 
adatpárok mellett adathármasokban felismert összefüggések is elvárhatók. 
A rendszerezési képesség fejlesztésére alkalmas feladatok között szerepel-
nek a kétszempontú szelektálást igénylő feladatok. Dolgok adott sokasá-
gát két szempont egymásra vetítésével rendszerezni már 3–4. osztályban 
is lehetséges, elsősorban manipulatív és képi szintű feladatokkal, amelyek 
tartalma a mindennapi életből ismerős a tanulók számára. A kétszempontú 
osztályozás egyúttal a korrelatív gondolkodás fejlesztésének eszköze is, hi-
szen a két szempont egymásra vetítésével előálló kétdimenziós rendszerben 
a két szempont közötti esetleges összefüggés is nyilvánvalóvá válik.

Oktatásmódszertani szempontból az ilyen feladatoknál javasolható a ta-
nulók képességszint szerinti heterogén csoportokban való együttműködése, 
amelynek során a tanulók megismerik egymás ötleteit. Különösen fontos 
ez az olyan autentikus feladatoknál, amelyeknek nincs egyetlen, jól defi ni-
ált megoldása, hanem a megoldás sokszor maga a gondolkodási folyamat, 
amelynek során matematikai modellek alakulnak és változnak. A fordított 
arányosság elve is megjelenik 3–4. osztályban, elsősorban a tanulói tapasz-
talatokra, próbálgatásra épülő feladatokban (A39. feladat). 

A fordított arányosság megjelenésének másik lehetséges terepe a terü-
letszámítással kapcsolatos. Természetesen nem képlettel felírt területszámí-
tásra gondolunk (A40. feladat). 
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A38. feladat

A39. feladat
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A40. feladat

A korrelatív gondolkodás fejlesztésére alkalmasak az olyan feladatok, 
ahol két számszerűsíthető tulajdonság nem determinisztikusan függ össze, 
hanem egy tendencia rajzolódik ki. Az A41. feladatban a tanulók akár saját 
adatait is fölhasználhatják.

A41. feladat

A konkrét adatok egy viszonylag tág intervallumból kerülhetnek ki, de 
ennél jóval fontosabb az adatsorok közötti összefüggés explicit megfogal-
mazása, amely a pozitív korreláció gyermeknyelvi leírása lehet. Még ennél 
is lényegesebb azonban annak tudatosítása, hogy a konkrét értéket nem tud-
juk az összefüggés alapján meghatározni.
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Végül az A42. feladat jön, amely ismerősnek hat: a G60. feladat is képi 
stimulust alkalmazott egy sorozat szabályszerűségének bemutatásához. Itt 
egyrészt a szabályszerűség könnyebben felismerhető, másrészt már verbá-
lis kóddal adnak választ. Az alkalmazási tudásdimenzióhoz tartozást in-
dokolja, hogy a gyerekek szinte méretarányos képhez, akár a képernyőre 
mutatva, a gondolkodást mozgásos tevékenységgel kiegészítve kereshetik 
meg a választ.

A42. feladat

3.2.3. Geometria

Konstruálások
A 3. évfolyamon a képességfejlesztési feladatok közül előtérbe kerül az 
alkotó gondolkodás, a formalátás, a térlátás fejlesztése. Az alkotások létre-
hozása közben fejlődik a szövegértés a tulajdonságok kifejezésével, a meg-
fi gyelőképesség, az emlékezőképesség. A konkrét alakzatok tulajdonságai-
nak megfi gyelésével, kifejezésével fejlődik az absztrahálóképesség.
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Az A43. feladat több matematikai területhez is kapcsolható, hiszen van 
benne geometriai konstrukció, maradékos osztás és elképzelhető akár táb-
lázattal felírt szabálykeresés feladataként is.

A43. feladat

4. évfolyam végére az alkotások létrehozása a megadott feltételek fi -
gyelembevételével, ezek ellenőrzésével egészül ki. Fontossá válik a rész és 
egész viszonyának megértése a megfi gyelések elemzése, megfogalmazása, 
a tanult matematikai szaknyelv elemi használata. Az alkotások létrehozása 
fejleszti a kombinatív gondolkodást. A teljességre törekvés a cél, s a megal-
kotott alakzatok rendszerének felépítése. 

A felső tagozat fejlesztési feltételeként a kezdő szakasz végére szüksé-
ges testek építése modellről és adott feltételek szerint, illetve síkidomok 
előállítása tevékenységgel megadott feltételek szerint. Geometriai tulajdon-
ságok felismerése, alakzatok kiválasztása, szétválogatása a felismert tulaj-
donságok alapján. Élek, csúcsok, lapok felismerése, számbavétele egyszerű 
testeknél, oldalak, csúcsok felismerése, számbavétele egyszerű sokszögek-
nél. Téglatest, kocka, téglalap, négyzet felismerés összkép alapján a tes-
tek, síkidomok különféle helyzetében. Téglalap, négyzet, téglatest, kocka 
tanult tulajdonságainak felsorolása, bemutatása modell segítségével. Az 
A44. feladat példa a térszemlélet fejlesztésére, a rész és az egész viszonyá-
nak megfi gyelésére.
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A44. feladat

Példák formafelismerésre, alakzatok tulajdonságainak felismerésére, állítá-
sok igazságértékének meghatározására: 

Párban játsszatok!
Válogassatok ki olyan testeket, amilyeneket a képen láttok! 10 kártyából 
felváltva húzzatok! A kártyán lévő állítást úgy egészítsétek ki, hogy fel-
mutattok egy testet, amelyre igaz. (A játékot játszhatjátok más szabállyal 
is. Pl. Úgy egészítsétek ki az állításokat, hogy ne legyenek igazak!)
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Az A45. és A46. feladatok az eDiA rendszerben megvalósítható geomet-
riai feladat-kitűzés példáit nyújtják.

A45. feladat

A46. feladat

Legördülő lista szövege: a / b / c  / d / e; f / a és b / b és e / d és e / c és d
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Transzformációk
A 3–4. évfolyamon az alakazonosítás mellett a változás és változatlanság 
felismerésével, tudatosításával alapozódik az általánosítás a transzformá-
ciók területén. A ritmus, a periodikusság felismerése, a szimmetriák meg-
fi gyelése és követése a megfi gyelőképesség fejlesztését célozza. Fontos a 
megfi gyelt alakzatokról állítások önálló megfogalmazása, illetve adott állí-
tások igazságának megítélése.

A továbbhaladáshoz szükséges fejlesztései feltételek között fontos a „ha-
sonló” és az „egybevágó” kapcsolat felismerése, a hasonlóság és az egybe-
vágóság képi fogalmának alapozottsága, síkbeli egybevágósági transzfor-
mációk (eltolás, tengelyes tükrözés, elforgatás) végrehajtása másolópapír 
segítségével, a tükörkép és az eltolt kép megkülönböztetése összetettebb 
alakzatok esetén is (A47. feladat). Az A48. feladatban egy példa látható a 
hasonlóságra, nagyított kép előállítására.

A47. feladat

Legördülő lista szövege: Eltolás. / Forgatás.  / Tengelyes tükrözés.
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A48. feladat

A témakör fejlesztési feladatainak fontos eleme a „hasonló” és „egy-
bevágó” kapcsolat felismerése mellett a síkbeli egybevágósági transzfor-
mációk közül a tengelyes tükörkép megalkotása másolópapír segítségével, 
illetve nagyított kép előállítása négyzetrács felhasználásával.

Anyák napjára szép ajándékot készíthetsz. 
Keress egy erős papírdobozt! 
A rajzot nagyítsd fel kétszeresére, 
és ragaszd a dobozka tetejére! 
A doboz jó lesz varródoboznak.
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Tájékozódás 
A kezdő szakaszban képességfejlesztési feladat a térbeli tájékozódás to-
vábbfejlesztése, információk megértése, információ-közlés szavakkal, 
jelekkel, a helymeghatározás képességének fejlesztése. Irányra, méretre, 
szomszédosságra való emlékezés.

A további fejlesztéshez szükséges, hogy a tanulók saját környezetükben 
képesek legyenek eligazodni (utca, házszám, emelet, ajtó, irány, távolság), 
egyszerű térképvázlatokat értelmezni, illetve készíteni az irány és méretek 
közelítő, valamint a szomszédosság pontos megjelölésével. Tudjanak tájé-
kozódni vonalon, síkban, térben egy, két, illetve három adat segítségével.

Autentikus tevékenységre építő feladatként a következő példát adjuk:
Párban dolgozzatok! Készítsetek térképvázlatot iskolátok környezetéről! 
Jelöljétek be az iskola, a boltok, a lakásotok helyét! Ha van a környéken 
parkoló, vasútállomás, sportpálya, könyvtár, mozi, színház…, akkor azt 
is jelöljétek meg! Adj meg egy útvonal leírást, amit a párodnak követnie 
kell! Az ő dolga, hogy megmondja, hová jutott. Aztán ő adjon neked egy 
leírást, és te kövesd azt! Hová jutottál?

Az A49. feladat egy számítógépalapú feladatváltozatra nyújt példát.

A49. feladat
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Mérés
A 3–4. évfolyamon folytatódik a tapasztalatgyűjtés a mennyiségi jellemzők 
felismerése, megkülönböztetése, a különbségek észrevétele terén. Fejlesz-
tési feladat a becslőképesség alakítása, a pontosság mértékének kifejezé-
se gyakorlati mérésekben, egyszerű mennyiségi következtetések végzése. 
Fontos a matematika és a valóság kapcsolatának építése. A gyakorlati mé-
rések segítik a tájékozódást a világ mennyiségi vonatkozásaiban.

A tanulóknak a további évek fejlesztésének érdekében biztonsággal kell 
mérniük alkalmi és szabvány egységekkel. Gyakorlatban végrehajtott mé-
rések alapján a mértékegység és mérőszám kapcsolatát képesek átlátni, a 
tanult szomszédos mértékegységekkel gyakorlati mérésekhez kapcsolva, 
illetve ilyenek felidézése nyomán át- és beváltásokat végezni, a téglalap 
(négyzet) kerületének és területének megállapítását méréssel és számítással 
meghatározni.

Az A50. feladat egy példát ad téglalap alkotására, területének megha-
tározására. További ötletet mutat az A51. feladat olyan feladatkitűzésre, 
amely tevékenységközpontú, és közvetlenül kapcsolódik a tanulók hétköz-
napi tapasztalataihoz:

A50. feladat

Legördülő lista szövege:
 10 darab / 20 darab / 30 darab / 40 darab
 20 darab / 30 darab / 40 darab / 50 darab
 300 darab; 400 darab; 600 darab; 800 darab
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A51. feladat

3.2.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A 3–4. évfolyamon az adatok lejegyzésének illetve leolvasásának egyre tuda-
tosabb volta válik hangsúlyossá. 4. osztály végére a gyerekek tudnak adato-
kat elrendezni sorozatba, táblázatba, ábrázolni tudják azokat grafi konon, so-
rozatból, táblázatból, grafi konról adatokat visszaolvasnak, találnak az egész 
adat-együttest jellemző adatokat (pl. a nagyság szerinti középsőt; a legna-
gyobb, legkisebb adatokat, ezek távolságát; a leggyakoribb adatot). Ki tudják 
számítani az adatok átlagát. Ez a téma rengeteg lehetőséget nyújt realisztikus 
feladatok megoldására, ha fi gyelemmel vagyunk az adatok megválasztására. 

Realisztikus problémák kitűzését és megoldását gyakran a táblázatok 
elemzésének képességével vizsgáljuk. Például:

Gabi, Béla, Pista és Jutka nagyon jó barátok. Szeretnek kártyázni, 
ezért havonta legalább egyszer játszanak. Egy olyan játékot szoktak 
játszani, amelyben minden partiban van első, második, harmadik és 
negyedik helyezett. Minden parti után felírják az eredményeket, és év 
végén győztest hirdetnek. Az idei kártyacsaták eredményét ez a táblázat 
mutatja.

1. hely 2. hely 3. hely 4. hely
Gabi 12 24 23 17
Jutka 18 22 21 15
Béla 24 13 13 26
Pista 22 17 19 18
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A táblázat értelmezése során felvetődhetnek a következő kérdések: hány 
partit játszottak az idén? Hogyan lehet megszámolni? Körülbelül hány partit 
játszanak alkalmanként? Ki nyerte a legtöbbször a játékot? További feladat 
lehet, hogy amennyiben más-más szempont alapján jelöljük ki a győztest, 
más lesz a győztes versenyző. A tanulók képesek ésszerű szempontot 
keresni, amelyek alapján eldönthető, hogy ki tekinthető győztesnek.

A tanulói magyarázat, vita kezdi sejtetni, hogy egy statisztikai 
adathalmazt többféleképpen lehet értelmezni és magyarázni, hiszen 

–  Béla szerint ő a győztes, mert ő nyerte a legtöbb játékot. 
–  Jutka azzal érvel, hogy ő ugyan nem nyert túl sokat, de nagyon kevés 

utolsó helyezése van. 
–  Gabi szerint ugyan ő maga nagyon keveset nyert, de nagyon sokszor 

lett második, és azt sem könnyű elérni. Utolsó helye pedig kevesebb, 
mint a fi úknak.

–  Pista úgy érzi, hogy legalábbis Bélánál jobb, mert ugyan kevesebb 
első helyezése van, de kevesebb utolsó is.

A52. feladat

Legördülő lista szövege:
4. 3A-3B. / 3A-3C. / 3A-4A. / 3A-4B. / 3B-3C. / 3B-4A. / 3B-4B. / 3C-4A. / 3C-4B.
5. 0 / 1/ 2 / 3 / 4 / 5 / 6 / 7 / 8 / 9 / 10
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A probléma megoldása lehet az, hogy például 4 pontot adnak minden 
győzelemért, hármat a második helyezésért, kettőt a harmadikért, egyet a 
negyedikért. Elképzelhető, hogy úgy gondolkodnak, hogy a győzelemért 
több pont is járhat. Például öt a győzelemért, három a második helyezé-
sért, egy a harmadikért, a negyedikért pedig nem jár semmi. Vajon mindkét 
számolási mód alkalmazása ugyanazt a győztest hozza? A táblázaton való 
eligazodás mellett a tevékenység fontos hozadéka a számolási készség fej-
lesztése.

A fenti probléma egy kissé leegyszerűsített felvetése látható az A52. fel-
adatban.

A kombinatorika és a valószínűségszámítás tanulása során rengeteg au-
tentikus problémával találkoznak a gyerekek. A hétköznapi tapasztalataikra 
építve számos olyan feladat tűzhető ki, amely számukra praktikus, rele-
váns, és a problémamegoldás folyamata szempontjából intranszparens. Jó 
alkalom erre például egy játékkészlet közös, csoportmunkában való meg-
alkotása.

A négyzetlapok középvonalait megrajzoljuk, majd kifestjük piros, 
sárga és kék színeket használva. A gyerekek közös feladata az összes külön-
böző elem megalkotása. Mivel a papírlapok forgathatók, megegyezhetünk 
abban, hogy azonosnak tekintjük a négyzet középpontja körüli forgatással 
egymásba vihető lapokat. Ebben az esetben a munka szervezése és meg-
osztása egyaránt kombinatorikus problémát vet fel. Az elkészült készletet 
sajátjuknak érzik, mely autentikussá teszi a tevékenységet.

A fent leírt tevékenység értékelés során megfogalmazott változata a kö-
vetkező lehet: 

Négyzetlapokból színezéssel ilyen kirakós játékot készítettünk. Három 
színt használtunk. 
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Ezután külön csoportba gyűjtöttük azokat, melyben mindhárom szín sze-
repelt. Milyen elemek vannak még ebben a csoportban? Színezz!

A valószínűségi szemlélet fejlesztési céljai között szerepel, hogy 5–6. 
osztályban az adatok lejegyzése, megfi gyelése és feldolgozása egyre önál-
lóbbá váljék. Ez segíti a rendszerező képesség fejlődését, lehetővé teszi a 
gyakoriságok megfi gyelését is. A statisztikai megfi gyelések rengeteg lehe-
tőséget kínálnak autentikus feladatok beiktatására. 

Egy másik alkalommal egyszerre dobnak az alábbi ábrán látható két 
kockával. A kísérlet megkezdése előtt megfogalmaznak néhány sejtést (pl. 
hogy páros vagy páratlan összeg jön-e ki gyakrabban), és néhány eset le-
jegyzése után összevetik tapasztalataikat a megfogalmazott sejtésekkel.

A biztos és lehetetlen események elkülönítésére vonatkozó kérdéseknek 
a mérés során továbbra is nagy jelentősége van. Különleges dobókockák 
feldobására vonatkozóan például az A53. feladatot fogalmazhatjuk meg: 

A53. feladat

Legördülő lista szövege: Igaz. / Hamis. / Lehet, hogy igaz, de nem biztos.
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Autentikus feladatokra jó lehetőség adódik olyan helyzetek leírásakor, 
amikor a gyerekeknek maguknak kell megtervezni egy játék szabályát 
(A54. feladat). 

A54. feladat

Várható megoldásként a tanulók 5 vagy 6 pontot fognak javasolni az 
1-es érték dobásánál. A tanítónak nem szükséges állást foglalnia egy végső, 
helyes megoldás mellett. A feladat az úgynevezett problémaalapú tanulás 
eszméjét követi, vagyis a tanulók matematikai tevékenységet végeznek egy 
intranszparens problémán, a pedagógus pedig a matematikai igazságok bir-
tokosa és osztója szerepéből a gondolkodás facilitátorává és moderátorává 
válhat.

A valószínűség intuitív fogalmának alakulására és értékelésre hozzuk 
példaként az A55. és A56. feladatokat, melyekben a biztos események fel-
ismerése kap főszerepet, ám az A56. feladatban már a biztos, lehetetlen és 
lehetséges események közül lehet választani.
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A55. feladat

A56. feladat
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3.3. Az 5–6. évfolyam részletes értékelési keretei

3.3.1. Számok, műveletek, algebra

A korábbi évfolyamokhoz képest a realisztikus szöveges feladatok több té-
ren újdonságot hozhatnak a tanulói tudás értékelésében. A kibővült szám-
körben a közvetlen gyakorlati tapasztalathoz nem köthető, de a médiából 
vagy az iskolai tananyagból ismert mennyiségek (pl. történelmi évszámok, 
földrajzi mennyiségek) jelenhetnek meg a feladatokban. Ezen felül a több 
lépéses feladatok egyre nagyobb teret nyernek. A több lépést nem feltét-
lenül a több, egymás után elvégzendő számtani művelet jelenti, (noha ez 
is jelentős nehézséget okoz), hanem a feladatmegoldás különböző fázisai-
ban megjelenő tudatos döntések egymásutánja. A 3.1.2. részben elemeztük 
a szöveges feladatok megoldásának szokásos lépéseit 5–6. osztályban. A 
realisztikus feladatokban egyes lépések különösen fontossá válnak. A fel-
adat szövegének megértése és a megfelelő matematikai modell kiválasztása 
általában nagyobb jelentőségű, mint a gyakorlófeladatokban. Ugyancsak 
kiemelt fontosságú általában a megoldás értelmezésének, ellenőrzésének 
lépése, amely itt korántsem azt jelenti, hogy az elvégzett matematikai mű-
veleteket újra, vagy esetleg inverzükkel kiszámoljuk, hanem a feladat szö-
vegéhez illeszkedést, a valóságnak megfelelést vizsgáljuk.

„A matematikai tudás alkalmazásai” című bevezető fejezetünkben több 
példát is bemutattunk, amelyek a realisztikus aritmetikai szöveges felada-
tok közé tartoznak. Ezekből a feladatokból mint prototípusokból (A57. fel-
adat) további realisztikus szöveges feladatok generálhatók.

A feladat megoldásához egy megfelelő vázlatrajzot érdemes készíteni, 
vagyis a feladat szövegében szereplő dolgokat egy geometriai modellhez 
kapcsoljuk. Az A58. feladat nemcsak formai, hanem a megoldásmenet 
szempontjából is nyíltnak számít.
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A57. feladat

A58. feladat

Ez a nyílt végű probléma az intranszparencia szempontjából akár az au-
tentikus feladatok között is helyet kaphatna. Azért nem ott szerepeltetjük, 
mert a feladat maga nem egy életszerű problémahelyzetet vázol. Ha ott 
vagyunk a moziteremben, akkor aligha a jegyen található számok alapján 
fogunk becslést adni. Megoldásként többféle becslés adható, amelyet mate-
matikai jelekkel, egyenlőtlenségként is megfogalmazhatunk. 



166

Ambrus Gabriella, Csíkos Csaba, Makara Ágnes, Szitányi Judit és Zsinkó Erzsébet 

Az A59. feladatban – a horizontális matematizálás jellegzetes alapelvé-
nek megfelelően – matematikai műveletsor és egy életszerű feladathelyzet 
szöveges leírása között kell kapcsolatot teremteni.

A59. feladat

A feladatok szövegéből hiányzó adat vagy jellemzően nem matemati-
kainak tekintett tényezők miatt a tanulók sokszor becsapva érzik magukat, 
amikor olyan feladatokat oldanak meg, mint például:

Jancsi legjobb időeredménye a 100 méteres futásban 17 másodperc. 
Mennyi idő alatt fog ő lefutni 1 km-t?

Javaslatunk az, hogy az ilyen típusú, „trükkös” feladatok helyet kaphat-
nak a tanórákon, különösen a megszokott feladatmegoldó stratégiák túl-
automatizálódásának elkerülése végett, azonban diagnosztikus értékelési 
célra kevéssé használhatók, mert csak további, fi nom vizsgálatok derítik ki, 
hogy valaki tájékozatlanság vagy pl. a bátorság hiánya miatt írja válaszként 
a fenti feladatra, hogy 170 másodperc.

Fontos lépés a szöveges feladatok jobb megértése felé, ha ebben a kor-
osztályban már gyakran várjuk el a tanulóktól, hogy egy adott matematikai 
struktúrához ők maguk találjanak ki szöveges feladatot. Ez rendkívül nehéz 
feladat. Láttuk a szöveges gyakorlófeladatok között, hogy még egyetlen 
alapművelethez is küzdelmes vállalkozás lehet szöveget alkotni. Azonban 
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éppen a szöveges gyakorlófeladatok és a realisztikus feladatok egymás 
mellé helyezésére és összehasonlítására nyújt lehetőséget, ha a tanulók al-
kotnak feladatszövegeket. 

Ha például 20 liter vizet 8 edénybe kell egyenlően elosztani, akkor szö-
veges gyakorlófeladatként kitűzve ezt, a 2,5 liter egyszerűen adódik vég-
eredményként. Megkérdezhetjük a tanulókat, milyen más dologgal helyet-
tesíthetjük a feladatelemeket úgy, hogy a számok változatlanok maradja-
nak. A csokoládé törése még megoldható, de az ötletek között felbukkanhat 
például az, hogy a 20 fős osztály az osztálykiránduláson olyan szobákban 
aludt, amelyekben négy-négy darab emeletes ágy volt. Hány szobát kellett 
bérelni? És az osztályfőnök hol alszik? A sokféle ötlet között várhatóan 
lesznek olyanok, amelyekben a változatlan számadatok és a változatlan 
osztás művelet mellett az osztás eredményének egészrésze, az egészrésznél 
eggyel nagyobb szám, vagy éppen az osztási maradék lesz a feladat meg-
oldása.

Másik példánk:
Lali, Kati és Juli túrázni mennek. Lali hátizsákja 9,6 kg, Julié ennek 5/6 
része, Katié pedig a 2/3 része. Hány kg a 3 gyerek hátizsákja együtt?

További feladat: Mit kérdeznél még?
A tanulói kérdések között lehetnek olyanok, amelyek továbbra is a fel-

adat szövegbe beöltöztetett jellegéből adódnak. „Ha Lali megeszi az uzson-
náját, ami a hátizsák tömegének 1/6 része, akkor mennyi lesz a hátizsák 
tömege?“. De olyanok is, amelyek a valós szituációt célozzák; például, 
hogy „Hány kg-t nyomhatnak a hátizsákok a túra végén?“. Az előbbiek-
ben szereplő feladatok alkalmasak annak vizsgálatára is, hogy a tanulók 
mennyire képesek beépíteni köznapi tapasztalataikat matematikai feladatok 
megoldásába, valamint hogy mennyire tudnak valós szituációt tartalmazó 
beöltöztetett feladat esetén a szituációt is fi gyelembe véve dolgozni.

Érdekes típusát jelentik a realisztikus szöveges feladatoknak az olyan 
problémák (A60. feladat), amelyek alapvetően nem számtani művelet el-
végzésével oldhatók meg, hanem logikai következtetésekkel (nyilván sze-
repet kapnak egy-egy lépésben számtani műveletek is). 
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A60. feladat

A nemzetközi szakirodalomból ismertek olyan feladatok, amelyek az 
autentikus kategóriába sorolhatók, és amelyek az 5–6. évfolyamos kor-
osztály számára megfelelőek. 10-12 éves tanulókkal végzett kísérletekben 
több olyan feladat szerepelt, amelyek alkalmasak arra, hogy a tanulói te-
vékenységre, gyakran kooperatív matematikai munkára építve a valóságos 
szituációt leíró feladathoz egy megfelelő matematikai modell megtalálására 
ösztönözzenek.

A matematikai tudás értékelésében az autentikus feladatok sajátos szere-
pet töltenek be. Láttuk, hogy a realisztikus feladatoknál sem csak arról van 
szó, hogy „kijön-e a helyes végeredmény”. Olyan értelemben az autentikus 
feladatoknak nincs is végeredménye, mint a szöveges gyakorlófeladatok-
nak. Van viszont egy megoldási folyamat, amely szövegértésen, kooperatív 
tanuláson, matematikai modellalkotáson alapul, az adatok hiányának vagy 
redundanciájának eldöntése pedig döntési helyzetek elé állítja a tanulókat. 
Az alsó tagozatos kor végére gyakran meggyökeresedő matematikai meg-
győződések (pl. minden feladatnak van egy helyes megoldása) helyett a 
problémaérzékenység, a problémamegoldó folyamat fázisainak tudatos is-
merete és kontrollja fejlődhet.

A szöveges gyakorlófeladatokhoz és az általánosságban vett realiszti-
kus feladatokhoz hasonlóan az autentikus szöveges feladatok is lehetőséget 
nyújtanak egy „fordított” feladatmegoldó stratégia alkalmazására: problé-
mahelyzet és szöveg megalkotása adott matematikai struktúrához. Fejlesz-
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tő kísérletben (ld. Csíkos, 2007) már 4. osztályosoknál sikerrel alkalmaztuk 
például azt a feladatot, amelyben a 100:8 osztáshoz kellett olyan módon 
feladatszöveget alkotni, hogy egyszer a maradék nélküli osztás, másszor a 
maradékos osztás, harmadszor a maradék, negyedszer pedig a maradékos 
osztásnál kapott egészrésznél eggyel nagyobb egész szám legyen a feladat 
megoldása. Egy ilyen feladatkitűzéssel nyilvánvalóan a kreativitást és a 
matematikához kevéssé szorosan köthető verbális képességeket is mérjük. 
Ez azonban nem kifogásolható, amennyiben világossá tesszük, hogy a ma-
tematikai tudás autentikus problémahelyzetben történő alkalmazásának di-
agnosztizálását végezzük. 

3.3.2. Relációk, függvények

A realisztikus feladatok típusának legfőbb jellemzője, hogy a feladatmeg-
oldás folyamatában releváns szerephez jutnak a hétköznapi életből merített 
tapasztalatok, esetenként konkrét ismeretek. Bizonyos feladatok esetében 
azonban valószínűsíthető, hogy a megfelelő megoldáshoz legalább a fel-
adatmegoldás egy pontján (tervezés, végrehajtás, vagy ellenőrzés fázisá-
ban) szükséges a hétköznapi ismeretek és tapasztalatok aktív felhasználá-
sa. Mindez nem jelenti azt, hogy a feladat a tanuló számára mindennapi 
helyzetet ír le, számára kissé idegen, a „felnőtt” világ körébe tartozó, de 
számára is ismert szituáció is lehet. Ilyenek például a háztartással, sütéssel-
főzéssel, utazással, vásárlással, takarékossággal kapcsolatos esetek, helyze-
tek (A61–A65. feladatok).

A61. feladat



170

Ambrus Gabriella, Csíkos Csaba, Makara Ágnes, Szitányi Judit és Zsinkó Erzsébet 

A62. feladat

A63. feladat

Legördülő lista szövege: cukkini. / cékla. / hónapos retek. / fejes saláta (fóliás).  / bokorbab. 
/ zöldborsó.

Legördülő lista szövege: 5 / 8 / 10 / 15 / 20
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A64. feladat

A65. feladat

Legördülő lista szövege:  13 / 13 és fél; /14
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A vonatkozó elméleti fejezetben ismertetettek szerint azt a matemati-
kai (szöveges) feladatot tekintjük autentikusnak, amely a tanuló számára 
valódinak tekinthető, életszerű feladathelyzetet ír le. A feladathelyzet való-
diságának szemléltetése gyakran azt kívánja, hogy az egyéni, papír-ceruza 
alapú értékelési metodológián túli feladatkontextus jöjjön létre: hétköznapi 
tárgyak, szövegrészletek, táblázatok, stb. a feladatszöveg mellékletének te-
kinthetők, és gyakran csoportmunkában történik a feladatmegoldás. 

Az autentikus feladatok esetében egy praktikus jellemző lehet, hogy 
a feladat megoldása tanulói kezdeményezést, tanulói problémafelvetést 
feltételez. Mindenképpen szükséges, hogy a tanuló a problémát lefor-
dítsa a saját nyelvére, valamilyen ponton sajátjának érezze, bele tudja 
magát élni, képzelni az adott szituációba. Gyakran a feladat matematikai 
tartalma ezáltal leegyszerűsödik, a probléma megoldásának kulcsa éppen 
ennek a transzformációnak az elvégzése, a megfelelő megoldási modell 
megtalálása (A66.–A67. feladatok).

A66. feladat
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A67. feladat

Az összetettebb, a tanulók számára kevésbé megszokott feladatokban a 
gondolkodást részkérdésekkel, részfeladatokkal irányíthatjuk. A fejlesztés 
során ez a mód szolgál az egyes problémák részletesebb elemzésére, az ösz-
szefüggések, kapcsolatok felismerésére, a többféle megoldás megtalálására 
(A68–A69. feladatok). 

A68. feladat

Legördülő lista szövege:  alma / banán / narancs / körte
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A69. feladat

3.3.3. Geometria

Konstruálások
A témakör tananyagtartalma: ismerkedés a térelemekkel, azok kölcsö-
nös helyzetével, a párhuzamosság, merőlegesség fogalmával, a téglalap 
(négyzet), a téglatest (kocka) tulajdonságaival, hálózatával, a sokszögek 
szemléletes fogalmával, tulajdonságaival, háromszögek, négyszögek tu-
lajdonságaival, osztályozásukkal. Megismerik a távolság, a szög fogalmát 
és mérését. Adott tulajdonságú pontok keresése hozza elő a szakaszfelező 
merőleges, a kör és a gömb fogalmát, szerkesztési feladatok megoldását. 

Az A70. feladatban absztrakt és hétköznapi geometriai alakzatok együt-
tesen fordulnak elő, és mind a fogalmak ismerete, mind pedig a megfelelő 
horizontális matematizálás szükséges a megoldás folyamatában.



175

A matematikai tudás alkalmazásának diagnosztikus értékelése

A70. feladat

Az autentikus feladatok (A71. és A72. feladatok) ebben a témakörben 
olyan tevékenységformákat követelnek, amelyekben hangsúlyt kap a ter-
vezés, a folyamat nyomon követése és tudatos ellenőrzése, diszkussziója.
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A71. feladat

A72. feladat

Legördülő lista szövege:  a/ b / c / d / e
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Mérések
A hosszúság- és területmérés alapozása az alsó tagozat feladata. Az 5. 
évfolyamon ismételünk, és az eddig szerzett ismereteket kiegészítjük 
a téglalap és négyzet területképletének, illetve a téglatest és a kocka 
térfogatképletének megfogalmazásával. Továbbra is fontos fejlesztési 
cél, hogy a szabvány mértékegységek mellett alkalmi, az adott feladathoz 
illő mértékegységeket és mérőeszközök használatára legyenek képesek a 
tanulók. A mérőeszköz szükség szerinti változtatásával, a mikroszkóphoz 
hasonló felhasználásával megalapozzuk a későbbi évfolyamok végtelen 
kicsiny mennyiségeinek matematikáját.

A hosszúság mérésével kapcsolatos feladatok között a realisztikus 
feladatok a tanulók saját tapasztalatait (A73. feladat), esetleg alkalmi 
mérőeszközöket felhasználó gondolatmeneteket kérnek.

A73. feladat

Térfogatszámítás és mértékegységváltás együttes alkalmazási követel-
mények mérésére az A74. és A75. feladatokat közöljük.
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A74. feladat

A75. feladat

A gyermekek mindennapi élethelyzeteihez kapcsolódó feladatokban itt 
elsősorban téglatestekkel, téglalapokkal kapcsolatos, aktív tanulói tevé-
kenységet feltételező feladatok jelennek meg (A76. feladat).

Legördülő lista szövege: 0,00159 /  0,0159 / 0,159 / 1,59; 15,9
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A76. feladat

Az A77. feladat mértékváltást és arányossági gondolkodást is igényel.

A77. feladat

A feladat által diagnosztizálható tudás- és készségelemek: egyenes ará-
nyosság, mértékváltások (idő, űrtartalom egységei), számolási készség 
(szorzás, osztás), becslőképesség.

Legördülő lista szövege:  50-szer / 60-szor / 75-ször / 90-szer
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Az A78. és A79. feladatok további példákat mutatnak arra, hogy a hét-
köznapokból vett illusztrációk hogyan válnak részévé, a matematikai mo-
dellalkotást segítő, de legalábbis kísérő feladatelemeknek.

A78. feladat

Legördülő lista szövege: 2000 / 4000 / 8000 / 9000 / 16000
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A79. feladat

Transzformációk
Az egybevágósági transzformációk közül a tengelyes tükrözést és a tenge-
lyesen szimmetrikus alakzatokat (háromszögek, négyszögek), és szerkesz-
tésüket kell ismerniük.

Feladatokban előkerül a nagyítás, kicsinyítés, illetve konkrét feladatok-
ban a hasonlóság aránya.

Tengelyes szimmetria
Az A80. feladat egy ismert detektívsorozat egyik részének fő motívumát 
hozza elénk. A feladat nem könnyű még felnőttek számára sem, ugyanak-
kor a megoldáshoz szükséges minden tudáselem rendelkezésre áll az 5–6. 
osztályos korosztályban. Az A81. feladat a hétköznapokból ismerős logók 
szimmetriatulajdonságára kérdez rá.

Legördülő lista szövege: 
1 m x 1 m x 1,7 m. / 1 m x 1,5 m x 1,7 m. / 1 m x 2 m x 1,7 m. / 1 m x 3 m x 1,7 m.
1 / 2 / 3 / 4 / 5
1 köbméter / 2 köbméter; / 3 köbméter; / 4 köbméter
1 köbméter / 2 köbméter / 3 köbméter / 6 köbméter
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A80. feladat

A81. feladat

Kicsinyítés, arány, terület
Az A82. feladat egy ház felülnézeti rajzán tájékozódás elemeire épül.
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A82. feladat

Az 1–4. évfolyamokon még külön geometriai részterületként szereplő 
tájékozódás területet itt sem emeljük ki. Egy olyan mintafeladatot mutatunk 
(A83. feladat), amely ugyan egyrészről az alsó tagozatos, tájékozódással 
kapcsolatos értékelési követelmények kiterjesztéseként is fölfogható, más-
részről viszont a függvények, relációk témakörben az adatpárok autentikus 
fölhasználásának követelményéhez is sorolható.

Legördülő lista szövege: 
Igen, igaza van. / Nem, nincs igaza.
Igen, kényelmesen befér. / Nem, egyáltalán nem fér bele. / Belefér, de nem lehet majd 
teljesen kinyitni az ajtót.
Igen. belefér. / Nem, egyáltalán nem fér bele.
A fürdőszobába. / A nappaliba. / A bejárathoz. / A középső szobába. / A bejárathoz 
közelebbi szobába.
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A83. feladat

3.3.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

Rényi Alfréd (2005) hitet tett amellett, a valószínűségi gondolkodás tanítása 
– további szempontok mellett – a hétköznapi életben igazolható fontossága 
miatt szükséges. A módszerek sokfélék lehetnek, de a kombinatorikai jel-
legű feladatokra építkezve, az összes lehetőség és a kedvező esetek meg-
számlálását kívánó feladatokon keresztül haladás tűnik legmegfelelőbbnek, 
különösen ebben a korosztályban. Az A84. feladatban a lány- és fi únevek, 
valamint a fotó alapján válik a feladat a szövegbe öltöztetett rutinmegoldás 
folyamatainál többet igénylővé.

Az A85. feladat még egyszerűbb, a hozzá megadott kép néhány tanuló 
számára a horizontális matematizálást segítheti, míg ebben a korosztályban 
sokak számára a feladat rutinszerű, a képi információ nyújtotta segítség 
nélkül is rutinszerűen megoldható.

Legördülő lista szövege: 
100 m / 200 m / 400 m / 600 m
500 m  / 1000 m / 1500 m / 2000 m
0,1 km / 0,2 km / 0,4 km / 0,8 km / 1,2 km 
0,1 km / 0,2 km / 0,4 km / 0,6 km / 1 km
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A84. feladat

A85. feladat

A realisztikus feladatok között egy jellegzetes osztályt képeznek a ska-
tulyaelv alkalmazásával megoldható problémák. Ebben a korosztályban a 
tanulóktól nem várjuk el általánosságban a skatulyaelv ismeretét, ugyan-
akkor ismerős, egyszerűen modellezhető dolgok esetén elvárható a sikeres 
feladatmegoldás. Az alapelv intuitív kialakításánál a kisebb számosságok 
felől haladhatunk a milliós számkörökig (ld. A86. feladat).



186

Ambrus Gabriella, Csíkos Csaba, Makara Ágnes, Szitányi Judit és Zsinkó Erzsébet 

A86. feladat

A leíró statisztika témaköréhez kapcsolódóan is számtalan lehetőségünk 
van a tanulók hétköznapi tapasztalataihoz köthető matematikai modell ke-
resésére.

Az autenticitás értelmezésében a bevezető fejezetben ismertetett elvi 
állásfoglalást követjük: azt a matematikai (szöveges) feladatot tekintjük 
autentikusnak, amely a tanuló számára valódinak tekinthető, életszerű 
feladathelyzetet ír le. A feladathelyzet valódiságának szemléltetése gyak-
ran azt kívánja, hogy az egyéni, papír-ceruza alapú értékelési metodoló-
gián túli feladatkontextus jöjjön létre: hétköznapi tárgyak, szövegrészle-
tek, táblázatok stb. a feladatszöveg mellékletének tekinthetők, és gyakran 
csoportmunkában történik a feladatmegoldás. A papír-ceruza értékelési 
módszer, vagy akár az egyénre szabott on-line diagnosztikus értékelési 
módszer alkalmazása esetén az autentikus feladatok külsődleges jellemző-
je a hosszabb, tipográfi ailag gyakran változatos vagy újszerű feladatszö-
veg, belső, problémamegoldási szempontból pedig gyakori jellemző az 
intranszparencia, vagyis az azonnal alkalmazható és megoldáshoz vezető 
eljárás hiánya. A feladat autentikus jellege egy adott történelmi-társadalmi 
környezetben, egy adott életkori kohorszba tartozó tanulók többségét szem 
előtt tartva határozható meg. Elképzelhető, hogy egyes tanulók számára 
(vagy éppen más történelmi-kulturális helyzetben) egy autentikus feladat 
rutinfeladattá válik, sőt, az is előfordulhat, hogy egyes tanulók vagy vala-
mely történelmi-társadalmi kontextus szempontjából egy autentikus feladat 
nem minősülne matematikai feladatnak, hanem pl. a kritikai gondolkodás 
vagy valamilyen műveltség-eszmény értékeléséhez kapcsolódna.
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Az autentikus feladatok esetében egy praktikus jellemző, hogy a feladat 
megoldása tanulói kezdeményezést, tanulói problémafelvetést feltételez. 
Úgy is fogalmazhatunk, hogy gyakran a tanuló feladata az, hogy létrehoz-
zon egy olyan matematikai feladatot az adott problématérben, amely a ma-
tematikai tudás alacsonyabb szintű alkalmazását igényli.

A kombinatorika területén az autentikus feladatok annak felismerését 
várják a tanulótól, hogy egy adott hétköznapi probléma a lehetséges esetek 
összeszámlálása révén oldható meg. Jellegzetes kérdéstípus lehet a „Hány-
féleképpen választhatok?” kezdetű problémasereg.

A valószínűségszámítás területén az autentikus feladatok a tanulók hét-
köznapi élményeihez köthető tevékenységek leírását tartalmazzák: sorso-
lás, pénzfeldobás, sportjátékok, kártyajátékok. Jellegzetes autentikusfel-
adat-típus lehet a „Mikor van nagyobb esélyem?” kérdésfeltevésre épülő 
problémasereg. A valószínűségszámításhoz köthető autentikus feladatok-
nál gyakran nyelvi-logikai vagy játékelméleti megfontolások vezetnek el a 
megoldáshoz.

Karcsi és Peti olyan céltáblára dobálják a gumilabdát, amelynek a köze-
pén egy 20 centiméter oldalú négyzet van. Ez a négyzet éppen a közepén 
van egy másik, 30 centiméter oldalú négyzetnek, aminek a belső négyze-
ten kívül eső része a céltábla külső részének számít. Készíts rajzot erről 
a különös céltábláról! Az egyik versenyzőnek a céltábla belső négyze-
tét, a másiknak a céltábla külső részét kell eltalálnia. Karcsi választhat, 
hogy a céltábla melyik része az övé.
Mit javasolsz neki?

A tanulói válasznak tartalmaznia kell az eseményekhez tartozó te-
rületszámítási adatokat (ezek szerint a külső rész a nagyobb.). A feladat 
autenticitása megengedi ugyanakkor, hogy további kérdéseket tegyenek 
föl: hogyan történik a találatok összeszámlálása – jár-e pontlevonás, ha 
rossz területrészen landol a labda? Igaz-e, hogy ha valaki megpróbál elta-
lálni egy bizonyos pontot, akkor a dobásai várhatóan a ponthoz közelebb 
gyakrabban fordulnak majd elő, mint a ponttól távolabb?

A statisztika területén az autentikus feladatok azt várják el a tanulóktól, 
hogy képesek legyenek megtervezni és kivitelezni valamilyen adatgyűjtési 
folyamatot. Legyenek képesek kérdéseket megfogalmazni valamilyen tu-
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lajdonság adatairól, ábrázolni az adatokat megfelelő ábrázolási módszerrel: 
oszlopdiagram, kördiagram vagy pontdiagram. 

Az amerikai NCTM-standardok ötlete alapján fontoljuk meg a követke-
ző feladatot:

Hasonlítsd össze, hogy melyik papírrepülő repül messzebbre: az, ame-
lyiket puha fénymásolópapírból készítesz, vagy az, amelyiket ugyan-
olyan méretű kemény kartonpapírból! Mindkét repülőt ugyanazzal a 
hajtogatási technikával készítsd!

Ez a feladat az adatgyűjtési folyamat megtervezését igényli. Hány do-
bást végezzünk, hogy megalapozott eredményhez jussunk? Hol végezzük a 
kísérletet? Milyen mérőeszközzel és milyen pontossággal mérjük a távol-
ságokat? Hogyan ábrázoljuk az adatokat? Mi alapján hozzunk döntést és 
adjunk választ a kérdésre?

Látható, hogy autentikus feladatok jellemzői közül (önálló feladatki-
tűzés, hétköznapi tevékenységben gyökerező matematikai modellalkotás, 
több lehetséges kimenet, kooperatív matematikai tevékenység) lényegében 
mindet felöleli az iménti feladat. Megjegyzendő, hogy az ilyen feladatok 
időigényesek, átlagos körülmények között a fél tanítási órát igénybe ve-
hetik. Ugyanakkor sok jel mutat arra, hogy amit a vámon vesztünk, azt a 
réven megnyerhetjük: az időigényes autentikus feladatok elsősorban a drill-
ízű gyakorlófeladatoktól vehetik el az erőforrásokat.
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A matematikai tudás értékelése során a szaktudományi tudásdimenziót a 
másik két dimenzióval párhuzamba állítva határozzuk meg. Míg a gondol-
kodási képességek dimenziója a tartalomtól függetlenül is működő pszi-
chikai folyamatok matematikai beágyazottságára vonatkozik, a további két 
dimenzió már egy közös tényező két értéke mentén defi niálható.  A holland 
realisztikus matematikai mozgalom (ld. erről Csíkos és Verschaffel, 2011) 
által kidolgozott matematizálás (mathematization) két típusa a vertikális és 
a horizontális matematizálás. Van den Heuvel-Panhuizen és Drijvers (2014, 
522. o.) így foglalják össze a különbséget:
„A horizontális matematizálás során a valós élethelyzetekben gyökerező 
problémák elrendezése és megoldása során matematikai eszközöket hasz-
nálnak a tanulók. A vertikális matematizálás a matematika rendszerén be-

4.
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lüli újjászervezés folyamatát jelenti, amelynek eredményeképpen – a fogal-
mak és stratégiák közötti kapcsolatok felhasználásával – hatékonyabb utak 
jönnek létre.”

A szaktudományi értelemben vett matematikai tudás szerveződése, fej-
lődése és értékelése a vertikális matematizálás fogalmához kötődik, azaz a 
matematikai fogalmak és stratégiák rendszerén belül jönnek létre új kap-
csolatok, és ezek folyamatosan fejlődnek, átrendeződnek. A tanulók fejé-
ben meglévő matematikai fogalmak és folyamatok diagnosztikus értékelé-
séhez a matematikatudománynak ugyanazokat a részterületeit használjuk 
föl, amelyeket az előző fejezetekben, és emellett a matematikai tudás két 
fő típusát különböztetjük meg: tárgyi tudás (matematikai fogalmak ismere-
te, matematikai eljárásokra vonatkozó tudás) és maguknak a matematikai 
gondolkodási folyamatoknak a működése. A kétféle tudástípust magasabb 
szinten összekapcsolja a metakogníció jelensége, melynek a matematiká-
ban tetten érhető jelentősége Pólya (1945/1957), Skemp (1975), majd – im-
már explicit szóhasználattal – Schoenfeld (1987) munkái nyomán széles 
körben ismertté vált. A metakognitív folyamatokra vonatkozó ismeretek a 
szaktárgyi tudás megszerzésének és működtetésének eszközei, így önma-
gában vett mérésük nem célja a matematikaoktatásnak. Ugyancsak kívül 
esik a diagnosztikus értékelés tartalmi keretein annak értelmezése, hogy 
egyes eljárások ismerete során milyen mértékű automatizálódás és milyen 
mértékű tudatosság fi gyelhető meg. Az automatizálódás ugyan alapvető is-
mérve a matematikai gondolkodási folyamatoknak, mérését az időkorlát 
mellett vizsgált teljesítménymérés jelenti (ld. Nagy, Józsa, Vidákovich és 
Fazekasné, 2004); mégis a szaktárgyi tudás mérésénél általános alapelv a 
„kellő idő” biztosítása a feladatok megoldásához. 

A matematikatudomány területeinek osztályozására az Amerikai Mate-
matikai Társaság 2010-es klasszifi kációja (Ion és Sperber, 2012) haszná-
latos. Ebben a fő területek kétszámjegyű számokkal vannak jelölve, és az 
iskolában szokásosan ismert témakörök mind megtalálhatók benne. Például 
11 a számelmélet, 51 az általános geometria kódja. Érdekesség, hogy a ma-
tematikatudomány részeként a matematikai nevelés is helyet kapott a rend-
szerben, 97-es kóddal. A tudomány tagozódását természetesen csak részben 
követheti az iskolai tananyag szerkezete: az általános és középiskolai törzs-
anyagban „többségben olyan matematikai ismereteket tanítanak szerte a vi-
lágon, ami már az ókorban ismert volt” (Szendrei és Szendrei, 2011). Ezen 
túl a 20. századi metamatematika megjelenésétől datálhatóan az iskolai 
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matematikai alapfogalmak újragondolására is sor került: a halmazfogalom 
a 20. század második felétől utat tört már alsó tagozatos matematikába is.

Szendrei és Szendrei (2011) áttekintésében képet kaptunk a matemati-
katudomány iskolai jelenlétéről, annak történeti, tantervi és szaktudományi 
aspektusairól. Az ott leírtakat két újabb szemponttal gazdagítjuk a jelen kö-
tet számára. Egyrészt megvizsgáljuk, hogy a nemzetközi szakirodalomban 
milyen viták zajlanak egyes alsó tagozatos matematikai témák tanításával 
kapcsolatban, másrészt a szaktárgyi tudás jelentőségéről szóló évszázados 
vitához igyekszünk néhány új megállapítást hozzátenni. 

Elsőként az alábbi matematikai területek 1–6. osztályos jelenlétének 
problémái közül tekintjük át azokat, amelyek közvetlenül kapcsolódnak a 
tanulók diagnosztikus értékeléséhez: törtek, kombinatorika és a procedurá-
lis geometriai tudás.

A törtek tanításának hagyományos ideje a 3–4. osztály, és az egységtör-
teken keresztül jutnak el a tanulók a számláló és nevező fogalmáig. Széles 
tapasztalati bázissal, papírtépéssel, színezéssel, hajtogatással kerülnek kö-
zelebb az absztrakt törtek fogalmához. Streefl and (1991) a törtfogalom fej-
lesztésére a gyermeki gondolkodásban meglévő igazságos elosztás alapel-
vét használta, ezzel a horizontális matematizálás erejét mutatva meg. Ez azt 
jelenti, hogy a törtfogalom tanítása (amely a szaktárgyi matematikatudás 
egyik fontos része) a matematikatudás hétköznapi alkalmazása felől indul-
hat. Ugyanazt a mély alapelvet követhetjük, amely a természettudományok 
tanítása során a meglévő és tudományos szempontból még pontatlan, naiv 
tudásra építve kívánja a tudományosan helytálló fogalmakat fejleszteni 
(Korom, 2005). 

Két testvér hazaér az iskolából, és szeretnének al-
mát enni. De két, igen különböző méretű alma van 
otthon. Hogyan tudják igazságosan elosztani a két 
almát?

A kép forrása: http://nicoraplaca.com/
making-fractions-real-rme/
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A törtek tanításának és a törtfogalom meglétének, a törtekkel bánás pszi-
chikus folyamatainak értékelése jelentős kihívást jelent a tanárok számára. 
Dreher és Kuntze (2015) kutatása azt mutatja, hogy a 11-12 éves korosz-
tályt tanító matematikatanárok leginkább olyan feladatokat alkalmaznak a 
törtekkel kapcsolatos tudás értékelésére, amelyek elsősorban zárt feladatok, 
a törtet mint arányt értelmezték. Ugyanakkor az arányként értelmezéshez 
képest igencsak háttérbe szorult a törteknek mint műveleteknek (felosztás, 
elosztás) az értelmezése, márpedig ennek ebben a korosztályban helye vol-
na.

Egy következő matematikai szaktárgyi terület, amelynek tanítása és 
értékelése számos vitás kérdést fölvetett, a kombinatorika. Nem véletlen, 
hogy a leendő tanítók nemcsak hogy nehéznek tartják a témakört, de – et-
től nyilván nem függetlenül – a témakör tanítását a legnagyobb kihívásnak 
érzik, összehasonlítva azt más matematikai területekkel (Szitányi és Csí-
kos, 2015). Egy adott kombinatorikai probléma megoldása a gondolkodás 
több szintjéhez köthető, és ezekből az első kettőnek a kialakítása (esetek 
következetes megkülönböztetése és az összes lehetőség megkeresése) az 
alsó tagozat feladata. Ugyanakkor a következő gondolkodási szint, amely 
az összes lehetséges eset szisztematikus összegyűjtését jelenti, valamely – 
általában vizualitásra épülő (mint pl. lépcsőzetes elrendezés, poligon, gráf) 
– stratégia alkalmazását jelenti, még a leendő tanítók esetében is kihívást 
jelent. A kombinatorikai témák esetében mindebből következően az összes 
eset összeszámlálását és az eredményül előálló számadatot kérhetjük. Erre 
a célra nyílt és zárt feladatok egyaránt megfelelőek.

Harmadik kritikus területként a geometriai tudás fejlődését említjük. 
A geometriai tudás tárgyi tudáselemektől a geometriai konstruálások fo-
lyamatainak ismeretéig sokféle tudáselem együtteséből épül föl. Ez felveti 
azt a kérdést, hogy amennyiben ezek egyikének-másikának mérésére nem 
nyújt objektív lehetőséget az online diagnosztikus tesztelés (kifejezetten a 
konstruálások területére gondolunk), a többi területen nyújtott teljesítmény 
mérése mennyiben pótolja ezt a hiányosságot. Huey-Min, Bor-Chen és 
Ssu-Ni (2015) idevágó eredményei azt mutatták, hogy egy 4.-től 6. osztályig 
tartó longitudinális vizsgálatban a tajvani gyerekek geometriai tudása há-
rom területen (fogalmi megértés, procedurális tudás és problémamegoldás) 
egyenletesen, lineárisan fejlődött. Ez természetes következménye lehet a 
geometriai tudásterületek egymásrautaltságának és a tanári munka magas 
színvonalának egyaránt. Ebből ugyanakkor az következik, hogy amennyi-
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ben átmenetileg, az infokommunikációs eszközök jelenlegi szintjén vala-
mely részben le kell mondanunk például a procedurális tudás teszteléséről, 
a többi geometriai tudásterületről nyert adatok összességében várhatóan jól 
mutatják a teljes geometriai tudás fejlettségét. 

A matematika területén – más tantárgyakhoz viszonyítva – kevéssé éle-
sen vetődött föl a 20. század folyamán a tudni valamit és a tudni valamiről 
dilemmája, azaz a propozícionális és tárgyi tudás kettősége, relatív fontos-
sága. A matematika tantárgy relatív kevés fogalmat és számos algoritmust 
kínál az 1–6. osztályos korosztálynak. A tipikus matematikai teszt nem az 
ismeretek fontos felidézéséről, hanem a készségek és képességek működé-
séről szól. 

Annak illusztrálására, hogy a kétféle tudástípus egymáshoz viszonyított 
súlya egy konkrét matematikai területen hogyan alakult, Gilmore és Bryant 
(2008) kutatására hívjuk föl a fi gyelmet. Kutatásukban 8-9 éves gyerme-
kek számolási készségét, valamint az összeadás és kivonás inverz jellegére 
vonatkozó fogalmi megértést vizsgálták. A gyerekek három csoportba ke-
rültek: magas szintű fogalmi megértés és jó számolási készség; alacsony 
szintű fogalmi megértés és gyönge számolási készség; végül magas szintű 
fogalmi megértés és alacsony szintű számolási készség. (Olyan eset nem 
volt jellemző, hogy valaki jó számolási készséget érjen el alacsony szintű 
fogalmi megértés mellett.) A rejtélyes harmadik csoport esetén azt a ma-
gyarázatot találták, hogy nem a számolási készség lemaradásáról van szó a 
fogalmi megértéhez képest, hanem inkább a fogalmi megértés viszonylag 
magas, előrehaladott szintjéről, amelyet leszakadva követ a számolási kész-
ség. Ez a jelenség akár általános is lehet más matematikai területeken: vala-
mely dologról tudni és azt megérteni gyakran megelőzi a hosszabb fejlődési 
időt kívánó procedurális tudást. Emiatt a diagnosztikus értékelés feladatai-
nak elemzése során fontos megkülönböztetnünk a tárgyi tudást és fogalmi 
megértést mérő feladatokat a készség jellegű tudást vizsgáló feladatoktól.

Fejezetünk a már megszokott szerkezetet követi: A három életkori sáv-
nak megfelelően 4.1, 4.2 és 4.3 alfejezetekre osztjuk, majd ezeken belül, 
harmadik szintű alpontként jelennek meg a matematikatudomány részte-
rületei. Az ezeken belüli esetleges további szerkezeti elemeket már nem 
számozzuk, hanem tipográfi ai megoldásokkal különítjük el.
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4.1. Az 1–2. évfolyam részletes értékelési keretei

Az 1–2. évfolyam, majd a további két életkori sáv terjedelmi jellemzőit 
összevetve előrebocsátjuk, hogy az 5–6. évfolyamokhoz rendelt karcsúbb 
terjedelem semmiképpen sem annak az évfolyami sávnak a negligálását 
jelenti, hanem sokkal inkább azt, hogy az alsóbb évfolyamokon már meg-
ismert alapelvek alkalmazásához nem szükséges ismétlésekbe bocsátkoz-
ni. Az egyes életkori sávokon belül ugyanakkor a tematikus részterületek 
tartalmi arányainak lehet olyan üzenete, hogy mely évfolyamokon mely 
területek mérése jelent kihívást még a szakértők számára is. Ilyen értelem-
ben az 1–2. évfolyamokon a Számok, műveletek, algebra területet, a 3–4. 
évfolyamos tanulóknál a geometria mérését elemeztük és illusztráltuk bő-
ségesebben. Külön megemlítjük a Kombinatorika, valószínűségszámítás, 
statisztika területet, amelynek mérése (és természetesen fejlesztése) nem 
csupán lehetséges, hanem szükséges már 1. osztályos kortól. A számos 
mintafeladat, amelyet ennek a területnek szenteltünk, a terület jelentőségét 
is szimbolizálja.

4.1.1. Számok, műveletek, algebra

Számok
A számfogalom kialakulása szoros kapcsolatban áll az „ugyanannyi” re-
lációval. Elsősorban a párosítással kapcsolatos változatos tevékenysé-
gek – illeszkedve tárgyakhoz, képekhez, rajzokhoz, szavakhoz − segítik a 
több, kevesebb, ugyanannyi fogalmak értését és a megfelelő szimbólumok 
(<; >; =) meg- és felismerését, helyes tartalommal való feltöltését. A sok-
féle tevékenység kapcsán fokozatosan meggyőződnek a diákok arról, ha 
két csoportban, halmazban ugyanannyi elem van, akkor azok számossága 
megegyezik, azaz – ugyanaz a szám jellemzi őket, ugyanaz a szám kapcso-
lódik hozzájuk – a bennük szereplő tárgyak, dolgok, élőlények stb. száma 
ugyanannyi darab. Ezen kapcsolat, összetartozás biztos értése, tudása a he-
lyes számfogalom-kialakulás feltétele (D1. feladat). 
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D1. feladat

A D2. feladatban a darabszámok összehasonlítása van a középpontban. 
A tárgyakat megszámlálhatja, párba rendezheti, csoportosíthatja a tanuló. 
Fontos a sok-sok konkrét tapasztalat, a számjelek képekhez való kapcsolá-
sa, a számkártyák használata. A számok (számszimbólumok) írása később 
kezdődhet. 

D2. feladat
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A számfogalom kialakítását a mérőszámokkal való tapasztalati ismer-
kedés is segíti. Az első és a második évfolyamon – folytatva az óvodai elő-
készítést − okosan megtervezett és irányított játékok sokaságának (pl. koc-
kákkal való térkitöltés, kancsó vízzel, homokkal, babbal, búzával, borsóval 
való kitöltése pohár segítségével, összeöntögetések) eredménye, hogy ké-
pessé válnak a tanulók viszonyításokra (például több, kevesebb, hányszor 
akkora) és a darabszám mellett a mérőszám helyes használatára. Olyan ta-
pasztalatok tudatosulnak, mint például: (1) ugyanazon kancsó megtöltésé-
hez kisebb pohárral többször, nagyobb pohárral kevesebbszer kell tölteni, 
(2) ugyanazt a hosszúságot nagyobb egységből kevesebb darabbal, kisebb 
egységből több darabbal tudom kirakni, (3) ugyanazon egységeket használ-
va, a mérlegen a nehezebb tárgyakat több, a könnyebb tárgyakat kevesebb 
egységgel tudom kiegyensúlyozni. Ezen mérésekhez az egységet szabadon 
választhatjuk, és a hivatalos mértékegységeket is választhatjuk anélkül, 
hogy ismeretüket megkövetelnénk.

A konkrét tömegek összehasonlítása során alkalmazzuk a hagyományos 
kétkarú mérleget, mely az egyenlőségeket, egyenlőtlenségeket kitűnően 
szemlélteti. (Ez a tapasztalat olyan élményeket, emlékeket hagy a gyere-
kekben, melyre később, a mérlegelv tanítása során is építhetünk.)

D3. feladat 
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A D3. feladat a kétkarú mérleg használatát mutatja be kissé szokatlan 
formában.

A méréseknél a változatos egységválasztás (pl. a színes rudak használa-
ta) segíti a számfogalom általánosabb, biztosabb alapjának kialakítását. A 
sokféle mérési tapasztalat hozzájárul az arányos változások gondolatának 
előkészítéséhez.

A gyerekek gyakran rendezik sorba játékaikat. A fi gurák sorrendje, sor-
száma változhat. Ez a mozzanat magában hordozza annak a tudatosulását, 
hogy a sorszám nem rögzül egy adott fi gurához, hanem attól függ, hogy a 
fi gurákat hogyan sorakoztatjuk fel, és honnan kezdjük a megszámozásukat. 
Megtapasztaljuk, hogy a fi gurák száma attól nem változik, hogy milyen sor-
rendbe állítjuk vagy melyik irányból kezdjük megszámlálni azokat. Adott 
számú fi gura sokféle konkrét sorrendezése, a fi gurák helyének változtatása, 
az első, második, harmadik, stb. kifejezések gyakori ismétlése hozzájárul 
a sorszám fogalmának helyes kialakulásához, valamint a szám, sorszám 
fogalmak különbözőségének megértéséhez, támogatja a számegyenes fo-
galmának előkészítését is (pl. sorszámok növekedésének, csökkenésének 
iránya, számszomszédok megkeresése).

A számfogalom fejlettségének értékelése külső szakemberek által meg-
fi gyelhető jellemzők, tulajdonságok tesztelésével történik. A fejlesztő érté-
kelés alapfeltétele, hogy ismerjük a megfelelő szintű tudás kialakulásának, 
és ebből következően a fejlődési nehézségek diagnosztizálásának lehetősé-
geit, folyamatát. 

Az első évfolyam végéig legalább 20-ig, a második évfolyam végéig 
legalább 100-ig meg kell ismerni a diákoknak a természetes számokat. Ez 
azt jelenti, hogy ebben a számkörben ki kell alakítani a biztos számfogal-
mat, meg kell ismerni és jól kell alkalmazni az olvasás-írás folyamán a 
számszimbólumokat. A követelmények sora folytatódik: számszomszédok, 
páros vagy páratlan a szám, nagyság szerinti rendezés, egymáshoz viszo-
nyított helyzetük (számegyenes), bontásuk többféleképpen (pl. tízesek és 
egyesek összegére), kerekítés tízesekre (készpénzes vásárláskor a forint 
alapú fi zetés során 5-re vagy 10-re). 

A D4. feladat a számfogalom fejlettségének diagnosztikus értékelésére 
mutat példát:
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D4. feladat

A negatív számok (találkozás irányított mennyiségekkel [pl. melegebb-
hidegebb; 8 óra előtt, után, tőlem jobbra, balra], a törtszámok (egész egyen-
lő részekre darabolása, hajtogatása stb.) tapasztalati megközelítésére vonat-
kozó tevékenységek is szerepelnek már ezen a két évfolyamon.

A nulla nemcsak mint szimbólum jelent nehézséget a kisiskolásoknak, 
hanem a nullának mint számnak a kezelése is nagy feladat. A nulla szám-
jegy és számnév kitüntetett jelentőségét illusztrálja a D5. mintafeladat:

D5. feladat

E két évfolyamon a különböző tárgyak, és az apróbb-nagyobb rajzos 
fi gurák csoportosításával, mely leggyakrabban tízesével történik, a tí-
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zes-százas átlépések tudatosításával már elkezdjük a számrendszer és 
helyiértékrendszer fogalmi előkészítését is. Elvárás az elemi tájékozottság 
(konkrét számok esetében) a tízes számrendszerben, az egyes és tízes fo-
galmának ismerete.

Műveletek
A zárójel összekapcsoló szerepét, értelmezését, használatát is konkrét fel-
adatok (egyszerű szöveges feladatok, összeg, különbség elvétele, illetve 
szorzása) alapján tapasztalják meg a tanulók. 

Az első évfolyamon a szóbeli számolási eljárásokat, az összeadás és 
kivonás elvégzését készségszinten várjuk el a 20-as számkörben, az ered-
mények ellenőrzésével együtt. A tanult számok két szám összegére való 
bontása, pótlások és három tag összeadásának ismerete elsőben a gyakor-
lottság szintjén elvárás, a második évfolyamon már a 100-as számkörben 
olyan alapelvárás, mely kiegészül a „kis egyszeregy” biztonságos ismereté-
vel. A „kis egyszeregy” a szorzás és bennfoglalás táblázatát jelenti a százas 
számkörben.

Míg az első évfolyamon egyfajta gyakorlottságot szereznek a gyerekek 
a hiányos műveletek, nyitott mondatok kiegészítése, állítások igazságának 
ellenőrzése területén, addig a második évfolyamon mindezt kiegészítve, 
már nemcsak igazzá, hanem „nem igazzá” is tesznek akár kétváltozós nyi-
tott mondatokat is. Állításokat fogalmaznak meg, s döntenek azok igazsá-
gáról.

Algebra
Az első két évfolyamon bevezetett szimbólumokat, azok szóbeli kifeje-
zését és írásbeli jelölését a különböző összefüggésekben, kapcsolatokban 
(pl. nyitott mondatok) az algebra előkészítését szolgáló elemi szereplőknek 
foghatjuk fel. Erre mutat példát a D6. feladat.

Az ilyen feladatokban ugyanazok a szimbólumok ugyanazokat a szá-
mokat jelölik, de különböző szimbólumok nem csak különböző számokat 
jelölhetnek. 

Például:  +  = 6 nyitott mondatnak a  = 3,  = 3 számpár is 
megoldása.
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D6. feladat

Az algebrai szimbólumok iskolai alkalmazásának jelentős terepét jelen-
tik az olyan szöveges feladatok, amelyek egy vagy két számtani művelet 
elvégzésével megoldhatók, és amelyeknél a feladat megértését elsősorban 
a felírt nyitott mondat igazolja. 

Az első évfolyamon az egyszerűbb szöveges feladatok két adat össze-
adásával vagy kivonásával megoldhatók. Az ilyen típusú feladatoknál nem 
fontos az ismeretlenre szimbólumot bevezetni. A szimbólum bevezetésének 
akkor van jelentősége, ha a feladatban az összeg valamelyik tagja, illetve a 
kisebbítendő vagy a kivonandó valamelyike az ismeretlen. A szimbólumok 
jelentéstartalmát már egyszerű feladatoknál is rögzíteni kell szóban vagy 
írásban (D7. feladat). 
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D7. feladat

Már ebben a korban is adhatunk olyan egyszerű szöveges feladatot, 
melynek körültekintő értelmezésével sok felesleges munkától szabadul 
meg diák. Például a következő feladat is ilyen.

Melyik az a szám, amely 17-nél nagyobb, de 13-nál kisebb?
Megoldás: Nincs ilyen szám. (Ha a számegyenesen bejelöltetjük a 
részmegoldásokat, világosan látszik, hogy nincs a két feltételnek 
egyszerre megfelelő szám.)

Az ilyen típusú feladatok elősegítik, hogy az azonnali műveletkijelölésre 
vagy válaszadásra törekvés helyett először a feladatot próbálják megérteni.

A tanult számjelek, műveleti jelek, relációs jelek, ismeretlent jelölő je-
lek, majd később a lejegyzés, a zárójelek segítségével modellalkotás ko-
moly absztrakció a kisdiák számára. A tanulók által felfedezett összefüggé-
seknek − és azok közlési módszereinek − megvitatása sokrétű gondolkodási 
folyamatokat segít elő. Egy konkrét képet, szöveget, látványt sok irányból 
közelíthetjük meg, sokféle gondolatot válthat ki belőlünk, s a gondolataink 
lenyomata, rögzítése is sokféleképpen lehet jó (D8. feladat). 

Legördülő lista szövege: piros / kék / zöld / narancs / lila
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D8. feladat

A szöveges feladatok szimbolikus lejegyzése, a különböző konkrét le-
jegyzésekhez kapcsolódó szövegalkotás, azaz az „oda-vissza út” sokszori 
és konkrét bejárása mélyíti a fogalmak tartalmának megértését, képessé 
teszi a tanulókat egyszerű szöveges feladatok matematikai nyelven való 
megfogalmazására, illetve a matematikai szimbólumokhoz való adekvát, 
egyszerű szöveg alkotására.

A szöveges feladatok jelentős része a nyitott mondatokhoz kapcsolódik. 
Adott szöveg alapján a nyitott mondat szóbeli megfogalmazása, írásbeli 
lejegyzése, a benne szereplő ismeretlen(ek) konkretizálása, azaz behelyet-
tesítése konkrét elemekkel igazzá vagy hamissá tehetik az így keletkezett 
állítást. A nyitott mondatok többségének értelmezési tartománya a tanult 
számhalmaz elemeire korlátozódik, de számos más területről, mondjuk a 
növény- vagy állatvilágból, mesevilágból is megválaszthatók az alaphal-
maz elemei.

A következő feladatban többféle állat képét tartalmazó kártyákat rakunk 
az asztalra. A kártyákon egy háziállat vagy egy vadállat képe van. A meg-
oldás során a kiválasztott kártyákat tevőlegesen a keretbe kell helyezni, s 
ezután dönteni kell az állítás igaz voltáról. Ez előrevetíti annak szükséges-
ségét, hogy az alaphalmaz minden eleméről el kell dönteni, megoldás-e 
vagy sem (D9. feladat).
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D9. feladat

A számfeladatok megoldása során a zárójel felesleges használatáról, il-
letve az elhelyezésének az eredményt befolyásoló szerepéről gyűjthetnek 
tapasztalatot a tanulók. A zárójelek alkalmazásának indokoltságát a szöve-
ges feladatokhoz kapcsolódóan is be kell mutatnunk (D10. feladat).

D10. feladat
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A válaszok helyességét a műveletsorok végeredményének kiszámítá-
sával és az eredmény „kipróbálgatásával” fogják ellenőrizni a gyerekek. 
Lesznek, akik következtetéssel számolják ki az eredményt, s megkeresik 
ezen eredményt adó műveletsor(oka)t, és lesznek – valószínűleg keveseb-
ben − a végeredmény ismerete nélkül is a jó megoldást adó műveletsorokat 
kiválasztó gyerekek (D11. feladat). 

D11. feladat

Az első két évfolyamon váljanak képessé a tanulók állítások megfogal-
mazására egyszerű tevékenységhez, képhez, rajzhoz kapcsolódóan, tudja-
nak dönteni azok igazságtartalmáról, legyenek képesek nyitott mondatokat 
kiegészítéssel igazzá tenni, behelyettesítéssel lezárni. 

A feladatmegoldó stratégiák fejlesztéséhez fontos, hogy kétirányú kap-
csolat alakuljon ki a feladatban szereplő dolgok és viszonyok, valamint 
a megoldáshoz vezető matematikai lépések között. Emiatt már 1–2. osz-
tályban képesnek kell lenniük a tanulóknak arra, hogy adott matematikai 
struktúrához megtalálják a megfelelő szöveges (vagy rajzos) feladatot. E 
két évfolyam végére tudjanak számfeladatokat, nyitott mondatokat közösen 
is és önállóan is megfogalmazni sokféle tevékenység és egyszerű szöve-
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gek alapján. Mint fentebb láttuk, adott megoldási lehetőségek közül tudják 
kiválasztani a szöveghez illő(ke)t, és fordítva is, számfeladathoz, nyitott 
mondathoz tudják a megadott szövegekből a helyeset kiválasztani, illetve 
egyszerű, világosan fogalmazott szövegeket alkotni (D12. feladat).

D12. feladat

A 2. osztály végére a tanulók tudják, hogy a szöveges feladatok megol-
dásának az első és legfontosabb lépése a megértés. A megértést elősegíti a 
lejátszás, megjelenítés, ábrázolás, szükség esetén az értelmes átfogalma-
zás; a megértést követi a lejegyzés számfeladattal vagy nyitott mondattal, 
sorozattal, táblázattal, ezután jöhet a számolás, szabálykeresés, majd az el-
lenőrzés, az eredeti problémára való vonatkoztatás, majd az összevetés az 
adatokkal, valósággal, előzetes becsléssel, végül a válasz megfogalmazása, 
lejegyzése. Az értékelés során a szöveges feladatok megoldásának lépése-
it önállóan értékelhető feladategységekre bontjuk, ezzel lehetővé tesszük, 
hogy esetleges számolási hibák ne tegyék értéktelenné a feladatmegoldás 
további, elvileg helyes lépéseit.



208

Csíkos Csaba, Lajos Józsefné, Makara Ágnes, Szitányi Judit és Zsinkó Erzsébet

4.1.2. Relációk, függvények

1–2. osztályos korban a következő fejlesztési feladatok és értékelési 
követelmények jelentkeznek a témakör fogalmi bázisával kapcsolatban: 
sorozatok folytatása és szabálykeresés tárgyakból, rajzos jelekből álló so-
rozatok esetén. A tanulóknak képesnek kell lenniük adott szabály alapján 
sorozatokat generálni. A sorozatokat meghatározó szabályszerűséget tudni-
uk kell szóban is megfogalmazni. 

Adatpárok és adathármasok közötti összefüggések területén 1–2. osztály 
végére a következő követelmények fogalmazhatók meg. A tanulók legye-
nek képesek két halmaz összetartozó tagjai között a kapcsolatot felismerni, 
és a felismert szabály alapján a hozzárendelést megvalósítani. A környe-
zetükből ismert tárgyak, személyek, szavak és számok egyaránt szerepel-
hetnek a kapcsolatba hozandó halmazok elemei között. Legyenek képesek 
a számok és mennyiségek közötti kapcsolatokat nyíllal jelölni. Legyenek 
képesek az összetartozó számpárokat táblázatba rendezni, a táblázatba ren-
dezett számpárok esetén pedig („gépjáték”) a szabályt felismerni és folytat-
ni (D13. feladat).

D13. feladat
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Ebben a korosztályban a számpárok közötti összefüggéseket jelölő sza-
bály egyszerű, lineáris összefüggést kifejező szabály lehet, vagy pedig a 
számjegyek összegével, a számok alaki tulajdonságaival kapcsolatos. Le-
gyenek képesek az összetartozó adatpárral megadott konkrét pontok ábrá-
zolására a Descartes-féle derékszögű koordináta-rendszerben.

A számhármasok közötti összefüggések legtipikusabb eseteiben alap-
műveleti számolásban szereplő számokról és a műveletvégzés eredményé-
ről van szó. Például egy elvégzett kivonás műveletben három számadat sze-
repel, amelyek helye a műveleti jelekhez képest nem felcserélhető. Az így 
összetartozó számhármasokat gépjátékszerű táblázatba rendezhetjük.

A relációk és függvények témakör jellemző feladattípusai között talál-
juk 1–2. osztályban a sorozatok folytatását, kiegészítését, amelyhez a sza-
bály megállapítása társul.

A sorozatok elemei lehetnek 
– egyszerű geometriai alakzatok, pl. …
– számok, pl. 1 3 5 7 …
– különböző tartalmi területekről származó szimbólumok, pl. a   á   b…

2. osztály végére a tanulóknak képesnek kell lenniük felismerni a hánya-
dos-sorozat szabályát is a 100-as számkör szorzótábláján belül. 

Az adatpárok közötti összefüggésekre épülő feladatok jellemző formá-
ja a táblázatos elrendezés, ahol a szabály felismerését követően a táblázat 
folytatását várjuk el. Hasonlóan a sorozatokhoz, az adatpárok is lehetnek 
matematikai tartalmúak vagy más szimbólumrendszerekhez kötöttek (D14. 
feladat), a matematikai tartalmon belül pedig jellemzően geometriai és 
számtani jelenségek fordulnak elő. Megjegyezzük, hogy a szövegesfeladat-
jelleg itt is elsősorban abból adódik, hogy a feladatokban megfi gyelhető 
szabályok megfogalmazása szóbeli körülírást igényel. 
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D14. feladat

Az adatpárok táblázatos elrendezésében 2. osztály végére meg kell je-
lennie olyan szimbólumoknak, amelyek egy-egy adatsort jeleznek (pl. az 
egyik adatsor jele , a másiké pedig ), és a szabályt az absztrakt jelek 
segítségével kell megfogalmazni (D15. feladat).

D15. feladat

A tanulótól elvárható megoldás a következőképpen hangozhat: „A  
sorában lévő számhoz hozzáadok egyet, majd ezt a számot kettővel meg-
szorozva megkapom a  sorában lévő számot.” Vagy: „A  sorában lévő 
szám kétszeresét veszem, majd ehhez 2-t hozzáadva megkapom a  sorá-
ban lévő számot.” Feladatunk az induktív gondolkodásra épül, ebből adó-
dóan más megoldási mintázatok is elképzelhetők. Célunk itt a az egyszerű 
szimbólumok bevezetésének és használatának illusztrálása volt.
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4.1.3. Geometria

Az 1–2. évfolyamon a geometria tanításának legfőbb eszköze a cselekvő 
tevékenység. A változatos tevékenységek során megszerzett tapasztalatok, 
ismeretek megalapozzák az alsó tagozat, de a későbbi évek fogalmi épít-
kezését is. Ebben az életkorban nyilvánvaló a térbeli alakzatokkal való te-
vékenykedés elsőbbsége, hiszen a kézbefogás, megtapogatás, egyáltalán a 
kézzel érzékelés a környező világgal való ismerkedés első élményei közé 
tartozik. Ennek okán a geometriai követelmények egyik pillérét képező 
konstruálások a háromdimenziós (térbeli) formákkal kezdődnek. Az óvo-
dáskorú gyermek a játékai közül már ki tudja választani azt, amelyre rá-
kérdezünk az általa sokszor hallott és megszokott szavakkal (pl. Add ide 
nekem a piros kockát!): A szavak, nevek ilyenkor még a konkrét tárgyhoz 
szorosan kötődő asszociációként működnek; a kocka fogalma, mint abszt-
rahált fogalom csak tudatos iskolai fejlesztés eredményeként jön létre. A 
fejlesztés lényege – különösen az alsó tagozaton – az aktív és tudatos te-
vékenykedés, a konkrét cselekvésekhez kötődő felfedeztetés, a fogalmak 
(és szavak) következetes használata. Az óvodából érkező gyermekek jogos 
igénye, elvárása a játék. Az életkori sajátosságokat, a pszichológiai fejlő-
dést, a mentális fejlődést fi gyelembe vevő tankönyvek mindegyike kínál 
olyan játékos tevékenységeket, apróbb versenyeket, humoros feladványo-
kat, amelyek az egészséges fejlesztéshez elengedhetetlenek. 

A geometriához kapcsolódó követelményeket lényegében négy nagy 
csoportba rendezhetjük: konstruálások, transzformációk, tájékozódás és 
mérés.

Konstruálások
A geometria e részterületének középpontjában térbeli, síkbeli alkotások, s 
ezek tulajdonságainak vizsgálata áll. 

Elsősorban a szabadon, majd bizonyos feltételekhez kötődő alkotások, 
alakzatok formai tulajdonságait vizsgáljuk, megalapozzuk az erre épülő fo-
galmak kialakulását. A változatos, manipulatív szintű cselekvő tevékenysé-
gek sorozata – vágások, hajtogatások, ragasztások, áttetsző papírra másolá-
sok, színezések, kirakások, rajzolások, kockákból való építés újabb kockák 
hozzátevéssel, elvételével – az elkészült alakzatok tulajdonságainak meg- 
és felismerése. Azonosságokat és különbözőségeket vesznek észre, ezeket 
a gyermeki szókinccsel szavakba öntik. A tanulók képessé válnak alakzatok 
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azonosítására, megkülönböztetésére az alakzatok képe, illetve geometriai 
tulajdonságai alapján; képesek az alakzatok szétválogatására − egyszerű, 
konkrét feltételt megadva − a geometriai tulajdonságok alapján. 

Felismerik összkép alapján a kockát, téglatestet, négyzetet, téglalapot. 
Fokozatosan fejlődik a geometriai szimbólumrendszer tartalommal való 
megtöltése, az összefüggések megértése (D16. és D17. feladatok). 

D16. feladat

D17. feladat
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Általában a második évfolyamon kerül sor a testek és síkidomok (itt 
kiemeltebb szerep jut a négyzeteknek, téglalapoknak) jellemzőinek ala-
posabb vizsgálatára, ahol a görbe vonal, egyenes vonal, bezáródó (zárt) 
vonal, csúcs, lap és él fogalmak értő használata, sőt adott esetben szám-
szerű meghatározása segít az alakzatok jellemzésében. Az alakzatok ala-
pos megfi gyelését követően, egyszerűbb esetekben, megadott alaprajzokra 
különböző testeket építhetünk, s a jól készített árnyképekből (vetületekből) 
megpróbálhatunk alakzatokat rekonstruálni.

1.  Tegyétek külön csoportba az előttetek lévő kártyák közül azokat, 
amelyeken kört láttok!

2.  Rakjátok külön csoportba a betűkártyák közül azokat, melyeken a 
betűk csak egyenes vonalakból állnak! 

3.  Vegyétek elő a színes rudakat tartalmazó dobozt. Tegyétek a padon 
középre a piros rudat, alája a nála kisebbeket! (Mivel a doboz 
minden színből több rudat tartalmazhat, adhatunk még egy utasí-
tást: „Elég egy színből csak egy darab rudat kirakni.”) 

4.  Építsetek a színes rudak felhasználásával díszes kerítést! Egy 
négytornyú várat! Stb.

5.  Építsétek meg ti is az asztalon látható testet színes rudakból! (Koc-
kát, téglatestet vagy ezekből épített egyszerű alakzatokat rakjunk 
ki először.)

Válasszunk olyan feladatokat is, melyek vidám, játékos hangulatot te-
remthetnek, de sokféleképpen fejlesztenek. 

1.  A lapon látható nagy kört egészítsétek ki szabadon úgy, hogy egy 
nyuszifejet lássunk! Színezzétek is ki! (A szemmel való ellenőrzést 
követően megdicsérjük az ötleteket.)

2.  A kört csak háromszögekkel egészíthetitek ki úgy, hogy a végén egy 
cicafejet lássunk. 

3.  Az előttetek lévő lapon köröket láttok. Egészítsétek ki a körök 
mindegyikét szabadon!
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A munka végén tűzzük a nagy táblára a rajzokat, 
és beszéljünk azokról: 

–  Mi a közös, mi a különböző a rajzokon? 
–  Hány képen van állatfi gura? 
–  Ki mit rajzolt az első sor második körére? És 

a harmadik sor első körére? 
–  Tegyenek fel kérdéseket a kis kiállítással kap-

csolatban!
–  Mondjanak igaz és hamis állításokat, véle-

ményt a rajzokról! 
–  Melyek tetszenek a legjobban? Miért? 
–  Próbálják kitalálni, hogy melyik rajz mit áb-

rázol!
A fentihez hasonló tevékenységek, konstruálások, megfi gyelések ké-

pessé teszik a tanulókat arra, hogy ők is megfogalmazzanak rövid szöve-
ges feladatokat, értelmes kérdéseket. Akár ugyanazt a geometriai tartalmat 
többféle „szövegruhába” is öltöztethetik. 

Jól szervezett munkával egyszerre több területen is fejlődnek a gyere-
kek. Előfordulhat azonban, hogy nincs párhuzamban az értelmi és verbá-
lis képességük fejlődése. Azt gondolhatjuk, azért nem válaszol a gyermek, 
mert nem tudja a választ, pedig csak nem elég gyors a fogalmazásban, nem 
elég bő a szókincse, nem találja a megfelelő szavakat a válaszhoz. A mate-
matika és ezen belül a geometria szöveges feladatai – legyenek azok akár 
csak néhány szóval kifejezhető gondolatok – hatékony eszközei az értő, 
értelmező olvasás, a szövegértés, szövegalkotás fejlesztésének. 

A megfelelő önbizalom és a fejlesztő nyelvi környezet kialakításával 
képessé válnak a gyerekek a matematikai szókincs helyes alkalmazására, a 
pontos és választékos szóbeli megfogalmazásokra.

Készítsd el az alábbi két építményt a színes rúdkészlet fehér kiskockáiból 
vagy akár kockacukrokból! Alaprajzukat itt láthatod. 

A számok azt mutatják, hogy hány kiskockát kell egymás tetejére tenni. 
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A D18. feladat a „fogd és vidd” módszerrel szerkesztett geometriai fel-
adatra mutat példát.

D18. feladat

A következő feladathoz szükséges eszköz: egy számegyenes, melyen 
0-tól 30-ig jelölve vannak az egészek.

Egy bolha a számegyenes 12-vel jelölt pontján pihen. Majd hirtelen 
ugrálni kezd. Először jobbra ugrik 7 egységet, majd tovább jobbra 5 
egységet, innen balra 23 egységet, majd ismét jobbra 10 egységet, végül 
balra 3 egységet. Hány egységnyire van az indulás helyétől?
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Csoportos feladat lehet az alábbi: 
Négy gyerek az asztal négy oldalára ül. Az asztalon kiterített csomago-
lópapíron egy közös építményt konstruálnak a csomagolópapíron meg-
adott feltételek szerint. Építhetnek kockacukrokból, fehér rudakból.

Csomagolópapírra öt nagy és egybevágó négyzetből keresztformát raj-
zolunk. A középső négyzet üres marad, a négy „kilógó” négyzetre egy-
szerű elrendezésben kisebb, egybevágó négyzetlapokat rajzolunk, pél-
dául az alábbi ábrák szerint.

Megalkotható-e olyan építmény, amelyet négy különböző irányból nézve 
éppen a kis fekete négyzetek által mutatott ábrát láthatjuk? 

Megoldás:
1.  Ahol csak egy-egy kis fekete négyzet van a négy nagyobb négyzet 

mindegyikére rajzolva, ott az építmény egyetlen kocka, középen jól 
elhelyezve. 

2.  Ahol mind a négy vetület két négyzet egymás mellett, ott már többféle 
alakzat megépítése is jó megoldást ad. A két kocka átlós elhelyezésé-
től a 3 vagy 4 kocka jó elhelyezése is megoldás. 

A gyerekek általában négy kockát tesznek középre, ilyenkor javasoljuk, 
hogy próbáljanak elvenni közülük kiskockát úgy, hogy közben az oldalné-
zetek ne változzanak.

Már ebben a korban is adható olyan feladat, melynek több jó megoldása 
van, és a tanulóknak képessé kell válniuk az összes jó megoldás megkeresé-
sére. Itt mindig az életkornak megfelelő, egyszerű feladatokra gondolunk. 

A második évfolyamon a geometriai tevékenység kiterjed a különböző sík-
beli alakzatok cérnával, zsinórral való körbekerítéséhez, síklapok különböző 
egységekkel való teljes (hézagmentes és egyrétű) lefedésére. Ezek a tevékeny-
ségek a kerület, terület fogalmának tapasztalati előkészítését szolgálják. 
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Ilyen lefedések az alábbiak is:

Transzformációk
A transzformációk közé a különböző alakzatok mozgatásához (tükrözés, 
eltolás, forgatás) és ezek irányának a tudatosításához kapcsolódó tevékeny-
ségek tartoznak.

A két- és háromdimenziós alakzatok mozgatása, különböző rácsokon 
való elmozdítás során megfi gyeljük, hogy megváltoznak-e egymáshoz ké-
pest az eredeti és az újonnan keletkezett alakzat tulajdonságai (D19. fel-
adat).

D19. feladat
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Vannak-e öröklődő formai vagy méretbeli tulajdonságok? Például egy 
négyzetrácson két oldalszomszédos négyzetet körberajzolunk, ezt átmásol-
juk egy másik papírra, precízen kivágjuk, és a kapott téglalapot mozgatjuk 
úgy, hogy kijelölünk egy irányt két rácspont irányított összekötésével, s 
ebben az irányban toljuk el a kivágott téglalapot valamennyivel. Vagy szí-
vószálhoz ragasztjuk a téglalapot, és kijelölünk egy rácspontot, mely kö-
rül elforgatjuk a téglalapot, vagy két rácspontot összekötő egyenes mentén 
meghajtjuk a lapot, és bejelöljük a téglalap tükörképének a helyét.

A geometriai transzformációs feladatok fejlesztik az alkotó fantáziát, 
a kreativitást, az ötletességet, esztétikai érzéket. Tükrözésekkel, eltolással 
gyönyörű sormintákat tudunk előállítani. A tanulók ebben az életkorban 
már képesek a tükörkép és az eltolt kép megkülönböztetésére az összkép 
alapján. Igen egyszerű a kisméretű fehér papírszalvéták pontos összehajto-
gatását követő bevagdosásokkal, kivágásokkal szép mintákat alkotni. Pél-
dául kétszeri összehajtás után az egyik sarkát vágjuk le, nyissuk ki, hogy 
lássák a gyerekek a kapott mintát. Biztassuk őket különféle mintázatok elő-
állítására. Ha több, együtt meghajtott szalvétát vágunk meg, akkor ezekből 
periodikusan változó (pl. a periódus 5 elemű) sorozatokat tűzhetünk fel a 
táblára, és számtalan kérdést tehetünk fel, sok kis szöveges feladatot fo-
galmazhatunk meg a szép látvánnyal kapcsolatban. (A fekete színű rész a 
hiányzó papírt jelöli.)

1.  Melyik minta esetén hiányzik a legtöbb papír az eredeti papírszalvé-
tából? 

2.  Hány lyuk van az 5. papírszalvétán?
3.  Azonos vagy különböző mintázatú a 3. és a 7. szalvéta? És a 3. és a 

8. szalvéta?
4.  Ha ugyanúgy folytatnánk a mintákat és a kirakást, a 20., 30. és a 100. 

helyen milyen mintájú szalvéta állna? 

A sorminta folytatására és az elforgatás felismerésének mérésére alkal-
mas a D20. feladat.
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D20. feladat

Tájékozódás
A helyzetviszonyok kifejezésével, irányok megmutatásával, adatokkal 
jellemzett helyek megkeresésével jelentősen hozzájárulunk a tanulók tér-
szemléletének fejlesztéséhez, a térben és a síkban való helyes eligazodási 
képesség fejlesztéséhez. A számegyenes, majd a később megjelenő koor-
dináta-rendszer fogalmának elemi tapasztalati szintű előkészítését (elhe-
lyezkedések viszonyításával, kezdve az előre, hátra, alatt, fölött, mellett, 
mögött, messzebb, közelebb, a kettő között, tőle kettővel jobbra, hárommal 
balra, aztán csak számokkal kifejezve a viszonyokat stb.) e témához kap-
csolódó tevékenységek sora segíti.

Az alábbi példában mindenkinél van négyzethálós papír, melyen a rács-
vonalak irányában jelölve van a négy égtáj:

Egy négyzetrácsos lap valamelyik rácspontjából kelet felé indulok. Min-
dig rácsvonalon haladok, s rácspontnál fordulok. Mindig balra fordu-
lok. Egy négyzetoldal a hosszegység. A megtett útszakaszok hossza sor-
rendben a következő: 2, 3, 1, 2, 5, 4, 3, 5. 
Rajzold le az utamat! 
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Az út kezdő s végpontja hány egységnyi távolságra van egymástól?

Megoldás: 3 egységnyi távolságra van egymástól az út kezdő- és vég-
pontja.

Mérések
A mérések részterületen a mérhető geometriai tulajdonságok vizsgálatára 
vonatkozó tevékenységekről, követelményekről van szó. 

A térbeli és síkbeli alakzatok jellemzői közé – a formai tulajdonságok 
mellé – bekerülnek a számszerűsíthető, mennyiségi jellemzők is. Ez a tevé-
kenység- és követelménycsoport a matematika más területeihez is köthető, 
például hozzájárul a szám- és műveletfogalom kialakításához, megerősí-
téséhez. A hosszúságot, kerületet, területet, tömeget, űrtartalmat sokféle 
alkalmilag választott és néhány szabvány egységgel pl. méter, kilogramm, 
liter, az időtartamot az óra, nap, hét helyes alkalmazásával mérjük sokféle 
szituációba ágyazva. A jól megtervezett tevékenységek során szerzett ta-
pasztalások lehetővé teszik az egység, mennyiség, mérőszám kapcsolatá-
nak felfedezését, az arányos változások tapasztalati előkészítését. Az 1–2. 
évfolyam végére elvárható, hogy a tanuló jártas legyen az alkalmi mérték-
egységekkel végzett gyakorlati mérésekben, a tanult szabványmértékegysé-
gek ismeretében, gyakorlati használatában (D21. feladat). 
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D21. feladat

A fenti négy téma tanítása rendkívül eszközigényes. A követelmények 
teljesülésének vizsgálata során is szükség van papír-ceruza és számítógépes 
tesztelési módszereken túllépő manipulatív és mozgásos feladatok alkalma-
zására, gyakorlati megoldásuk, kivitelezésük értékelésére.

A geometriai fogalmak kialakítására és alkalmazására számos lehetőség 
kínálkozik a tanórákon kívül is. Ezek olyan apróbb feladatok, kis projektek, 
melyek hosszabb-rövidebb határidők mellett akár családi, baráti együttmű-
ködéssel is megvalósíthatók, és amelyek a geometriai tudás gyarapítása 
mellett lehetőséget adnak az egymás közti munkamegosztásra, a közös si-
ker élményére, a szociális kompetencia egyéb komponensei fejlesztésére.

A mérések területén fontos fejlesztéseket végezhetünk azzal, hogy a 
gyerekek kezébe adjuk a méterrudat, a mérőszalagot, az űrmértékeket, a 
kétkarú mérleget a megfelelő súlyokkal, és sok mérést végeztetünk velük. 
Készíthetünk például zacskókat, melyekbe majd homokot, kavicsot, babot, 
kukoricát, búzát, apró gyümölcsöket, az uzsonnát is beletehetjük, hogy 
összehasonlítsuk, megmérjük a tömegüket. Az egység sok minden lehet. 
Mérjük meg az egyes tevékenységek elvégzéséhez szükséges időt is. A kör-
lapos, 1–12 számokkal és jól megkülönböztethető mutatókkal ellátott óra 
használatát javasoljuk. 

Elvárás a szabványmértékegységek (m, dm, cm, kg, dkg; l, dl; óra, perc, 
nap, hét, hónap, év) gyakorlati ismerete, használata konkrét feladatokban. 
Ez nem zárja ki az alkalmi mértékegységek használatát (D22. feladat).
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D22. feladat

A mérések során sokszor kérdezzük meg: mit mértetek? Mivel mérte-
tek? Meg tudnád mutatni a két kezeddel, hogy milyen hosszú lehet az 1 
méter? A 3 deciméter? És az 5 cm? Tennél a papírtányéromra egy fél kiló-
nyi kavicsot? És erre 30 dekagramm homokot? Stb. Együtt ellenőrizzünk 
le minden becslést méréssel, beszéljük meg a tapasztaltakat. Ezzel elérhető, 
hogy a tanulók becslőképessége fejlődjön, képessé váljanak a különböző 
nagyságú mértékek kapcsolatának felismerésére (D23. feladat). 

A mérés lényege az összehasonlítás. Hogy mikor, mit és mivel hasonlí-
tunk össze, az eleinte szinte mindegy. Például hosszúság méréséhez hasz-
nálhatunk egy darab madzagot, egy lécet, a tanulók lépéshosszát, kifeszített 
tenyerünk két ujjhegyének távolságát. Térfogatmérésnél egy bögrényi vagy 
papírpohárnyi vizet, homokot, babot, stb. Ezeket az úgynevezett alkalmi 
mértékegységeket a tanulókkal együtt válasszuk meg, s az adott feladatban 
következetesen használjuk.

Szervezzünk 5-10 mérésből álló versenyt. A mérést megelőzően becsül-
jük meg a várható eredményt. Az előre elkészített lapokon négy oszlopos 
táblázat első oszlopában legyen a mérési feladat, mellette a becsült ered-
mény, melyet rendre beírnak a gyerekek, majd a harmadik oszlopba a konk-
rétan mért érték, a 4. oszlopba a becsült és mért érték különbsége kerüljön. 
Minél többször csinálunk ilyen feladatot, annál nagyobb a valószínűsége, 
hogy kicsik lesznek az eltérések a becsült és mért eredmény között. A D24. 
feladatban az induktív gondolkodást mérő feladatok megszokott kakukkto-
jás típusát találjuk. 
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D23. feladat

D24. feladat
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4.1.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A kombinatorikus gondolkodásmód fejlesztése során általában a követke-
ző fokozatokat tartják szem előtt a tanítók:

a)  adott feltételnek megfelelő egy vagy néhány eset előállítása;
b)  minél több eset előállítása az adott feltétel szerint;
c)  az összes eset keresése a talált esetek rendezése és a rendszerben 

talált hiányok pótlása;
d)  adott feltételhez tartozó esetek megkereséséhez rendszer kiépítése.

A felsorolt négy követelmény közül az a) és b) jelű az induktív gondol-
kodás fejlesztésének eszköze lehet. A diszciplináris értelemben vett mate-
matikai tudás értékelése során elsősorban a c) és d) típusú követelményeket 
fogalmazhatunk meg.

Matematikai tesztek tipikus feladata a következő (D25. feladat).

D25. feladat

Nyilvánvaló, hogy egyik számkártyán szereplő szám sem tölti be azt a 
szerepet, mint a hagyományos szöveges feladatoknál megszoktuk, hiszen 
itt a 3, 4, 6, 2 számokkal nem kell semmilyen számtani műveletet végezni-
ük, mégis eljuthatnak a megoldáshoz.
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A D26. feladat az előzőnek egy ekvivalens megfogalmazása: 

D26. feladat

A szöveges feladatok megoldásához is segítséget kell adnunk tanítvá-
nyainknak, hogy megtalálják a feladatot jól leíró modellt. 

A D27. feladat a kombinatorika témaköréhez tartozik, és ugyanakkor a 
rendszerező képességet méri.

D27. feladat
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A következő feladat kapcsán megmutatjuk, hogy különféle megoldási 
stratégiák egyaránt elvezethetnek a megoldáshoz. A manipulatív, képi és 
fogalmi szintű megoldási lehetőségek egymással egyenértékű felhasználá-
sa erősíti a kapcsolatot a hétköznapi jelenségek és a matematikai fogalmak 
között (D28. feladat).

D28. feladat

Egy lehetséges megoldása a feladatnak, hogy a tanító kihív 3 gyereket 
az osztály elé. A helyükön ülő gyerekek irányítják a kinn állókat. Megál-
lapítják a lehetséges sorrendeket. Mivel nehéz fejben tartani a már számba 
vett eseteket, természetesen adódik, hogy a problémát modellezniük kell. 
Például úgy, hogy felírják a neveket cédulákra (egy nevet több cédulára 
is), és ezek rakosgatásával oldják meg a feladatukat. Nyilvánvalóan ilyen 
tevékenységet nem végezhetnek írásbeli teszteken.

Az értékelés során megfogalmazott feladatoknál is ügyelni kell arra, 
hogy megmutassunk egy jó modellt, melynek segítségével a feladat ért-
hetőbbé válik. Lehetséges, hogy elkezdjük az esetek felírását, majd ezt a 
gyerekeknek folytatni kell. Ezáltal a feladat tulajdonképpen az esetek közül 
minél több felírására korlátozódik, melyben a szemponttartás válik hangsú-
lyossá (D29. feladat).
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D29. feladat

A másik lehetőség, hogy megadunk egy rendszert (például egy tábláza-
tot), melynek segítségével a feladat áttekinthetőbb (D30. feladat).

D30. feladat

Az adott feltételhez tartozó összes eset megkereséséhez vezető rendszer 
kiépítésére is tesznek előkészületeket már ebben a szakaszban is. Például 
3 elem lehetséges sorba rendezéseit vizsgálva a tanórán már megfi gyelték, 
hogy hányféleképpen színezhető a háromcsíkos zászló piros, fehér és zöld 
színeket használva. Újabb példákat látunk a D31. és D32. feladatokban:
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D31. feladat

Nehezebbé akkor válik a feladat, ha növeljük az információs zajt.

D32. feladat

A zászlószínezés és a fenti két feladat szerkezete azonos, de a tartalmuk 
nagyon különböző. A szerkezet azonban ebben az életkorban csak kevesek 
számára válik fontossá, ezért jelent új kihívást ugyanannak a problémának 
más megfogalmazása.

A valószínűség témakörében az alapozó években a biztos és a nem biz-
tos elkülönítése válik fontossá. Sok-sok tapasztalat előzi meg a feladatla-
pon megfogalmazott feladatokat (D33. és D34. feladat).
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D33. feladat

Miután sok hétköznapi tapasztalatot szereztek lehetetlen eseményekről, 
kísérletet tehetünk arra is, hogy rákérdezzünk erre a nehéz fogalomra.

D34. feladat
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4.2. A 3–4. évfolyam részletes értékelési keretei

4.2.1. Számok, műveletek, algebra

Számok, számhalmazok
Harmadik osztályban 1000-ig, negyedik osztályban 10 000-ig bővítjük a 
számfogalmat a számok valóságtartalmára építve. A három-, illetve négy-
jegyű számok körében a pontos számlálás mellett egyre nagyobb szere-
pet szánunk a darabszám és a mérőszám becslésének, a közelítéssel való 
számlálásnak, az alkalmi és szabvány egységgel és többszöröseivel való 
adott pontosságú mérésnek. A gyakorlati mérések során a gyerekek képessé 
válnak értelmezni a különböző egységekkel való mérésekben kifejeződő 
viszonyokat, megértik a mértékváltás gondolatát.

Különböző taneszközök használatával megismerkednek különböző 
számrendszerekkel, tapasztalatot szereznek a csoportosításról, a bevál-
tásokról és felváltásokról. A tízes számrendszer lényegének és a helyiér-
ték-rendszernek a gyakorlati ismeretével tudatossá és biztonságossá válik 
számukra a számok írása és olvasása, felismerik a számnévképzésben meg-
fi gyelhető rendszert. Megbízhatóan használják a számjegyek alaki-, helyi 
és valódi értékeit. Megvizsgálják a számokat az ismert számtulajdonságok, 
illetve számkapcsolatok szerint (pl. párosság, számszomszédok), és megis-
merkednek újabb számtulajdonságokkal (pl. oszthatóság, számok tízesekre, 
százasokra, ezresekre kerekített értékei) (D35. feladat). 

D35. feladat
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Felismerik és ki tudják fejezni a számokat különféle alakjaikban, meg 
tudják ítélni számok nagyságát, képessé válnak megadott számokat nagy-
ság szerint növekvő és csökkenő sorrendbe rendezni. El tudják helyezni a 
számokat számtáblázatokban, illetve különböző beosztású számegyenese-
ken.

Kétféle értelmezésben ismerkednek a gyerekek a negatív szám fogalmá-
val.  Egyrészt irányított mennyiségek mérőszámaként (hőmérséklet, elmoz-
dulás, elfordulás, idő), másrészt hiányként értelmezik a negatív számokat. 
Ehhez „adósság” és „vagyon” kártyákat használnak. A számokat konkrét 
tartalommal ellátva hasonlítják össze. Előállítják a számok többféle alakját. 
Tevékenységgel megtapasztalják, hogy a hozzátevés nem jár mindig érték-
növekedéssel, de az elvétel eredményezhet növekedést.

A számolási készség értékelésében gyakran alkalmazunk szöveges fel-
adatokat. Ezek az egy művelettel megoldható feladatok (D36. feladat) nem 
igényelnek adatgyűjtést, egyszerűen számfeladattal lejegyezhetők és meg-
oldhatók.

D36. feladat

Harmadik osztályban az 1000-es, negyedik osztályban a 10 000-es 
számkörben gyakran közelítő értékekkel számolnak a gyerekek, a felada-
tokban megfogalmazott kérdések is ezt igénylik (D37. feladat).
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D37. feladat

Népszerűek a számkitalálósdi játékok, amelyek online változatai egy-
szerűen elkészíthetők (D38. feladat).

D38. feladat
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Műveletek
Harmadik és negyedik osztályban a kibővített számkörben is szükséges-
sé válik a műveletek értelmezése tárgyi megjelenítéssel, rajzzal, elvontabb 
ábrákkal és szöveggel. Különös fi gyelmet fordítunk a közelítő számokkal 
való műveletértelmezésekre. Kétirányú tevékenységek járulnak hozzá a 
matematikai modellek megértéséhez. Egyrészt kirakásokról, képekről, 
ábrákról műveleteket olvasnak le a gyerekek, másrészt adott matematikai 
modellhez példákat gyűjtenek, problémákat fogalmaznak meg. A nagyobb 
számok összeadásának, kivonásának értelmezéséhez segítséget jelent a sza-
kaszokkal vagy területekkel való ábrázolás. Ezt előkészítheti a színes rudak 
használata (D39. feladat).

D39. feladat

A kirakásokat, a kirakásokról a leolvasásokat követheti a szakaszok, il-
letve a területek használata. Ezek alkalmasak a számok közelítésekkel való 
ábrázolására, a számok közti viszonyok bemutatására. A D40. feladat terü-
letarányokkal szemlélteti a számok nagyságrendi különbségeit.
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D40. feladat

A kibővített számkörben a szóbeli számolási eljárásokat analógiák alap-
ján végezzük. Ezek megértését jól támogatja a játékpénz használata. A te-
vékenységek során biztonságossá válik a gyerekek szóbeli számolási kész-
sége a kerek számok körében. A 2. osztályban a 100-as számkörben megis-
mert számolási eljárásokat végigjárják a gyerekek 3. osztályban az 1000-es 
számkörben kerek százasokkal és kerek tízesekkel, majd 4. osztályban a 
10 000-es számkörben kerek ezresekkel és kerek százasokkal is. Számo-
lásaikban egyszerűsítő eljárásokat alkalmaznak, melyek alapja az összeg, 
illetve a különbség változatlansága. Ezekről tevékenységekkel szereznek 
tapasztalatokat, majd alkalmazzák azokat a számolások során.

A kerekített értékek segítségével végzett közelítő számítások szüksége-
sek lesznek az írásbeli műveletek eredményeinek előrebecslésénél is.

Az írásbeli műveletek algoritmusai, a számolás eredményeinek ellen-
őrzési módjai is építenek a műveletek tulajdonságaira, kapcsolataira. Ez is 
indokolja a tagok, tényezők felcserélhetőségének, illetve csoportosíthatósá-
gának ismeretét, célszerű alkalmazását (D41. feladat).
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D41. feladat

Például 3. osztályban, amikor a gyerekek még nem tanulták a kétjegyű-
vel való írásbeli szorzást, képesek a 26 x 24 kiszámítására az egyjegyűvel 
való írásbeli szorzási eljárás alkalmazásával. Néhány számolási lehetőség: 
(26 x 8) x 3 = (26 x 6) x 4 = (26 x 3) x 2 x 2 x 2

3–4. osztályban különös hangsúlyt kapnak a szöveges feladatok a prob-
lémamegoldó képesség fejlesztésében. Ezek a feladatok többnyire ösz-
szetettek, nem oldhatók meg közvetlen úton (D42. feladat). A probléma 
megoldásához célszerű megfelelő lépéseket betartva eljutni. A probléma 
megismerését az értelmezése, adatainak lejegyzése és az adatok összefüg-
géseinek megértése követi. Az ismert és az ismeretlen adatok közti kapcso-
lat kifejezésére sokféle modellt használhatnak a gyerekek. Lehet modell 
például a több műveletet tartalmazó számfeladat. Ezekben a lejegyzések-
ben célszerű zárójeleket használni akkor is, amikor ezeket csak az összetar-
tozó adatok jelzésére használjuk. 
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D42. feladat

Algebra
A számfeladatok mellett egyre nagyobb hangsúllyal jelennek meg a nyitott 
mondatok. Folytatva az 1. és 2. osztályban megkezdett tevékenységeket, 
a nyitott mondatokat igazzá, illetve hamissá tevő elemeket próbálgatással 
keresik, de alkalmazzák a gyerekek a tervszerű próbálgatás módszerét is a 
megoldás keresésére véges alaphalmazokon. 

A feladatok összefüggéseit – kiemelten a fordított szövegezésű feladato-
két – gyakran nyitott mondat formájában jegyezzük le. A 8-10 évesek szá-
mára egyszerűbb annak a műveletnek a felismerése és lejegyzése, amelyre 
a szöveg utal, mint az inverz műveletre való átfogalmazás (D43. és D44. 
feladatok).

D43. feladat
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D44. feladat

A szöveggel megfogalmazott feladatok megoldását segíthetik soroza-
tok, táblázatok, egyszerűsítő rajzok vagy grafi konok, még akkor is, ha a 
feladatnak csak egy megoldása van. 

Egyszerűsítő rajz járul hozzá a megoldáshoz a D45. feladatban:

D45. feladat
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A feladathoz választott matematikai modellen belül a számításokat azok 
ellenőrzése követi. Ellenőrizhetünk az előzetes becsléssel való összevetés-
sel, inverz művelettel, és használhatunk zsebszámológépet is. Az inverz 
művelet választása az ellenőrzéshez erősíti a műveletek közti kapcsolatot.

4.2.2. Relációk, függvények

A relációk, függvények témakörben a 3–4. évfolyamon a fejlesztés fonto-
sabb területei:

–  összehasonlítás, azonosítás, megkülönböztetés képessége, megfi -
gyelőképesség;

–  válogató-, osztályozó-, rendszerező- és lényegkiemelő képesség;
–  adatok gyűjtése, rögzítése, rendezése;
–  absztraháló és konkretizáló képesség;
–  összefüggések felismerése, oksági és egyéb kapcsolatok feltárása, 

analógiák felismerése, követése;
–  tapasztalatok kifejezése különféle módokon (megmutatással, rajzzal, 

adatok rendezésével, példák, ellenpéldák gyűjtésével, stb.), megfo-
galmazása saját szókinccsel, egyszerűbb esetekben matematikai szak-
nyelv, illetve jelrendszer alkalmazásával.

Az összehasonlítások sorozatában megfi gyelt relációk és például a ki-
sebb vagy nagyobb reláció tranzitivitásának értékelésére példaként a D46. 
feladatot mutatjuk.
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D46. feladat

A felismert összefüggéseket képesek megfogalmazni a matematika 
nyelvén, kifejezni szavakkal, jelekkel, szabállyal (függvény esetében nyíl 
jelöléssel, relációk esetében nyitott mondattal). A megkezdett párosításokat 
tudják folytatni adott és felismert összefüggés szerint.

Az összetartozó adatpárok kezelésében új elemként jelenik meg 3–4. 
osztályban a relációk grafi kus ábrázolása Descartes-féle derékszögű ko-
ordináta-rendszerben. Mivel az adatpárok ábrázolása során lényeges az 
adatpár tagjainak sorrendje, olyan gyakorlatokat is érdemes végezni, ame-
lyekben az elő- és utótag cseréjével előálló adatpárokat közös koordináta-
rendszerben tüntetjük föl (D47. feladat). 
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Legördülő lista szövege: 1–8 fő / 9–16 fő / 17–24 fő / 25–32 fő
   800 Ft / 1600 Ft / 2400 Ft / 3200 Ft
   Igen. / Nem.
   80 Ft / 160 Ft / 240 Ft / 320 Ft

D47. feladat

A tanulók képesek adatokat, számokat tartalom, illetve nagyság szerint 
sorozatba rendezni, a folytatásra vonatkozó sejtéseket megfogalmazni. A 
felismert összefüggést a sorozat folytatásával vagy szavakkal fejezik ki. A 
megfogalmazott szabály alapján tudják folytatni a sorozatot, képesek ellen-
őrizni a szabály és az adatok megfelelőségét. Néhány elemével elkezdett 
sorozathoz többféle szabályt keresnek (D48. feladat).
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D48. feladat

A tanulótól elvárható megoldás a következőképpen hangozhat: „A 
sorában lévő számhoz hozzáadok egyet, majd ezt a számot kettővel meg-
szorozva megkapom a  sorában lévő számot.” Ehhez a táblázathoz kap-
csolódóan megfogalmazható egy olyan zárt feladat is, amelyben azt kérjük, 
hogy a tanuló válassza ki a táblázat adataihoz illő szabályt (D49. feladat).

D49. feladat
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4.2.3. Geometria

A geometriai területen a 3. és 4. évfolyamokon ugyanaz a négy tartalmi 
részterület alakítja a tartalmi kereteket, mint az 1. és 2. évfolyamon. Az ott 
megismert (1) konstruálások, (2) transzformációk, (3) tájékozódás és (4) 
mérés területek átfogják mindazokat a követelményeket, amelyeket geo-
metriai fogalmak, egyszerű rutinfeladatok, realisztikus és autentikus geo-
metriai problémák esetén ezeken az évfolyamokon defi niálunk. 

Konstruálás 
Az 1–2. évfolyam követelményeihez hasonlóan továbbra is a téglatest, koc-
ka, téglalap és négyzet alakzatok felismerése és konstruálása szerepel a kö-
vetelmények között. A tanulók elsajátítják az él és a lap fogalmakat.

A tanulók megismerik a testháló kifejezést, konkrétan a téglatest és koc-
ka jellemző testhálóját. 

A geometriai tulajdonságok közül – gyakorlati tevékenységeik során –
elsajátítják a következő fogalmakat: forma, szomszédosság, irány, párhu-
zamosság, merőlegesség. A tanulók képessé válnak arra, hogy az egyes 
geometriai tulajdonságok szerint csoportosítsanak testeket és síkidomokat. 
A csoportosítás során megfi gyelt további jellegzetes tulajdonságok: szögle-
tesség, lyukasság, tükrösség, méretek azonossága és különbözősége.

A tükrösség (szimmetrikusság) fogalmát egyrészt papírhajtogatásos tevé-
kenységek, másrészt térbeli alakzatok tükörképének megépítésével fej-
lesztjük. 

A térbeli alakzatok elsőbbsége mellett nagyobb teret kapnak a síkido-
mokkal végzett tevékenységek. A tanulók képessé válnak testek és síkido-
mok másolására, síkidom és test tükörképének megalkotására. Elsődlege-
sen kézbe vehető testekkel, pálcikákkal másolnak, de 3–4. osztályban a 
rajzolás nyújtotta absztrakciós lehetőséget is fokozottan kihasználjuk. 

A tanulók képesek a körző és vonalzó használatára. A körző alapszintű 
használata valósul meg például akkor, amikor a tanuló körzőnyílásba vesz 
5 cm-es távolságot.

Transzformációk
Az 1–2. osztályban megszerzett tapasztalatokra építve az egybevágóság és 
a hasonlóság fogalmának tapasztalati és képi szintű összetevőit alakítjuk 
ki. A tanulók képesek fölismerni, ha két alakzat vagy azok képe egybevá-
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gó vagy hasonló. A formai jegyek azonosságát és különbözőségét képesek 
megállapítani és megfogalmazni. Alakzatok különbözősége esetén képesek 
szavakkal megfogalmazni az adott szempontú különbséget (pl. hosszúká-
sabb, ferdébb).

Testek esetében az eredeti test alkotóelemeiből, síkidomok esetében a 
négyzetrácsos hálózat segítségével képesek alakzatokat kicsinyíteni és na-
gyítani. A tanulók képesek síkidomok tengelyes tükrözésére és elforgatására 
másolópapír segítségével. 

Az eltolással és a tengelyes tükrözéssel nyert alakzatok között képesek 
különbséget tenni, még összetett alakzatok esetén is.

Mintafeladatunk a tengelyes tükrözés és az eltolás közötti különbségté-
telt ellenőrzi olyan alakzatok esetén, amelyeknél a fogalmi tudás alapvető. 
A feladatok tartalma lényegében tetszőleges, nem hivatkoznak (és nincs is 
igény) a hétköznapi tapasztalatok felhasználására (D50. feladat).

D50. feladat
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Tájékozódás
Előrebocsátjuk, hogy a geometriai értelemben vett tájékozódás jelentős ré-
sze összefügg a földrajzi tudás kategóriájaként azonosított tájékozódással. 
A két terület kapcsolatát fölfoghatjuk úgy, hogy különböző kontextusban 
fejlesztik a tájékozódás képességeit. A matematikai kontextusban fejlesztett 
tájékozódási képesség a koordináta-rendszer mint univerzális matematikai 
eszköz elsajátítását készíti elő, és ennek során a hétköznapokból ismert fo-
galmakat használunk föl. Ahogyan az 1–2. osztály követelményeinél jelez-
tük, a síkbeli koordináta-rendszer használata esetében jellemző két, egy-
mástól független adat rendezett adatpárként a hétköznapi értelemben vett 
tájékozódás alapját jelenti (D51. feladat). 

D51. feladat

A tájékozódás a térbeli mozgások során szerzett tapasztalatokból indul. 
3–4. osztályban a tanulók képessé válnak egy, két vagy három adat alapján tá-
jékozódni. A három adat alapján való tájékozódást, amely a térbeli tájékozó-
dás matematikai modelljét jelenti, a gyakorlatban sok esetben a két adat alap-
ján való tájékozódás helyettesíti. A tanulók tájékozódási képessége magában 
foglalja azt is, hogy képesek fogadni és megérteni a vonatkozó információt 
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(pl. „ha előre lépsz ötöt, majd jobbra kettőt, akkor célba érsz”), és képesek 
maguk is megfogalmazni a tájékozódást segítő információt.

A tájékozódás képi elemeinek konstruálását, például egyszerű térkép-
vázlatok készítését a természettudományi tartalmi keretek földrajzi fejeze-
teiben tárgyaljuk (D52. feladat).

D52. feladat

Mintafeladatunk akár a földrajz vagy a természetismeret tantárgyak 
tesztjében is helyet kaphatna. Meggyőződésünk szerint ez nem jelent ér-
vényességi problémát, hiszen a feladatok kontextusa, már pusztán a teszt 
címében szereplő matematika vagy természetismeret szó önmagában hatás-
sal van a tanulói teljesítményre. Kívánatosnak tartjuk, hogy a tájékozódás 
alapját jelentő képi és verbális tudás rendszere mind matematikai, mind 
más kontextusban megfelelő szinten kifejlődjék (D53. feladat).

Legördülő lista szövege: templom / múzeum / tájház / vár / kilátó
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D53. feladat

Mérés
Amint az 1.3. részben említettük, a hazai matematikadidaktikai hagyo-
mányban mérés a geometria tárgykörével együtt szerepel, ugyanakkor a 
számunkra fontos viszonyítási pontként szereplő amerikai „Principles and 
Standards for School Mathematics” kötetében a mérés külön tartalmi terü-
letként jelenik meg. Ennek okát részben kulturális hagyományokban kell 
keresnünk (pl. a metrikus rendszer alkalmazásában mutatkozó különbsé-
gek), másrészt érvényesül az a hazai megközelítésmód, amely a mérést 
az ismert geometriai idomokhoz kapcsolódó tevékenységnek tekinti. Egy 
jóval általánosabb megközelítésmód szerint ugyanis, amely megközelítést 
a tudományok világában természetesnek vesszük, a mérés számok hozzá-
rendelését jelenti objektumokhoz, eseményekhez, tulajdonságokhoz vala-
milyen szabály alapján. Bár van törekvés arra, hogy a geometriai alakza-
tok mérésében ez utóbbi, általános megközelítést is bevigyük az iskolába 
(úgynevezett „alkalmi mértékegységekkel” való mérés – ld. 1–2. osztály 
követelményei), a iskolai gyakorlatot mégis a szabvány mértékegységekre 

Legördülő lista szövege:  felfelé haladok / lefelé haladok / balra lefelé haladok / balra 
felfelé haladok / jobbra felfelé haladok / jobbra lefelé haladok.
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való gyors áttérés, majd a mértékváltás számolásos műveleteiben való el-
mélyedés jellemzi.

3–4. osztályban a tanulóknak ismerniük kell az egység, a mennyiség és 
a mérőszám fogalmakat. A méréses tevékenységek során a kerület mérését 
körülkerítéssel, a terület mérését lefedéssel, a térfogat mérését alkalmi egy-
ségekkel („kis kocka”) végezzük el. A síkidomok közül a téglalap, a testek 
közül a téglatest szerepeljen a kerület-, terület-, illetőleg a térfogatmérés 
tárgyaként.

A tanulóknak ismerniük kell a következő mértékegységeket: mm, cm, 
dm, m, km, hl, l, dl, cl, ml, t, kg, g. Az egymással szomszédos mértékegy-
ségeket át kell tudniuk váltani egymásba. Az átváltás elsősorban gyakorlati 
tevékenységekhez kapcsolódjék, tehát az egyik mértékegység használatá-
val lezajlott mérést követően egy szomszédos mértékegységgel ismételt 
mérést alkalmazunk. Az idő mérésére az órát, a percet és a másodpercet kell 
ismerniük, és tudniuk kell a szomszédos egységeket egymásba átváltani.

A mérés témaköréhez kötődő szöveges gyakorlófeladatok jelentős része a 
mértékváltáshoz kapcsolódik (D54. és D55. feladat).

D54. feladat
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D55. feladat

A mértékváltás mellett egyszerű kerület- és területszámításos feladato-
kat tudunk szöveges gyakorlófeladatként megfogalmazni. A tanulók mani-
pulatív tevékenységéből a képi szintű feladatmegoldáshoz jutunk a követ-
kező feladattal (D56. feladat).

D56. feladat
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4.2.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A kombinatorika, a valószínűségszámítás és a statisztika tanítása 3–4. osz-
tályban is főleg a tapasztalatszerzést célozza.

A tanulók kombinatív gondolkodását továbbra is elsősorban a rendsze-
rezés fontosságának megértetésén keresztül formáljuk. 3–4. osztályban 
még nem elsősorban az összes lehetőség számának megkeresése érdekli a 
gyerekeket, hanem a lehetőségek megkeresése, előállítása érdekes számuk-
ra. Ugyanakkor teljességre való törekvés kis elemszámú halmaz előállítása 
esetén ebben az életkorban már reális elvárás. Továbbra is segítséget kell 
adnunk a gyerekeknek a rendezőelv megtalálásában, hiszen az összes eset 
megtalálásához ez fontossá válik (D57. feladat). Csak nagyon kis elem-
szám esetén mondhatunk le arról, hogy támpontot adjunk legalább a feladat 
elkezdéséhez.

D57. feladat

Az órai valószínűségi játékok alapvetően azt hivatottak bemutatni, hogy 
ami gyakrabban előfordult, az valószínűbb. Ilyenkor a pedagógus valódi 
résztvevője a tanulói kísérletezésnek, és bízik benne, hogy a játék kime-
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netele a „várt” eredményt hozza. Ezekben az években, a játékok elemzése 
során már az is megfi gyelhető, hogy ami többféleképpen előfordulhat, az 
valószínűbb (még akkor is, ha a tényleges kísérleti adatok ezt nem támaszt-
ják alá). Az értékelés során így követelményként jelenik meg a kisebb vagy 
nagyobb valószínűség intuitív megállapítása.

A ,,biztos”, „nem biztos”, „valószínű”, „lehetséges” fogalmak játékkal, 
tevékenységgel, az alapozó szakasz munkája eredményeként remélhető-
leg beépültek a gyerekek szókincsébe. A tantervi követelmények a deter-
minisztikus (biztos vagy lehetetlen) és nem determinisztikus események 
(lehetséges) elkülönítését fogalmazzák meg.  Így természetesen csak köz-
vetve kérdezhetünk rá arra, hogy egy adott eseményt mennyire tartanak 
valószínűnek. 

A tantervi követelményekben is megjelenik az adatok megfi -
gyelése, gyűjtése, rögzítése, rendezése. Ez a statisztikai témák mélyebb 
megértésén túl a valószínűségi döntések segítését is célozza. 

A valószínűségi tevékenységek és feladatok általában nem önálló fej-
lesztési célként szerepelnek, hanem összekapcsolva más (pl. számolás, 
geometria, kombinatorika) területekkel. Mondjuk két dobókockával do-
bunk, és a szorzat paritására kell tippelni. A probléma megoldásához szük-
ség van a gyerek számelméleti ismereteire, esetleg számolási képességére, 
és emellett valószínűséggel kapcsolatos gondolataira.  Ezt érdemes fi gye-
lembe venni a mérőlapok készítése során. 

Az összes eset keresésére, a talált esetek rendezésére és a rendszerben 
talált hiányok pótlására más feladatot jelent egy meglévő teljes rendszer 
hiányzó elemeinek megtalálása.

Ebben a feladatban jogos igény lehet az összes hiányzó elem megtalá-
lása, hiszen előre megtervezett rendszer mutatja a megoldást. Emellett a 
táblázatban való eligazodás képességét is fejleszti a feladat. Erre ad példát 
a D58. feladat: 
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D58. feladat

A gyerekeknek ebben a szakaszban még nem az a fontos, hogy hányféle 
lehetőség van, hanem a lehetőségek megkeresése, előállítása érdekes. Ha 
felismerik a tevékenységekben már kipróbált hasonlóságot, akkor már nagy 
lépést tettek az általánosítás felé. A kombinatorikai feladatokban (beleértve 
azok javítókulcsát is) ebből adódóan nemcsak az a lényeges, hogy az összes 
lehetőség száma mennyi, hanem a részmegoldások, a lehetőségek felsoro-
lásában megnyilvánuló szabályszerűség is értékelhető és értékelendő.

Természetesen adódik a lehetőség az eljátszott, korábban megélt kombi-
natorikus tevékenységek szöveges feladattá való átfogalmazására. Tovább-
ra sem mondhatunk le azonban a segítségadásról, mely lehet akár táblá-
zat vagy megkezdett fadiagram. Még mindig fontos, hogy nem elsősorban 
arra a kérdésre várjuk a választ, hogy valami hányféleképpen fordulhat elő, 
hanem az összes lehetőség előállítását kérjük a gyerekektől.

Például a D59. és D60. feladatot tekintve a táblázatos megoldás felkíná-
lása tűnik célravezetőnek.
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D59. feladat

D60. feladat



253

A matematikatudás tartalmi területei a diagnosztikus értékelés szempontjából

A D61. feladatban a fadiagram segít: 

D61. feladat

4.3. Az 5–6. évfolyam részletes értékelési keretei

4.3.1. Számok, műveletek, algebra

Az 5. évfolyam elején körültekintően fel kell mérni, milyen matematikai 
felkészültséggel rendelkeznek a diákok ebben a témakörben. A leghitele-
sebb képet akkor kaphatjuk a tanulók felkészültségéről, ha egyéni képes-
ségeik felmérését megelőzi a sokirányú, változatos tevékenykedéshez kap-
csolódó ismétlés. 

Számok, számrendszerek
A tanulók a hatodik évfolyam végére megismerik a racionális számkört. 
A számkör bővítése (egészek, törtek, tizedes törtek), ezen belül a negatív 
számok értelmezése, a törtszám kétféle értelmezése (pl. 2/3 rész jelentheti 
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azt, hogy egy egész tortát 3 egyenlő részre osztunk, s veszünk ezekből a 
részekből 2 darabot, vagy két – fentivel azonos – egész tortának vesszük 
az 1 harmad részét), az ellentett, abszolút érték fogalmának megismeré-
se, a számok tulajdonságainak vizsgálata (pl. párosság, számszomszédok, 
felbontási lehetőségek) során képessé válnak a tanult számok helyes leírá-
sára és olvasására, értik és alkalmazni képesek a tört, tizedes tört, negatív 
szám fogalmát (D62., D63. és D64. feladatok).

D62. feladat
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D63. feladat

D64. feladat
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Ezeken az évfolyamokon a tanulók a már kibővült számkörben értelme-
zik a kerekítés fogalmát, és alkalmazzák a kerekítés szabályát. Megismerik 
a százalék, alap, százalékláb, százalékérték fogalmát is. Fontos a más mű-
veltségterületeken (pl. természettudományos tárgyak) gyűjtött tapasztala-
tok megbeszélése, mert ezen fogalmak gazdagítását szolgálja. Hasonlóan, 
a matematikai szaktárgyi tudásra a természettudományos tárgyak építenek, 
és a tudástranszfer lehetőségén keresztül a számolási készség a biológiai, 
kémiai, fi zikai és földrajzi számításokban is meghatározó szerephez jut.

A számrendszerek (10-es alapú és az 5–6. osztályban csak bemutatott − 
nem követelményt jelentő tananyag − 2-es alapú) tanítása kapcsán vilá-
gossá tehető, hogy a számjegyek (alaki érték) elhelyezkedése (helyi érték) 
mennyire befolyásolja a szám valódi értékét. Itt újra alkalom nyílik a 0 
helyi érték pótló szerepének bemutatására. Ezeken az évfolyamokon a tízes 
számrendszer biztos ismerete már követelmény (D65. és D66. feladat).

D65. feladat



257

A matematikatudás tartalmi területei a diagnosztikus értékelés szempontjából

D66. feladat

Az egész számok tulajdonságainak, felbontási lehetőségeinek vizsgálata 
során megismerkedünk az egyszerűbb oszthatósági szabályokkal. Követel-
ményként fogalmazódik meg a 2-vel, 5-tel, 10-zel, 4-gyel, 25-tel, 100-zal 
való oszthatóság ismerete, alkalmazása feladatokban. Fontos kitérni itt a 
0 párosságának, oszthatóságának vizsgálatára is. A számelmélet témájához 
kapcsolódó feladatok alkalmasak a bizonyítási igény kialakítására, fejlesz-
tésére (pl. Hogyan lehetne igazolni, hogy a páratlan számok minden osztója 
páratlan?). 

A számok sokféle megjelenítése, felírása az évek folyamán a tanulók kom-
binatorikus gondolkodását is fejleszti a (pl. 6 = 3 + 3 [két egyenlő részre 
osztható, ezért páros egész] = 2 × 3 [tényezőkre bontásában szerepel a 2, ezért 
páros egész] = 4 + 2 = 7 − 1 = 4 − (−2) = stb.).

A következő feladat is igazolja, hogy a negatív szám elvételének megér-
tésében nagy szerepe van a számok különféle alakokban való megjelenítésé-
nek.

Műveletek
A bővülő számkörre vonatkozóan kiterjesztjük a tanult műveleteket, me-
lyek tulajdonságai öröklődnek, mélyül a műveletfogalom, tudatosulnak a 
műveleti algoritmusok. A különböző előjelű egészekkel, a törtekkel, tizedes 
törtekkel akár szóban, akár írásban végzünk műveleteket, a tudatosulásuk 
gyökere a 10-es számrendszer (helyi érték, alaki érték, valódi érték) pontos 
értése. 
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A műveletek kapcsán szólni kell a 0 és 1 számok műveletekben betöltött 
szerepéről is. Például a 0 szorzótényezőként való szereplésének következ-
ményeit a D67. feladattal mutathatjuk be:

D67. feladat

Megoldás: A szorzat eredménye 0, mivel már egyetlen 0 szorzótényező 
szereplése esetén is 0-t kapunk eredményül. Papír-ceruza teszt esetén keve-
sebb szorzótényezőt használjunk. 

Az évek során fokozatosan tudatosul a 0 és 1 szerepe a műveletekben, 
a műveleti tulajdonságok ismerete, alkalmazása. Az eredmények előzetes 
becslése, kiszámítása, majd ellenőrzése, a becsült és a számolással kapott 
eredmény összevetése, az eltérések lehetséges okainak megbeszélése fej-
leszti a számolási készséget, az algoritmikus gondolkodást, a becslési kész-
séget, az önellenőrzés igényét. A műveleti sorrend helyes betartása követ-
kezetességet, fi gyelemösszpontosítást igényel. 

A tanulóknak tudni kell a pozitív törtek pozitív egészekkel való szorzá-
sát és osztását, érteniük kell az alapműveleteket és a műveleti tulajdonsá-
gokat racionális számkörben, ismerni és alkalmazni kell a helyes műveleti 
sorrendet (D68. feladat). 
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D68. feladat

Algebra
A kibővült számkörben a számfeladatok mellett a nyitott mondatokon belül 
az egyenletek, egyenlőtlenségek (olyan nyitott mondatok, melyekben állít-
mányként az egyenlő, kisebb, nagyobb, kisebb vagy egyenlő, nagyobb vagy 
egyenlő szerepel) is megjelennek. Az ismeretlent általában betűk jelölik. 
A betűkkel való műveletvégzéskor kikötéseket fogalmazunk meg a betűk 
helyébe írható számokra vonatkozóan (pl. 5/b esetben a b nem lehet 0).  A 
számok, betűk (ismeretlenek) segítségével kapott kifejezésekkel (pl. 3a; 
−2b; c/4) műveleteket, műveletek közötti kapcsolatokat fogalmazunk meg, 
és keressük a megadott számhalmazon (alaphalmaz) a megoldásokat (meg-
oldáshalmaz vagy igazsághalmaz). Ezek a tevékenységek előkészítik a 
későbbi évfolyamokon már önállóan szereplő algebra témakörét (D69. és 
D70. feladatok). 
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D69. feladat

D70. feladat

Legördülő lista szövege: megfelel / nem felel meg
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4.3.2. Relációk, függvények

Az arányossági feladatok gyakorlatilag az iskoláztatás kezdetétől jelen van-
nak a matematikaoktatásban. A törtfogalom, a szorzás műveletének megér-
tése és gyakorlása, az összehasonlítás, bizonyos számelméleti kérdések, a 
mérés, mértékváltás, kerület, terület meghatározása mind-mind arányossá-
gi gondolkodáson alapul. Gyakran előfordul sorozattal kapcsolatos feladat 
is, hiszen egy-egy művelet többszöri elvégzése valamilyen szabályosságot 
tartalmazó számsort eredményez. A szabályosságok felismerése, ezek al-
kalmazása kezdettől a szabályfelismerés, a következtetés képességének fej-
lesztését szolgálja. Az egyéb tantárgyakban a természeti, fi zikai jelenségek, 
folyamatok időbeli változásainak vizsgálata, az ok-okozati összefüggések 
matematikai leírása, a mindennapi valóság modellezése megalapozza a 
függvényszemlélet kialakulását. Az ilyen feladatoknak nagy része a rutin-
feladatok közé sorolható, hiszen gyakran szövegbe öltöztetett alapvető ma-
tematika struktúrák jelennek meg, de általában nincs valódi, releváns sze-
repe a hétköznapi ismereteknek és tapasztalatoknak, valamint a feladatban 
megjelenő konkrét személyeknek, eseményeknek, jelenségeknek. 

Az egyenes arányosságra vonatkozóan számos lehetőség adódik feladat 
kiválasztására. Minden mértékváltás, vásárlás, egyenletes mozgás, munka-
végzés, leárazás, kamatozás, nagyítás, térkép méretaránya, területek össze-
hasonlítása stb. alkalmas egyszerű rutinfeladatok megfogalmazására (D71. 
és D72. feladat). 

A fordított arányosság fogalmának alkalmazására, vizsgálatára többnyi-
re megfelelőek az egyenes arányosságnál használt összefüggések más meg-
fogalmazásban. A tankönyvekben, iskolai gyakorlatban leginkább a mun-
kavégzéssel, költségen és hasznon való osztozással, adott út megtételéhez 
szükséges idő-sebesség kapcsolattal, adott területű téglalap oldalhosszával 
kapcsolatos feladatok fordulnak elő.
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D71. feladat

D72. feladat
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A különböző jelenségek, történések vizsgálatakor a felismert, kigyűjtött 
adatokat többféle módon (szöveggel, formulával, táblázattal, diagramon, 
grafi konon) rögzíthetik a tanulók. A különböző megadásokat át tudják ala-
kítani egymásba. Képesek helymeghatározásra gyakorlati szituációkban, 
konkrét esetekben. A kapcsolatok, összefüggések diagramon, grafi konon 
való ábrázolására leginkább a mozgással, hőmérséklet-változással, pénzzel 
összefüggő feladatok alkalmasak ebben az életkorban (D73., D74. és D75. 
feladatok)

D73. feladat
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D74. feladat

D75. feladat

Legördülő lista szövege: 1. lehetőség – állandó érték / 2. lehetőség – növekvő érték
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A vonszolás mint válaszadási technika jól illik az olyan típusú felada-
tokhoz, amelyekben képi és számok nyelvén előttünk álló információ il-
lesztése a feladat (D76. feladat).

D76. feladat

4.3.3. Geometria

Az 1−4. évfolyam megalapozza a geometriai fogalmakat és ismereteket. 
Dominálnak a cselekvéshez kötött, tapasztalatokra építő eljárások. Az al-
sóbb évfolyamok folytatásaként a felső tagozaton is sok, a tanár által előre 
megtervezett tudatos tevékenység kíséri a fogalmak bevezetését, megérté-
sét, érlelését.

Az 5−8. évfolyam összekötő szakasz az alsó évfolyamok szemléletfor-
máló, tevékenykedtető, felfedeztető munkája és a 9−12. évfolyamok de-
duktív gondolkodásra nevelő fejlesztő munkája között. A felső tagozatos 
matematika oktatásában nagy hangsúlyt kell fektetni mind a konkrét, gya-
korlati tevékenységekre, a gyerekek élményeinek a tanításba való bevoná-
sára, mind pedig az absztrakt gondolkodás fejlesztésére. Bár a hangsúlyok 
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fokozatosan eltolódnak a konkrét tevékenységtől az absztrakció felé, ez a 
kétféle megközelítés a felső tagozaton végig párhuzamosan jelen van. 

A geometria, mérések témakörök tanításának különösen fontos fel-
adata a felső tagozaton, hogy tanulás közben a gyerekek az absztrakt fo-
galmaktól mindig vissza tudjanak térni a konkrét, gyakorlati jelentéshez 
és természetesen fordítva, a konkrét jelenségek világában felfedezzék az 
általánosat. A realisztikus matematikai mozgalom szóhasználatával élve: a 
geometria kiváló terepe a horizontális és vertikális matematikai tevékeny-
ségek fejlesztéséhez.

Az alsó tagozat geometriai témakörei a felső tagozaton ugyanúgy sze-
rephez jutnak, és az alapozó szakaszban továbbvisszük az alsó tagozatos 
módszereket. Változatos tapasztalatszerzés, eszközhasználat, játékosság és 
játék segíti a konkréttól az általános felé haladó fogalomépítést. A gyerekek 
gondolkodása elsődlegesen induktív, de folyamatosan előtérbe kerül az ál-
talánosítás igénye is. 

A tanítás során kiemelt fi gyelmet kell fordítanunk a rendszeres próbál-
kozás, becslés, ellenőrzés képességének a fejlesztésére, a megoldások elő-
retervezésére és a megoldási menet érthető leírására.

Az 5−6. osztály geometriai tartalmi kereteinek leírásában követjük az 
alsó tagozatban megismert tartalmi részterületeket. A matematikai tantervi 
hagyományainknak megfelelően a tanulók egy-egy fogalommal többször is 
találkoznak iskolás éveik során, így több esetben is látszólag az alsó tago-
zatos követelmények ismétlődnek. A geometriai fogalmak verbális szintjén 
ez így is van, ugyanakkor a geometriai fogalmak fejlődésében meghatározó 
manipulatív tevékenységek és képi emlékek lehetővé teszik, hogy a már 
ismert fogalmak magasabb absztrakciós szinten építsék tovább a tanulók 
matematikai tudását. A korábbi évfolyamokon szereplő négy geometriai 
részterület közül a tájékozódást 5−6. osztályban már nem szerepeltetjük 
önálló területként. Az akár oda is sorolható tudáselemek ebben az életkori 
sávban vagy már nem bírnak differenciáló erővel az értékelés során, vagy 
pedig a mérés területéhez sorolhatók.

Konstruálások
A tanulók képesek adott tulajdonságokkal rendelkező síkidomok és testek 
létrehozására manipulatív és képi szinten. Az ismert geometriai tulajdon-
ságok között megjelenik a konvexitás. A tanulók képesek a síkidomokat és 
testeket a megismert geometriai tulajdonságok alapján csoportosítani. 
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A kocka és a téglatest tulajdonságait és testhálóját, valamint a három-
szögek és négyszögek alapvető tulajdonságait ismerni kell. A kör és a gömb 
fogalmának kialakulása, az alapvető tulajdonságok megismerése is köve-
telmény.

A körző- és vonalzóhasználat terén követelmény, hogy a tanuló képes 
legyen szakaszt másolni, két vonalzóval párhuzamost és merőlegest rajzol-
ni, szöget másolni, szakaszfelező merőlegest szerkeszteni. 

A tanulók megismerik a szög fogalmát, a különböző szögfajtákat, és 
megtanulják a szögmérő használatát. 5−6. osztályban a pont, egyenes és 
szakasz fogalmakat pontosan tudják használni (D77. és D78. feladatok).

Transzformációk
A tanulók képessé válnak arra, hogy megszerkesszék ismert alakzatok ten-
gelyes tükörképét. Fel kell ismerniük a tengelyesen szimmetrikus alakzato-
kat. A szimmetriát fel kell ismerniük a hétköznapi és a művészetből ismert 
konkrét példákon is. Képesek a tengelyes tükrözés tulajdonságait szavakkal 
megfogalmazni (D79., D80. és D81. feladatok).

D77. feladat
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D78. feladat

D79. feladat

Legördülő lista szövege: 1 / 2 / 3 / 4 / –
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D80. feladat

D81. feladat
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Mérés
Az 5−6. évfolyamon már kibővült számkörben használhatjuk a mérőszá-
mokat. Ez egyrészt azt jelenti, hogy a mértékegységváltásnál nemcsak 
szomszédos, hanem távolabbi mértékegységek közötti átváltás is követel-
mény, viszont ezáltal már nemcsak a hétköznapi tapasztalatból ismerhető és 
rekonstruálható mérések szerepelnek, hanem a mértékegységváltás számos 
feladata tisztán számolási feladattá alakul. A kibővült számkör másrészt az-
zal is jár, hogy tört számok szerepelnek a kerület-, terület- és térfogatszá-
mításokban, valamint a négyzetre emelés mint új művelet felhasználható a 
geometriai számításokban. 

Ebben az életkori csoportban a tanulók képesek háromszögek és négy-
szögek kerületének, a kocka és téglatest felszínének és térfogatának kiszá-
mítására. Nem általános képletek ismerete és alkalmazása a követelmény, 
hanem konkrét, ismert vagy meghatározandó számadatok esetében kell 
tudni elvégezni a számítást. 

A tanulóknak ismerniük kell a hosszúság, a terület, a tömeg, az űrtarta-
lom, a térfogat és az idő szabvány mértékegységeit. Képesnek kell lenniük 
a mértékegységek közötti átváltásokat elvégezni a milliós számkörön belül. 
Tudniuk kell a térfogat és az űrtartalom mértékegységeit is egymásba át-
váltaniuk. 

Térfogat- és felszínszámítási feladatokban alkalmazzák az 5. osztályos 
ismereteket, meghatározzák téglatestből és kockából összeépített testek fel-
színét és térfogatát. 6. osztályban a téglalap területére visszavezethető te-
rületszámítási feladatokban alkalmazzák az előző évfolyamon megszerzett 
ismereteket, illetve megismerkednek a derékszögű háromszög és a tükrös 
háromszög területének, a konvex és konkáv deltoid, rombusz, négyzet te-
rületének kiszámításával.

A méréses tevékenységekhez kapcsolódóan az előzetes becslésekkel a 
mérések területét a hétköznapi tapasztalatokhoz kapcsoljuk.

A mérés témaköréhez kapcsolódó legegyszerűbb feladatok, amelyekben 
a megismert matematikai fogalmakat és szimbólumokat ellenőrizzük, jel-
lemzően a következő néhány alaptípusba tartoznak. A D82. és D83. felada-
tok a mértékegységek kezelését ellenőrzik.
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D82. feladat

D83. feladat
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A D84. és D85. feladatok a terület- és kerületszámítások körébe tartoz-
nak, a D86. feladat pedig a térfogatszámítás egy példafeladata.

D84. feladat

D85. feladat
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D86. feladat

A következő feladatok esetében talán magyarázatra szorulhat, hogy mi-
ért tekintjük azokat egyszerű, rutinszerűen megoldható szöveges feladat-
nak, és miért nem tartjuk realisztikus feladatnak. A kulcs az, hogy a feladat-
ban szereplő számadatok és geometriai fogalmak a hétköznapi tapasztala-
tokkal való összevetés nélkül is elvezetnek a megoldáshoz. Nincs szükség 
arra, hogy a matematikai szimbólumok és fogalmak segítségével modellt 
készítsünk a feladatban leírt szituációról, elsősorban a feladat szövegében 
szereplő dolgokhoz keressük a megfelelő matematikai fogalmakat és mű-
veleteket. A D87. feladat szövegében szereplő medence méretei ugyan a 
hétköznapi tapasztalatokkal összevethetők, azonban belátható, hogy a meg-
adott méretek tetszés szerint variálhatók a már ismert számkörben, és a 
tanulók többsége számára nem válik könnyebbé a feladat akkor, ha szabvá-
nyos kerti vagy uszodai medence méretét adjuk meg.

D87. feladat
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További megfontolást tesz szükségessé az a kérdés, hogy vajon a fel-
adathoz készített rajz vagy éppen a megoldás részeként elvárt rajz meny-
nyiben módosít a feladat nehézségén. Ha az előző feladathoz vázlatrajzot 
is adunk, amelyen egy téglatest három éléhez adatokat rendelünk, akkor 
ugyanúgy a rutinszerűen megoldható szöveges feladatok kategóriájában 
maradunk, amikor alkalmazni kell a tanult szabályokat a matematika fogal-
mi keretein és szimbólumrendszerén belül (D88. feladat).

D88. feladat

Amennyiben a tanulóktól kérjük vázlatrajz elkészítését a feladathoz, ak-
kor ugyanúgy nem változik a feladat besorolása a matematikai tudás alkal-
mazási kategóriái szerint, viszont az értékelés során az elkészült vázlatrajz 
minőségének megítélése, valamint a tanulói vázlatrajz és a tanulói számítá-
sok közötti esetleges disszonancia jelenthet további értékelési szempontot.

A mértékváltással kapcsolatos feladatok (D89. és D90. feladat) mint 
egyszerű szöveges feladatok a pusztán szimbólumok segítségével felírt fel-
adatokhoz képest a szövegértést tehetik próbára. 
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D89. feladat

D90. feladat

Az iménti feladatok a mértékváltás készségének értékelési problémáit 
mutatják meg. A mértékváltással kapcsolatos feladatok egy része ismeret 
jellegű tudás alapján megoldható, más részük a számolási készség működ-
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tetését igényli. Az is lehetséges, hogy a feladatkitűzés szövegétől függ, hogy 
a tanuló számolási feladatként vagy inkább a mértékegységekre vonatkozó 
ismereteit számon kérő feladatként kezeli a mértékváltásos problémákat.

4.3.4. Kombinatorika, valószínűségszámítás, statisztika

A hazai matematikaoktatásban jelentős változás volt az utóbbi évtizedben, 
hogy a valószínűségszámítás és statisztika témakörök bekerültek az érett-
ségi követelmények közé, ezáltal visszahatva a középiskolai oktatásra, és 
jelentősen átformálva azt. Ugyanakkor érdemes azt is hangsúlyoznunk, 
hogy az 1960-as évektől lebonyolított nemzetközi rendszerszintű pedagó-
giai felmérésekben a kezdetektől jelen van már a legfi atalabb, 10 év körüli 
korosztály mérésében is a leíró statisztika témaköre. A hazai oktatási gya-
korlatban az ide tartozó tudáselemek jórészt a matematikai neveléshez, de 
a természettudományi nevelés integrált tantárgyaihoz (környezetismeret, 
természetismeret) is kötődnek. 

A tanulók – változatos feladatok és kísérletek megoldása során – olyan 
fogalmakat sajátítanak el, amelyek használata alapvetően megegyezik ma-
tematikai és hétköznapi kontextusban: eset, esemény, kísérlet. 

D91. feladat
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Képesek a valószínűségi kísérletek különböző lehetséges kimeneteleit 
meghatározni és ábrázolni eseményfa és táblázat segítségével. Használják 
a biztos esemény és a lehetetlen esemény fogalmakat (D91. feladat). Isme-
rik a tanulók az egymást kizáró és egymást nem kizáró események fogal-
mát. Események gyakoriságát képesek táblázatban és többféle ábratípuson 
– gyakorisági oszlopdiagramon, kördiagramon – megjeleníteni. Képesek 
meghatározni a legkisebb és legnagyobb gyakoriságú eseményt, és képesek 
néhány szám számtani közepét kiszámítani. Képesek rendezetlen adatsoka-
ságot az előforduló események gyakorisága vagy más szempontok szerint 
rendezni lista, táblázat vagy diagram formájában.

A valószínűség fogalmát ebben az életkorban a „kedvező esemény/ösz-
szes esemény” törtszám segítségével értelmezik a tanulók, és megfogal-
mazhatnak néhány nevezetes valószínűségi értéket is: pl. a lehetetlen való-
színűsége 0%, két egyforma esélyű dolog kimenetelének valószínűsége 50-
50%. Találkoznak bizonyos tévképzet kiküszöbölésére alkalmas feladattal 
is. Ilyen szólhat például a következőkről: egy kétgyermekes családban 
(fi ú-lány születésre 50-50%-os valószínűséget feltételezve) az egy -fi ú – 
egy lány eset előfordulásának a valószínűsége nem 1/3, hanem 1/2, vagy 
a kétszer feldobott pénzérme esetén egy fej és egy írás bekövetkezésének 
valószínűsége nem 1/3, hanem 1/2.

A tanulók ismerik a dobókockát mint a véletlen események szemlélte-
tőeszközét. Egyszerű kísérletekkel kipróbálják, hogy ha sokszor dobunk a 
dobókockával, a hat lehetséges érték nagyjából megegyező számban fordul 
majd elő. 

Az összes lehetséges eset összeszámlálásának módszerei közül tapasz-
talati úton (formális képlet nélkül) ismerik a tanulók az ismétlés nélküli 
és ismétléses permutációval kapott lehetőségek összeszámlálásának módját 
tízeleműnél kisebb halmazok esetén; az ismétléses és ismétlés nélküli vari-
ációval kapott lehetőségek összeszámlálásának módját, ha a végeredmény 
a százas számkörben marad; az ismétlés nélküli kombinációval kapott lehe-
tőségek összeszámlálásának módját legföljebb hatelemű halmazból induló 
részhalmazválasztás esetén.

A D92. feladat alapvetően matematikai szimbólumokkal kitűzött feladat 
(tehát nem soroljuk a szöveges gyakorlófeladatok közé), amelyben a nyelvi 
elemek kizárólag a feladat matematikai struktúrájának közvetítését szol-
gálják.
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D92. feladat

A D92. feladat szöveges rutinfeladattá minősül, ha az egyik szereplő 
számjegyet 0-ra cseréljük.

A leíró statisztika területén megfogalmazható követelmények egy része 
a függvények, relációk témakörbe is tartozik. Grafi konok, ábrák elemzése, 
a leggyakoribb érték leolvasása, a megfi gyelhető értékek terjedelme jelenti 
az elvárt tudáselemeket.

A kombinatorika területe hagyományosan integrált része a magyar ma-
tematikatanításnak. Kifi nomult hagyományai vannak a manipulatív, képi 
és szimbolikus szintű feladatkitűzésnek, amelyekben lehetőségek számát 
kell meghatározni. Ezeknek a tankönyvi feladatoknak a túlnyomó része a 
rutinfeladatok közé sorolható, hiszen gyakran szövegbe öltöztetett alapvető 
matematika struktúrák jelennek meg, de általában nincs valódi, releváns 
szerepe a hétköznapi ismereteknek és tapasztalatoknak. Tipikus feladatki-
tűzési stratégia ilyen esetekben az „Anna, Béla, Cili és Dani…” kezdetű 
feladat, ahol például négyféle, egyenrangú tevékenység társítható a gyerek-
nevekhez (D93. feladat). Hasonló jellegzetes megoldás, amikor a tanulók 
tapasztalataitól idegen témakör válik megszokottá a feladatszövegekben: 
vízvezetékrendszerek, telefonvonal-hálózatok, vezetői kinevezések stb.
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D93. feladat

A korosztályi jellemzőkből következik, hogy a kombinatorika területén 
várhatóan alulreprezentáltak lesznek a tanpéldák a realisztikus feladatok-
hoz képest. Az alapvető leszámlálási feladatok képlet nélküli megoldása 
általában akkor elvárható, ha a memóriából előhívható emlékképek vagy 
például rajzos modellek segítik a feladat megértését.
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Ambrus Gabriella
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem Matematikatanítási és Módszertani 
Központ adjunktusa. Az ELTE Tanárképző Főiskolai Karán matematika-
kémia szakon, majd a Debreceni Egyetem matematika tanári szakán szer-
zett diplomát. A Salzburgi Egyetemen doktorált matematikadidaktikából. 
Fő kutatási területei: gyakorlás a matematikatanításban, a valóságközeli 
matematika tanításának kérdései, modellezési feladatok az iskolai gyakor-
latban, a magyar problémamegoldó hagyományok lehetőségeinek beépí-
tése a hazai feladatkultúrába, valamint az előbbi témák tanítástörténeti 
vonatkozásainak kutatása. Több hazai és nemzetközi projektben vett részt. 
Rendszeresen ad elő magyar és külföldi konferenciákon. 2014 óta a Német 
Matematikadidaktikai Társaság (GDM) Tanácsadó Testületének (Beirat) 
tagja.  Részt vett tankönyvek írásában, valamint számos módszertani publi-
káció szerzője magyar, német és angol nyelven. 

Csapó Benő
Egyetemi tanár, az MTA doktora, a Szegedi Tudományegyetem Nevelés-
tudományi Doktori Iskola, az SZTE Oktatáselméleti Kutatócsoport és a 
MTA-SZTE Képességfejlődés Kutatócsoport vezetője. Kémia–fi zika sza-
kos középiskolai tanári diplomáját a József Attila Tudományegyetem Ter-
mészettudományi Karán szerezte 1977-ben. A Brémai Egyetemen Hum-
boldt-ösztöndíjas kutatóként dolgozott 1989-ben, 1994–95-ben pedig 
Stanfordban a Center for Advanced Study in the Behavioral Sciences meg-
hívott kutatója volt. Fontosabb kutatási területei: kognitív fejlődés, a tudás 
szerveződése, longitudinális vizsgálatok, pedagógiai értékelés, tesztelmé-
let, technológiaalapú tesztelés.
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Csíkos Csaba
A Szegedi Tudományegyetem Pedagógiai Értékelés és Tervezés Tanszé-
kének docense. Matematika–földrajz szakos tanári és pedagógiai értéke-
lési szakértői végzettséget követően a neveléstudomány területén szerzett 
PhD-fokozatot. 2002–2005 között Békésy György posztdoktori ösztöndí-
jas. Kutatási témái elsősorban a 10–12 éves korosztály stratégiai gondolko-
dásának vizsgálatához kapcsolódnak; angol és magyar nyelvű publikációi 
elsősorban e korosztály matematikai gondolkodásának és olvasási folyama-
tainak kutatásából születtek. Az International Group for the Psychology of 
Mathematics Education (IGPME) vezetőségi tagja.

Józsa Krisztián
A Szegedi Tudományegyetem Neveléselmélet Tanszékének egyetemi 
docense. A József Attila Tudományegyetemen matematika és fi zika szakon 
diplomázott 1996-ban, 2000-ben pedagógiai értékelési szakértő végzett-
séget szerzett. PhD-értekezését 2003-ban védte meg, 2013-ban habilitált. 
2004–2007, majd 2015–2018 között Bolyai kutatási ösztöndíjas. 1997-ben 
Pro Scientia Aranyéremben, 2008-ban Akadémiai Ifjúsági Díjban része-
sült. 2011-ben a Colorado State University meghívott kutatója. 2012-ben 
elnyerte a Fulbright kutatói ösztöndíjat. Fontosabb kutatási területei: elsa-
játítási motiváció, óvodás- és kisiskoláskori fejlesztés lehetőségei, tanulás-
ban akadályozottság.

Lajos Józsefné
Az Oktatási Hivatal osztályvezetője, tanügyigazgatási, pedagógiai érté-
kelési és akkreditációs szakértő. Az Eötvös Loránd Tudományegyetem 
Természettudományi Karán szerzett matematika–fi zika szakos diplomát. 
1986-tól az OPI országos matematikatantárgy-gondozója. A központi mate-
matika versenyeknek, az állami tantervek- és taneszközök készítésének, a 
matematikát tanítók továbbképzésének az országos felelőse. Részt vett az 
érettségi tartalmi munkálatainak megszervezésében. Számos közoktatási 
matematikai fejlesztési feladat résztvevője, bekapcsolódott a Nemzeti alap-
tanterv előkészítésébe, taneszközök fejlesztésébe, tanulmányi versenyek 
szervezésébe. Tagja ma is a BJMT Oktatási Bizottságának, a Beke Manó 
Díjbizottságnak, az Ericsson Díjbizottságnak és a Rátz Tanár Úr Életműdíj 
Kuratóriumának. Munkáját több kitüntetéssel jutalmazták
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Makara Ágnes
Az ELTE TÓK ny. adjunktusa. Az Eötvös Loránd Tudományegyetem Ter-
mészettudományi Karán matematika, fi zika és ábrázoló geometria szakon 
végzett. Két évtizeden keresztül a közoktatásban dolgozott, ezt követően 
pedig a felsőoktatásban, az ELTE TÓK Matematika Tanszékének adjunk-
tusaként. Iskolaalapító, tankönyvíró, tananyagfejlesztő, mentor, pedagógiai 
kutatások résztvevője. Fő kutatási területe a problémamegoldó gondolko-
dás fejlesztésének lehetőségei a geometriatanulásban, illetve a matematika-
tanulásban lemaradó tanulók fejlesztésének segítése.

Molnár Gyöngyvér
A Szegedi Tudományegyetem Oktatáselmélet Tanszékének egyetemi 
tanára, az MTA SZAB Pedagógiai és Pszichológiai Szakbizottság elnöke. 
Matematika, illetve német nyelv és irodalom szakos középiskolai tanári 
diplomáját a József Attila Tudományegyetemen szerezte 1999-ben, előtte 
a heildelbergi Ruprecht–Karls–Universität, majd a münsteri Westfälische 
Wilhelms–Universität ösztöndíjasa. 2005–2008 és 2009–2012 között 
MTA Bolyai János Kutatási ösztöndíjban, 2007-ben Akadémiai Ifjúsági 
Díjban részesült, illetve Párizsban Innovatív Tanári oklevelet kapott. 
2015-ben az U. S. Department of State IVLP ösztöndíjasa. Fontosabb 
kutatási területei: technológiaalapú tesztelés, a problémamegoldó gon-
dolkodás fejlődése és fejlesztése.

Szitányi Judit
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem Tanító- és Óvóképző Kar Mate-
matika Tanszékének tanszékvezető adjunktusa. A Budapesti Tanítóképző 
Főiskolán szerzett főiskolai diplomát, majd nyolc évig tanítóként dolgozott. 
Egyetemi diplomáját az Eötvös Loránd Tudományegyetem Természettu-
dományi Karán, matematika szakon szerezte. Kutatásai az óvodás és kis-
iskolás korosztály valószínűségi gondolkodásához kapcsolódnak. Szerepet 
vállalt a kompetenciaalapú matematikaoktatás kidolgozásában és elter-
jesztésében. Aktívan részt vesz a Bolyai Társulat munkájában, az Oktatási 
Bizottság tagjaként szervezi a Rátz László Vándorgyűlések alsó tagozatos 
szekciójának munkáját.
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Zsinkó Erzsébet
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem Tanító- és Óvóképző Kar Matematika 
Tanszékének címzetes egyetemi docense. Tantervíróként, szakmai tanács-
adóként, programfejlesztőként és szerkesztőként szerepet vállalt a kompe-
tenciaalapú képzés és oktatás matematikaprogramjának kidolgozásában. 
Részt vett abban a pedagógiai kutató-fejlesztő munkában, amelynek során 
kidolgozták a négyéves tanítóképzés programját. Résztvevője a matematika 
tanításával, tanulásával kapcsolatos számos kutatási projektnek.
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