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Nessuna umana investigazione si puo dimandare vera scienza, se essa
non passa per le matematiche dimostrazioni.

Semmilyen emberi vizsgalodast nem nevezhetiink igaz tudomanynak, ha
azt nem lehet a matematika nyelvén kifejezni.

Leonardo da Vinci
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Bevezetés

A matematika, amint arra a kotet mottojaul valasztott Leonardo-idézet
utal, kiilonleges szerepet jatszik a tudomanyok fejlédésében. Hasonldoan
kiemelt jelent6sége van az iskolai oktatasban is. A legrégebbi tudomany,
melynek korai eredményei ma is iskolai tananyagnak szadmitanak. Az
egyik legkorabban tantarggya szervezddott tudasteriilet, amelyet ma is
altalaban a legmagasabb 6raszamban tanitanak. A magyar kdzoktatasban
a matematika az egyetlen olyan iskolai tantargy, amely mind a tizenkét
évfolyamon végighalad. Tanitasdnak eldkészitése mar az iskolaba lépés
elott elkezdddik, és a természettudomanyi, valamint miszaki szakok
mindegyikén, tovabba a tarsadalomtudomanyi szakok jelentés részén a
fels6oktatasban is alaptantargy.

A matematika tanuldsa a kezdetek ota Osszefonddik a gondolkodas
fejlesztésével, az absztrakcios képesség €s a logikus gondolkodas elsaja-
titasaval. A matematika jelen van a hétkdznapi élet problémainak megol-
dasaban, és a matematikatudas alkalmazasa szamos munkakorben elen-
gedhetetlen feltétel. E kitilintetett szerepe indokolja, hogy a matematika
a nagy nemzetkozi dsszehasonlitd felmérések egyik allandd mérési terii-
lete, melyek eredményeit figyelembe veszik az orszagok fejlodési poten-
cialjanak becslésénél. Magyarorszagon a szovegértés mellett matemati-
kabol kerill sor az évenkénti teljes kort felmérésekre, és természetes
modon keriilt be az olvasas és a természettudomany mellett a diagnosz-
tikus mérési rendszer kidolgozasara iranyuld projektbe.

Az ezredfordulo koriili évtizedekben szamos olyan kutatdsi eredmény
sziiletett, amely integralva és a gyakorlatba atiiltetve fordulatot hozhat az
iskolai oktatds eredményességének javulasaban. Az a program, amelynek
kertében ez a kotet 1étrejott, harom jelentdsebb kutatasi tendencia met-
szetében helyezkedik el.

A pedagdgiai rendszerek fejlodésének egyik kulcsa, hogy kiilonb6zo
szintll szabalyozasi koreiben mind gyakoribb, pontosabb és részletesebb
visszacsatoldo mechanizmusok jelennek meg. Ezen a téren az elmult évti-
zedek leglatvanyosabb valtozasat a nagy nemzetkozi felmérések rendsze-
ress¢ valasa hozta. A nemzetk6zi 6sszehasonlitd adatok lehetéveé teszik
az oktatas rendszerszintii sajatossagainak megismerését, €¢s az egymast
kovetd felmérések eredményei visszajelzést adnak az esetleges beavatko-
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zasok hatasairdl is. A nemzetkozi értékelési programok mérésmetodikai
megoldasai segitették a nemzeti értékelési rendszerek kialakitasat, és sok
orszagban, koztilk Magyarorszdgon is megvalosult az elsdsorban intézmé-
nyi szintll visszajelzéseket szolgaltatd évenkénti felmérés. Az intézmények
sajat felmérési adataik elemzése révén javithatjak belsé folyamataikat,
munkajukat, az eredmények nyilvanossagra hozatala pedig 6sztonzést
jelenthet a fejlédés lehetdségeinek keresésére. Ugyanakkor az ilyen jel-
legii rendszereket mar hosszabb ideje mitkddtetd orszagok gyakorlata azt
is megmutatta, hogy az ily modon az iskolakra gyakorolt nyomas csak
egy bizonyos mértékig javitja az eredményeket, a til erds késztetés kii-
16nb6z6 torzulasokhoz vezethet. A pedagogusok munkajat kozvetleniil
segitdé modszerek €s eszkozok nélkiil nem lehet a teljesitményeket tovabb
javitani. Ezen a téren az értékelés fejlodésének kdvetkezo fazisat a gya-
koribb, részletesebb, tanuloi szinti visszajelzésekre alkalmas rendszerek
kidolgozasa jelenti.

A hagyomanyos, papir alapu tesztek révén nem lehet a tanulok felmé-
rését kell gyakorisaggal elvégezni. Igy nem valésulhatott meg a peda-
gogusok ellatasa olyan mérdeszkdzokkel, amelyek kozvetleniil a tanulast
segitik azaltal, hogy kovetik a tanulok fejlédését, idoben jelzik az esetleges
lemaradasokat. Ezért masodikként az 0j informacios és kommunikacios
technologidk robbandsszerii fejlédését emlitjik, melyek az élet minden
teriiletén ujszerti megoldasokat kindlnak. Alkalmazasukkal az oktatasban
is kényelmesen megoldhatéva valnak korabban megvaldsithatatlan fel-
adatok. Ez utobbiak kozé tartozik a gyakori diagnosztikus visszajelzést
biztositd pedagdgiai értékelés. A szamitdgépek oktatasi alkalmazasa gya-
korlatilag az els6 nagyméretii elektronikus szamitogépek megjelenésével
megkezd6dott, mar évtizedekkel ezelott is sziilettek szamitogépes okta-
toprogramok. Az informatikai eszk6zok iskolai alkalmazasa azonban gyak-
ran a technologia feldl indult el, azzal a logikaval, hogy ha mar adott a
lehetdéség, alkalmazzuk azt a tanitasban. Az online diagnosztikus értéke-
1és a masik oldalrdl jutott el az informatika alkalmazasdhoz, amikor egy
alapvetd jelentdségli pedagogiai feladat megvalositasahoz kerestiik az
eszkozt. Itt az informacidos-kommunikacios technologia valdoban egy
massal nem poétolhatd eleme a rendszernek, amely kiterjeszti a pedagod-
giai értékelés lehetdségeit.

A harmadik, és e kdtet targyahoz legkozelebb allo fejlemény a pszicho-
logia kognitiv forradalma, amely folyamat a mult szazad végén szamos

10



Bevezetés

teriiletre kihatott, és 0j lendiiletet adott az iskolai tanulas és tanitas kuta-
tasanak is. Uj, a korabbinal differencialtabb tudaskoncepciok kialakula-
sdhoz vezetett, amely lehetdvé tette az iskolai oktatas céljainak ponto-
sabb meghatarozasat, tudomanyosan megalapozott standardok, kovetel-
mények kidolgozasat. Ez a folyamat megnyitotta az utat a tanulok fejlo-
dési folyamatainak részletesebb feltérképezése elott is.

A kora gyermekkor meghataroz6 szerepének felismerése nyoman a
figyelem kézéppontjaba kertilt az iskola kezdd szakasza, kiilondsképpen
a nyelvi fejlodés segitése és a gondolkodasi képességek fejlesztése. Sza-
mos vizsgalat bizonyitotta, hogy az alapvetd készségek elsajatitasa nél-
kiil a tanulok nem képesek a tananyag mélyebb megértésére, ennek hia-
nyaban pedig legfeljebb csak valtozatlan formaban tudjak reprodukalni a
tananyagot, de nem képesek azt 01j helyzetekben alkalmazni. A megfeleld
alapok kialakitasa nélkiil a késébbi tanulasban stilyos nehézségek jelent-
keznek, az els6 iskolai években elszenvedett kudarc pedig egész életre
meghatarozza a tanulashoz valo viszonyt.

A matematika tantargy kiemelkedd szerepet jatszik a gondolkodasi
képességek fejlesztésében. Mas tantargyakhoz képest viszonylag kevés
kiils6 eldismeretet feltételez, igy mar nagyon koran, kisgyermekkorban is
elkezdheto a fejlesztés. A matematika tanulasa lehetéséget ad arra, hogy
a tanulok felismerjenek szabalyszertiségeket, mérlegeljék a lehetdsége-
ket, modelleket allitsanak fel. A matematikaban koran fel lehet hivni a
tanulok figyelmét arra, hogy kételkedjenek a vélt igazsagban (sejtésben),
keressék az okokat és a bizonyitékokat. A matematika egyediilallo lehe-
toségeket kinal a bizonyitas jelentdségének megértésére. Ma a struktura-
latlan informéacidk, adatok oriasi tomege all rendelkezésiinkre. A mate-
matika fejlesztheti az adatok és informaciok csoportositasanak és megfe-
leld kovetkeztetések levonasanak készségeit. Felértékelddik az osszefiig-
gések felismerésének, a kapcsolatok bizonyitasanak képessége, melyre
az oktatasnak is figyelmet kell forditania. A tudomany ¢és technika o6riasi
itemben fejlodik, a tényszerl ismereteket az id6 feliilirhatja. A gondol-
kodasi és probléma-megoldasi képesség azonban nem avul el, és az élet
egyre tobb teriiletén jut szerephez. A matematika oktatasanak mar az elsé
évfolyamtol kezdve fontos, kés6bb nem poétolhatd feladata a gondolko-
dasi, probléma-megoldasi képesség fejlesztése.

Az emlitett folyamatokkal dsszhangban inditotta el a Szegedi Tudo-
manyegyetem Oktataselméleti Kutatocsoportja a ,,Diagnosztikus mérések
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fejlesztése” c. projektet. Ennek keretében az olvasas-szovegértés, a mate-
matika és a természettudomany terén keriilt sor a diagnosztikus mérések
tartalmi kereteinek részletes kidolgozasara, melyekbdl e kotet a matema-
tikahoz kapcsolodd munka eredményeit mutatja be. Ezekre épiil az els
hat évet lefedd, tobb szaz feladatot tartalmazo feladatbank elkészitése,
amely egy online tesztelésre alkalmas szamitégépes rendszer részét ké-
pezi. Egy ilyen rendszer — melynek teljes kiépitése sok egymasra épiild
1épésbal allo hosszu folyamat — alkalmas lesz arra, hogy rendszeres és
gyakori tanuloi szintli visszajelzéseket szolgaltasson a tudas valtozasa-
nak kiilonb6z6 dimenziodirdl.

A diagnosztikus tesztek mindenekel6tt azt elemzik, hol tart az egyes
tanulok fejlédése bizonyos viszonyitasi pontokhoz képest. Miként a
rendszerszintli vizsgalatoknal, itt is természetes viszonyitasi alap lehet
a populacio atlaga: fontos informacid, hogy hol tart a tanulé hasonlo
helyzeti tarsaihoz képest. Az online diagnosztikus tesztek azonban ennél
tobbet nyljtanak: a rendszer nyilvantartja a tanulok eredményeit, igy
kovetni lehet a tanuldk fejlodését, tudasuk idobeli valtozasat is.

A mérdeszkozok a tudomanyos alapossaggal kifejlesztett tartalmi ke-
retekre épiilnek, amit harom parhuzamos szerkezetii kotet foglal ossze.
Ez a kotet a matematika felmérésének tartalmi kereteit tartalmazza, két
hasonlé mii az olvasas €s a természettudomany teriiletén végzett munka-
rol szamol be. A harom teriileten parhuzamosan folyt a fejleszté munka,
ugyanazt a tagabb elméleti koncepciot, azonos fogalmi rendszert alkalmaz-
va keriilt sor a mérések részletes tartalmanak meghatarozasara. A kotetek
kozos szerkezetén til e bevezetd és a negyedik fejezet is tartalmaz mind-
harom teriileten megjelend kozds részeket.

Az itt bemutatasra keriil6 fejleszté munka épit a Szegedi Tudomany-
egyetemen a pedagogiai értékelés terén folyo tobb évtizedes kutatdmun-
ka tapasztalataira, az MTA-SZTE Képességfejlodés Kutatocsoport ered-
ményeire, mindenekeldtt a tudas szerkezetével, szervezddésével kapcso-
latos vizsgalatokra, a pedagogiai értékelés, a méréselmélet, a fogalmi
fejlodés, a gondolkodasi képességek fejlodése, a problémamegoldas, az
iskolakésziiltség-felmérések eredményeire, tovabba a feladatiras, teszt-
szerkesztés, tesztfejlesztés terén kialakitott technoldgidkra. Ugyanakkor
a diagnosztikus mérések megalapozasa olyan komplex feladat, amelynek
megoldasahoz széles korti tudomanyos dsszefogasra van sziikség. Ennek
megfelelden a tartalmi keretek kidolgozasa hazai és nemzetkozi egyiitt-
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mikddésben valdsult meg, melyben részt vesznek a felmért teriiletek
kutatoi is. Az egyes kotetek elméleti fejezeteinek megirasaban tarszerzo-
ként kozremiikddnek az adott kérdések kiemelkedo specialistai, ezaltal a
nemzetkdzi szinten elérhetd legkiérleltebb tudomanyos tudasra épithe-
tink. A tartalmi keretek részleteit tantervfejlesztésben, feladatirasban
jartas kutatok és gyakorlati szakemberek, pedagdgusok dolgoztak ki.

A tartalmi keretek elkészitése egy haromdimenzios tudaskoncepciora
épiil, kovetve azt a hagyomanyt, amely végigvonul a szervezett iskolazas
torténetén. Régi torekvés az értelem kimivelése, a gondolkodas, az alta-
lanos képességek fejlesztése. A modern iskolai oktatds is szdmos olyan
célt tiiz ki, amely magéara a tanul6 személyre vonatkozik. E célok meg-
valositasaban mindenekel6tt az emberrel, a fejlodo gyermekkel foglalko-
z6 tudomanyok eredményei igazitanak el benniinket. A fejlédéslélektan,
a tanulasra vonatkozo pszicholdgiai eredmények, illetve tjabban az agy-
kutatas, a kognitiv idegtudomany eredményei lehetnek e dimenzi6 forra-
sai. A matematika teriiletén ennek a dimenzidnak a 1ényege a matemati-
kai gondolkodas, a matematikai képességek fejlesztése.

A célok egy masik kore az iskolaban tanultak hasznossagaval kapcso-
latos: a ,,nem az iskolédnak tanulunk” figyelmeztetés ma talan aktualisabb,
mint korabban barmikor, hiszen a modern tarsadalmi kdrnyezet sokkal
gyorsabban valtozik, mint amit az iskola kovetni tud. A korabbi kutata-
sok eredményeibdl tudjuk, hogy a transzfer, a tudas atvitele 1j teriiletek-
re nem automatikus; megfeleld tanitasi modszerekre van sziikség az al-
kalmazas készségeinek fejlesztéséhez. Elengedhetetlen tehat, hogy egy
diagnosztikus értékelés tartalmi kereteiben 6nalloan megjelenjenek a tu-
das alkalmazasanak kérdései. Ez egy masik szempontl célrendszert je-
lent, annak meghatarozasat, mit varunk el a tanuloktol, hogy tudéasukat
az iskolai tanulds mas teriiletein vagy az iskolan kiviil alkalmazni tudjak.

Harmadsorban, fontosak azok a tartalmak, amelyeket az iskolak a tu-
domanyok és a muvészetek altal felhalmozott tudasbdl kozvetitenek.
Nem csupan azért, mert ezek nélkiil az el6z6 célokat sem lehet megvalo-
sitani, hanem azért, mert onmagaban is fontos, hogy a tanulok megismer-
jék a kultara adott teriiletét, a matematika, a természettudomanyok altal
létrehozott, és az adott tudomany belso értékei szerint szervezddo tudast.
A matematika nemcsak a gondolkodas fejlesztésének és a gyakorlati
problémék megoldasanak eszkdze, hanem 6nallé tudoményos diszcipli-
na, amelynek belsé logikajat, tudasanyagat, a tudomanyag rendezdelveit
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és felépitését érvényesitd formaban is el kell sajatitaniuk a tanuldknak.
Bar az els6 iskolai években a tanuldk fejlédési sajatossagai €s a képes-
ségfejlesztés szempontjai kerililnek el6térbe, sem az értelmi képességek
fejlesztése, sem a gyakorlati problémak megoldasara valod felkészités
nem lehet eredményes a tudomanyos tudas értd elsajatitasa nélkiil.

Az utobbi évtizedekben ezek a célok egymassal versengve jelentek
meg, hol egyik, hol masik valt divatossa, domindnssa, hattérbe szoritva
masokat. E projekt keretében feltételezziik, hogy az oktatas e célokat
egymassal integralva valositja meg, ugyanakkor a diagnosztikus értéke-
lésnek ezeket differencidltan kell kezelnie. A felméréseknek konkrétan
meg kell mutatniuk, ha egyik vagy masik dimenzidban lemaradas tapasz-
talhato.

A kotet els6 harom fejezete az elézdekben emlitett harom dimenzio
elméleti hatterét, kutatasi eredményeit 0sszegzi. Az elsé fejezetben
Terezinha Nunes és Csapo Bené a matematikai gondolkodas fejlodésé-
nek, fejlesztésének ¢és felmérésének pszichologiai kérdéseit tekinti at. Ez
a fejezet mutatja be a szdmokkal, mennyiségekkel vald gondolkodas fej-
16désének természetes folyamatat, melyet az eredményes matematikata-
nitas stimuldlhat, felgyorsithat. A masodik fejezetben Csikos Csaba és
Lieven Verschaffel a matematikai tudas alkalmazasaval és a matematikai
miuveltséggel kapcsolatos kutatasi eredményeket fogalja 6ssze. A harma-
dik fejezet — Szendrei Julianna és Szendrei Maria munkéja — azt vazolja
fel, hogyan szervezddik a matematika mint tudomanyos diszciplina, mi
tanithato, és altalaban mit tanitanak ebbdl az iskolaban, tovabba milyen
tartalmakat kinal a matematikai gondolkodas fejlesztése és a gyakorlati
alkalmazasok szdmara. Mindegyik tanulmany gazdag szakirodalmi hat-
térre éplil, és részletes irodalomjegyzékiik segitheti a késébbi fejlesztd
munkat is. A negyedik fejezetben Csikos Csaba és Csapo Bend a tartalmi
keretek kidolgozasanak elméleti kérdéseit és gyakorlati megoldasait te-
kinti at, tovabba bemutatja a diagnosztikus mérések részletes tartalmai-
nak kidolgozasa soran kovetett alapelveket. Ez a fejezet teremt kapcso-
latot az elméleti fejezetek €s a részletes tartalmi leirasok kozott.

A leghosszabb, a kotet terjedelmének felét kitevd 6todik fejezet tartal-
mazza a diagnosztikus értékelés részletes tartalmi kereteit. Ennek a feje-
zetnek az a funkcidja, hogy megalapozza a mérdeszkozok kidolgozasat,
a feladatok elkészitését. A mérés tartalmait az emlitett harom dimenzid
szerint csoportositja. A diagnosztikus értékelés tekintetében az iskola
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elsé hat évfolyamat egy egységes fejlesztési folyamatnak tekintjiik. En-
nek megfelelden a mérési eredmények a hat évfolyamot atfogoé skalakon
helyezik el a tanulokat aktualis fejlettségi szintjiik alapjan. fgy 1ényegé-
ben a feladatok tartalmainak leirasa is egyetlen folyamatos egységet al-
kothatna. Az attekinthetdség és az oktatasi standardok leirasanak hagyo-
manyait kovetve azonban a folyamatot harom, egyenként két évet atfogd
szintre bontottuk. fgy mutatjuk be a harom dimenzié mentén az dsszesen
kilenc tartalmi blokkot, melyek mindegyike négy f6 matematikai teriile-
tet tartalmaz.

A tartalmi kereteknek azt a forméajat, amelyet ebben a kotetben 6ssze-
foglaltunk, egy hosszabb fejlesztési folyamat kezdd 1épésének tekinthet-
jik. Meghataroztuk, hogy a ma rendelkezésre allo tudas alapjan mit cél-
szert mérni, melyek a felmérések 6 dimenzidi. Az attekintett teriileteken
azonban nagyon gyors a fejlédés, ezért a késObbiekben id6rdl iddre in-
tegralni kell az 0j tudoményos eredményeket. A feladatbank kidolgoza-
saban szerzett tapasztalatok, majd késobb a diagnosztikus rendszer mii-
kddése révén keletkezd adatok elemzése lehetdséget nyujt a tartalmi le-
irasok folyamatos finomitasara. A feladatok bemérése, majd az adatok
Osszefiiggéseinek elemzése nyoman az elméleti modelleket is ujraérté-
keljiik. Néhany év mulva azt is elemezni lehet, hogy a korai fejodés
egyes teriiletei milyen Osszefliggésben allnak a késobbi teljesitmények-
kel, igy mod lesz a feladatok prediktiv és diagnosztikus validitasdnak
meghatdrozasara, ami szintén fontos forrasa lehet az elméleti keretek
tovabbfejlesztésének.

A kotet elkészitésében meghatarozo6 szerepet jatszott Csikos Csaba, aki
azon tul, hogy tarsszerzoként részt vett harom fejezet megirasaban, ird-
nyitotta a részletes tartalmi kereteket kidolgozé munkacsoport tevékeny-
ségét is. A munkaban a szerzokon kiviil szdmos tovabbi munkatarsunk
mukodott kozre, akiknek ezuton is koszonetet mondunk. Kiilon is ko-
szonjiik a projektet iranyitd és szervezo team, Molnar Katalin, Kléner
Judit és Turi Didna munkajat. A tartalom kidolgozasahoz és végsé for-
maba Ontéséhez sok segitséget kaptunk szakmai lektorainktdl. Ezaton is
koszonjiik Kosztolanyi Jozsef és Vancsé Odon értékes kritikai észrevéte-
leit és javaslatait.

Csapo Bené és Szendrei Mdria
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Bevezetés

A matematika az egyik legrégebbi tudomanyag, amely ma is érvényes
forrasként hasznalhato az iskolai tananyag tervezéséhez. Bar nyilvanva-
l6an fontos az alkalmazhatésaga a mindennapi életben, a matematika
nagy részeét mégis inkabb abban a reményben oktatjak, hogy a matema-
tika elsajatitasa altalaban is fejleszti a gondolkodast, csiszolja az elmét.
A matematika szisztematikus megkozelitési modokat kinal a tanulok sza-
mara a kiilonféle problémak kezeléséhez és alkalmas a fizikai, biologiai
¢és tarsadalomtudomanyok teriiletén felmeriild helyzetek elemzésére és
modellezésére. A matematikanak a vilag megértésében jatszott szerepét
nagyon vilagosan fogalmazta meg Galilei, amikor azt irta, hogy az uni-
verzum, ez a hatalmas konyv, amely mindig nyitva all a szemiink elott,
am csak akkor érthetd meg, ha eldszor megtanuljuk olvasni azt a nyelvet,
amelyen irtdk: a matematika nyelvét (Sobel, 1999).

A matematikaval ellentétben a matematika tanitasanak és oktatasanak
tudomanyos kutatasa viszonylag fiatal tudoméanyag, minddssze egy év-
szazados. A vizsgalddasra érdemes kérdések és a kérdések megvalaszo-
lasahoz hasznalt kutatasi modszerek idével sokat valtoztak, egy dolog
azonban tovabbra is kdozponti kérdés maradt a fejlédéslélektanban és az
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oktatasban: vajon a matematikatanulas javitja-e a gondolkodast, vagy
a matematika tanuldsa csak azok szdmara all nyitva, akik mar elértek egy
megfeleld gondolkodasi szintet? Az altalanos kognitiv képességek fej-
lesztése kiilondsen fontos a rendkiviil gyorsan valtozo tarsadalmi kor-
nyezetben; ezért siirgetd, hogy valaszt adjunk erre a kérdésre.

A modern fejlodéslélektanban kétféle, latszolag egymastol eltéré meg-
kozelités probalt magyarazatot adni a kognitiv fejlddésre. Egyrészt
Piaget és munkatarsai azokat a gondolkodasi formakat elemezték, ame-
lyek a gyermekeket fejlodésiik soran jellemzik, a gyerekek probléma-
megoldo6 stratégidira (vagyis cselekedeteire és gondolkodasara) és e stra-
tégiak igazolasara Osszpontositva (Inhelder és Piaget, 1958; Piaget €s
Inhelder, 1974, 1975, 1976). A masik oldalon Vigotszkij kovezte ki az
utat annak mélyebb megértéséhez, hogy a tanulok hogyan tudjak a kul-
turdlis jelrendszerek (mint pl. a szdmrendszer, a grafok és az algebra)
segitségével kifejezni sajat gondolataikat, majd gondolkodni és beszélni
ezekrdl a kiils6 jelekrdl, targyiasitva és gondolkodasi eszkdzzé téve Oket
(Vigotszkij, 1971).

Egy egyszerli példaval megvilagithat6 ez a szempont. Ha valaki meg-
kérdezi toliink, hogy hany o6ra, azonnal az 6rankra néziink. Ahogy a min-
dennapi ¢letben és a tudomanyban az idérél gondolkodunk, azt befolya-
soljak az idomérd eszkdzeinkben, példaul karérainkban megtestesiilo
matematikai viszonyok. Az allitjuk, hogy ,,egy nap 24 6rabol all”, mert
az 1d6t orakban mérjiik; az 1 nap és az 1 6ra kozotti ardny 24:1; az orak és
a percek kozotti arany 60:1, és a percek és a masodpercek kozotti arany
szintén 60:1. Az id6t ennek a kulturalis eszkéznek — az 6ranak — a segit-
ségével jelenitjiilk meg, és az 6raba beépitett matematikai viszonyok te-
szik lehet6vé szamunkra, hogy a nap id6tartamat kifejezziik. Ennek a
kulturalis eszkoznek a segitségév el finom kiilonbséget tudunk tenni az
id6 és azon strukturak kozott, amelyekben az idérél gondolkodunk. E nél-
kiil nem tudnank idépontot egyeztetni a baratainkkal, megallapodni mond-
juk 11 6érdban, majd azt mondani: ,,Elnézést, 10 percet késtem”. Az id6rdl
nincs olyan pontos képzetiink, hogy a nap egy adott idépontjaban ponto-
san meg tudnank mondani, hogy 11 6ra van, vagy megallapitani a kiilonb-
séget 11 oOra és 11:10 kozott. Ez a torténetnek Vigotszkij-féle valtozata.

A torténet Piaget altal felvazolt valtozata akkor valik fontossa, amikor
arrdl gondolkodunk, hogy a gyerekeknek mit kell megérteniiik ahhoz,
hogy megtanuljak leolvasni az 6rat és dsszehasonlitani a kiilonbdz6 id6-
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pontokat. Az 6ra szamlapjan 1évé szamoknak kétféle jelentése van: az
orat és a percet mutatjak. Ahhoz, hogy egy gyermek a perceket le tudja
olvasni, képesnek kell lennie viszonyitani az 1-et az 5-ho6z, a 2-t a 10-hez,
a 3-at a 15-hdz stb. Ahhoz, hogy megallapitsa példaul az 1 o6ra 15 perc és
a 2 ora 35 perc kozotti intervallumot, tudnia kell, hogy egy 6ra 60 perc-
bol all, és a 2 6raig eltelt perceket hozza kell adnia a 2 6ra utan eltelt
percekhez. Ezeket a gondolkodasi folyamatokat tarsitani kell az eszkoz-
h6z annak érdekében, hogy a gyerek megtanulja hasznalni azokat. Itt
most nem kivanunk tovabbi példakat felhozni: elég vilagosnak latszik,
hogy az dra hasznélatanak elsajatitasdhoz meg kell érteni a percek és
orak kozotti viszonyt, valamint ismerni az 6ra szdmlapjan 1évé szamokat.
A kutatasok azt mutatjak, hogy ez még egy nyolcéves gyermek szamara
is kihivast jelenhet (Magina és Hoyles, 1997).

Ebben a fejezetben els6sorban azokra a gondolkodasi formakra kon-
centralunk, amelyek a matematika tanuldsahoz nélkiilozhetetlenek, vala-
mint azoknak a konvencionalis matematikai jeleknek az elsajatitasara,
amelyek lehetové teszik és strukturaljak a gondolkodast. A fejezet elso
részében harom f6 kérdésre forditunk kiemelt figyelmet: egész szamok,
racionalis szamok ¢és feladatmegoldasok matematikadran. Mindegyik te-
rileten megkiséreljiik feltarni a matematika és a hozza kapcsolodo kul-
turalis eszkdzok elsajatitasanak pszichologiai elveit. A fejezet az altalanos
iskolai matematikatanulasra 6sszpontosit, és az 5-12 éves koru gyerekek-
kel végzett kutatasok eredményeit veszi alapul. Nem foglalkozunk az id6-
sebb korosztalyba tartoz6 gyermekekkel, és nem véljiik ugy, hogy az itt
felvetett kérdések megvalaszolasa elegendé a kés6bbi matematikatanulas
megértéséhez.

Azokra a gondolkodasi folyamatokra, amelyeknek fejlesztésével az
iskolai matematikatanitas foglalkozik, hatassal vannak az iskola el6tti és
az iskolan kiviili tapasztalatok is. A matematikaban tanultak felhasznala-
sara mas tantargyakban is sor keriil, ahogy a mas targyakban szerzett
tapasztalatok is gazdagitjdk a matematika tanulasat. Kiilondsen a termé-
szettudomany tanitdsa segitheti a matematikai gondolkodas fejlédését,
elsésorban tapasztalati alapot és gyakorloterepet szolgaltatva a matema-
tikaban is fejlesztendé gondolkodasi folyamatoknak. Vannak azonban
olyan teriiletek, mint példaul a szimbolumok hasznalata, amelyeken a
matematikanak meghatarozo szerepe van, ezért ebben a fejezetben ezek-
re fektetjiik a f6 hangsulyt. Ugyanakkor, bar kevésbé részletesen, attekint-
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jiikk azokat a gondolkodasi folyamatokat is, amelyeket a matematikaban
és mas targyakban egyarant fejlesztendonek tartunk.

Matematikaoktatas és kognitiv fejlodés

Egész szamok

Az altalanos iskola elsé éveiben a szamok tanitdsanak az a célja, hogy a
gyerekek megismerjék a gondolkodési szimbolumokat és a mennyisége-
ket. A késobbi években a gyerekektdl elvarhatjuk, hogy a szamok kon-
cepciojat absztraktabb modon is felfedezzék, és olyan szadmokat elemez-
zenek, amelyek nem mennyiségeket reprezentalnak, de az altaldnos isko-
lai években a szdmokat a mennyiségek és a koztiik 1évo viszonyok kife-
jezésére hasznaljak.

A mennyiségek €s a szamok nem azonosak. Thompson érvelése szerint
,»egy személy azaltal alkot mennyiséget, hogy egy targy mindségét ugy
értelmezi, hogy megérti annak mérhetdségét is. A mért mennyiségeknek
szambeli értéke van, de ahhoz, hogy gondolkodjunk réluk, nem kell mér-
niink Oket, illetve tudnunk az értékiiket. Gondolhatunk példaul a sajat
magassagunkra, egy masik ember magassagara, vagy arra, hogy mennyi-
vel vagyunk magasabbak valaki masnal ugy is, hogy nem tudjuk a pon-
tos értékeket” (Thompson, 1993. 165—166. 0.). Szamok hasznalata nélkiil
is megallapithatjuk, hogy ha magasabb vagy a baratodnal, Ricknél, és
Rick magasabb, mint baratja, Paula, akkor te magasabb vagy Paulanal.
Ebben biztos lehetsz akkor is, ha soha nem talalkoztal Paulaval. Tehat a
mennyiségek kozotti viszonyrol gondolkodhatunk anélkiil is, hogy azo-
kat konkrét szamokban fejeznénk ki. De ha szamokban is ki tudjuk fejez-
ni 6ket, akkor tobbet tudunk: ha tudod azt, hogy 4 centivel vagy maga-
sabb Ricknél, és Rick 2 centivel magasabb Paulanal, akkor tudod, hogy
te és Paula magassaga kozott 6 cm kiilonbség van.

Az altalanos iskola elsé éveiben a gyerekek megismerik a szamokat
mint a gondolkodas és a mennyiségekrdl vald beszéd eszkozeit. A sza-
mokra mint megjelenito eszkozokre helyezett hangstily a szdmrendszerek
mint gondolkodasi eszkdzok jelentéségérdl szol. Nem tudunk mennyisé-
geket rogziteni vagy masokkal beszélgetni roluk, ha nem rendelkeziink
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egy olyan szamrendszerrel, amellyel a mennyiségek kifejhetéek. A meny-
nyiségek kifejezésére szolgald rendszer segitségével képesek vagyunk
kiilonbséget tenni, amire a rendszer nélkiil nem lennénk képesek. Példa-
ul, nem tudunk puszta ranézésre kiillonbséget tenni 15 és 17 gomb kozott,
de nincs problémank a kiilonbségtétellel, ha megszamoljuk dket. Vagy le-
het példaul, hogy nem tudjuk megallapitani, hogy egy szekrény, amit az
tizletben kinéztiik, befér-e egy adott helyre a lakasunkba, de tudni fogjuk,
ha lemérjiik a szekrényt és a helyet is, ahova be akarjuk tenni. A mennyi-
ségeket kifejezd rendszerek segitségével képesek vagyunk olyan kiilonb-
ségtételre, amire ranézésre nem lennénk képesek, valamint térben és id6-
ben Osszehasonlitasokat tehetiink a mennyiségek kozott. Képessé teszik
és strukturaljak gondolkodasunkat: a mérésnél szamokban gondolkodunk.

igy tehat két fontos dolog van, amit a gyerekeknek el kell sajatitaniuk,
hogy megértsék az egész szamokat. El6szor, fel kell ismernitik, hogy a
szamokrol és a mennyiségekrdl meglévo ismereteiket dssze kell kapcsol-
ni. Masodszor, meg kell érteniiik, hogyan miikddik a szamrendszer.

Piaget, és utana még sok mas kutato is szamos olyan fogalmat vizsgalt
meg, amelyekkel a gyerekeknek rendelkeznitik kell ahhoz, hogy a meny-
nyiségeket 0ssze tudjak kapcsolni és szamokban kifejezni. A gyerekek-
nek tudniuk kell példaul, hogy:

(1) ha két mennyiség ekvivalens, ugyanazzal a szammal kell kifejezni

Oket;

(2) ha két mennyiség azonos szammal van leirva, akkor azok ekviva-
lensek;

(3) ha egy adott halmazhoz néhany elemet hozzdadunk, az a szam,
amely a halmazt reprezentalja, megvaltozik és nagyobb szamossagu
lesz;

(4) ha egy halmazbol elvesziink néhany elemet, a szamossaganak meg
kell valtoznia, és kisebbnek kell lennie;

(5) ha egy halmazhoz ugyanolyan szdmu elemet tesziink hozza, és
vesziink el beldle, a mennyisége és az elemek szama nem valtozik
(vagyis értenilik kell az 0sszeadas és kivonas kozotti forditott vi-
szonyt).

A kortilbeliill négy-6t évesnél a fiatalabb gyerekek még nem értik a sza-
mok és a mennyiségek kozotti viszonyt (lasd Ginsburg, Klein €s Starkey,
1998, az els6 négy pont tekintetében; lasd Nunes, Bryant, Hallett, Bell és
Evans, 2009, az utolso pont tekintetében). Egyes kutatasok szerint a kicsi
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gyerekek, s6t még a csecsemok is belatjak, hogy ha az egy elembdl allo
halmazhoz még egy elemet hozzaadunk, akkor két elemiink lesz, de nincs
bizonyiték arra, hogy a nagyon picik tudjak, hogy kapcsolat van a meny-
nyiségek ¢és a szammal kifejezett szimbolumok kozott. A kicsikkel vég-
zett minden vizsgalat érzékelésen alapul, ezért semmit nem mond nekiink
arrol, hogy az 1 szammal reprezentalt halmaz t6bbé mar nem irhaté le
1-gyel, ha egy ujabb elemet hozzdadunk. Az érzékelésen alapulo itéletek
¢és a szimbolumok hasznalata kozotti kiilonbség a Iényege a matematika-
tanulas ¢és gondolkodas megértésének.

A mennyiségek és a szamok kdzotti ezen 0t Osszefiiggés belatasa sziik-
séges (de ahogy a tovabbiakban kifejtésre keriil, nem elegendd) feltétele
az egész szamok megértésének, de az 6t kapcsolat belatdsa nem azonos
nehézségi foku. Az els6 négy sokkal egyszerlibb, mint az utolso, amit
szokas ugy megfogalmazni, hogy az osszeadas ¢s kivonas kozott inverz
kapcsolat van.

Az Osszeadas €s kivonas kozotti osszefiiggés megértésének nehézsége
abbol adodik, hogy két miiveletet, az dsszeadast és a kivonast kell egy-
massal 0sszehangolni és megérteni azt, hogy ez a koordinacié hogyan
érinti a szadmokat; ez nem kdvetkezik abbdl az informacidé mennyiségbdl,
amit a gyermeknek figyelembe kell vennie ahhoz, hogy a kérdésre vala-
szolni tudjon. Bryant (2007) az allitast egy vizsgalattal bizonyitotta,
amelyben gyerekeket arra kértek, hogy halmazokkal kapcsolatban azo-
nos mennyiségii informaciot vegyenek tekintetbe; egyes feladatok tartal-
maztak az dsszeadas és kivonas kozotti forditott kapcsolatot, mig masok
nem. Az inverz feladatoknal azonos szamu tételt adtak hozza és vontak
ki egy halmazbdl. Az inverz kapcsolatot nem tartalmazé feladatoknal
azonos szamu tételt adtak hozza egy halmazhoz és vontak ki egy vele
ekvivalens halmazbol. Néhany gyerek képes volt felismerni, hogy az
eredetileg ekvivalens halmazok megvaltoztak, miutan egyikhez néhany
tételt adtak hozza, mig a masikbdl elvettek, de mégis sikertelennek bizo-
nyultak az inverz kapcsolattal, amely ugyanazon a halmazon végzett mii-
veleteket igényelt.

Ha tényleg fontos a mennyiségek ¢és szamszerii kifejezésiik kozotti
Osszefiiggés megértése, akkor a gyereknek e viszonyok felismerésére valo
képessége €és a matematikatanulas kozott is Osszefiiggésnek kell lennie.
A matematikatanulds terén elénnyel indulnak azok a gyerekek, akik mar
az iskolaba l1épéskor tudjak, hogy a mennyiségek és a szamok milyen
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viszonyban vannak egymassal, szemben azokkal, akik még nem jutottak
el erre a felismerésre. Két kiilonb6zo kutatocsoport altal (Nunes, Bryant,
Evans, Bell, Gardner, Gardner és Carraher, 2007; Stern, 2005) végzett két
vizsgalat kimutatta, hogy a gyerekek korében az dsszeadas és a kivonas
kozotti forditott Gsszefliggés megértése eldre vetiti, hogy késébbiekben
milyen matematikai eredmények elérésére képesek, még akkor is, amikor
az olyan altalanos kognitiv tényezok szerepét, mint az intelligencia és
a munkamemoria, kisz{irték.

A forditott 0sszefiiggés megértése idovel javul a gyerekeknél. A gye-
rekek elészor annak felismerésére képesek, hogy forditott 6sszefliggés
van az 0sszeadas és a kivonas kozott, ha a feladatot mennyiségekkel is
illusztraljak szamukra (akar vizualisan, akar képzeletben); késobb is ké-
pesnek tiinnek ennek megértésére, ha a szamokrol kérdezziik dket, nem
hivatkozva a mennyiségekre. Ha azt kérdezziik, mennyi 34 meg 29 mi-
nusz 29, tudjak, hogy nem kell kiszamitaniuk az eredményt: tudjak, hogy
a valasz 34. Szamolas nélkill tudhatjak a valaszt a 34+29-28-ra is, de ez
mar egy bonyolultabb kérdés.

Osszefoglalva, az egész szamok megértéséhez a gyerekeknek fel kell
ismernilik, hogy specialis 0sszefiiggés van a mennyiségek és a szamok
kozott. A gyerekek négy-6t éves kor koriil megértik azt, hogy ha két hal-
maz egyenld, és az egyiket megszamoljak, szamolas nélkiil tudni fogjak,
hogy mennyi van a masikban. Hatéves korban mar megértik az 6sszeadas
¢és kivonas kozti inverz dsszefiiggést, és tudjak, hogy ha azonos szamot
adnak hozza, és vonnak ki egy halmazbol, a szdm nem valtozik. Ennek a
korai megértése jol eldre jelzi a késobbi matematikai teljesitményeket.

Az el6z6 bekezdésekben leirt felismerések a mennyiségek és szamok
kozotti logikai kapcsolatokra vonatkoznak, de csupan ez nem elegendd
az egész szamok elemzéséhez. Fel kell tenni azt a kérdést is: ha a szamokat
a tizes szamrendszerben reprezentaljuk, milyen kdvetelményeket tamaszt
ez a reprezentacié a tanuld kognitiv képességeivel szemben? A tizes szam-
rendszer kétféle kdvetelményt tdmaszt: a tanulonak értenie kell az 6ssze-
adasi és a szorzasi Osszefiiggéseket is.

Az additiv relaciok a rész és egész viszonyarol valé gondolkodast fel-
tételezik. Annak megértéséhez, hogy mit jelent a 25, a tanulonak tudnia
kell, hogy a két rész, a 20 és az 5 egyiitt sszesen pontosan 25-6t tesznek
ki. Altalanosabban fogalmazva a tanulénak ismernie kell a szamok addi-
tiv 0sszetételét, ami azt jelenti, hogy minden szam eléallithato két masik
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szam Osszegeként, illetve altalaban tobb szam 6sszegeként. A tizes szam-
rendszernél egyébként a Iényeg éppen az, hogy minden szam egyértelmii-
en bonthat6 fel a tiz kiillonb6z6 hatvanyainak linearis kombinaci6jaként.

A szorzasi relaciok a tizes szamrendszerben szamok alakjaval és a he-
lyiérték-rendszerben elfoglalt helyével kapcsolatosak. Amikor a szamo-
kat leirjuk, az a hely, ahova a szamjegyet irtuk, implicite egy szorzast je-
lent: ha a szam jobbrol az utolso, akkor 1-gyel van szorozva, ha a masodik,
10-zel, ha a harmadik, 100-zal és igy tovabb.

A kisgyerekeknél az Osszeadasi és szorzasi Osszefiiggések megértése
nehezen megfoghat6 és rejtett lehet, ezért specialis feladatokra van sziik-
ségiink a gondolkodas felméréséhez. Olyan feladatokat készitettiink,
amelyek fel tudjak mérni az 0sszeadasi miiveleteket és a szorzasban ér-
vényesiilé gondolkodasi folyamatokat. Az 6sszeadast egy ,,vasarlasi fel-
adattal” értékeltiik. Arra kértiik a gyerekeket, hogy tegyenek ugy, mintha
egy boltban vasarolnanak; kiilonbozo értékli pénzérméket kaptak a vasar-
lashoz. Ha példaul meg akarnak venni egy jatékautot, ami 9 centbe keriilt
és van egy 5 centes érméjiik és hat darab 1 centes, az 5 centest négy 1 cen-
tessel kell kiegésziteniiik. Azok a gyerekek, akik nem értik az 6sszeadasi
miuveleteket, igy gondoljak, hogy nincs elég pénziik ahhoz, hogy meg-
vegyek a jatékot: azt mondjak, hogy van 6t meg hat centjiik, de a pénziik-
b6l nem ,,jon ki” a 9 cent. A hatéves kori gyermekek kétharmada meg
tudja oldani a feladatot. Ez a feladat nagyon jol megjosolja az altalanos
iskolai tanulok késobbi varhatdo matematika teljesitményét (Nunes és
mtsai., 2007; Nunes, Bryant, Barros és Sylva, 2011).

A kisgyerekeknek a szorzasi 0sszefliggések megértésére vald képessé-
gét oly modon mértiik fel, hogy megkértiik 6ket szorzasi és osztasi fel-
adatok targyak segitségével val6 megoldasara. Mutattunk példaul nekik
egy négy hazbol allo sort és arra kértiik dket, képzeljék el, hogy mind-
egyik hazban harom nyuszi lakik. Aztan megkérdeztiik tolik, hogy hany
nyul lakik a hazakban. Azok a gyerekek, akik mar rendelkeztek bizonyos
ismeretekkel a szorzasi dsszefliggésekre vonatkozdan, egyenként harom-
szor ramutattak és hazakra és kozben ,,szamoltak a nyulakat”. Az, hogy
a kisgyerekek mennyire képesek az ilyen tipusu feladatok megoldasara,
jol elorejelzi a késobbi matematikai teljesitményiiket (Nunes és mtsai.,
2007; Nunes, Bryant, Barros és Sylva, 2011).

Osszefoglalva, a gyerekeknek kétféle ismeretet kell elsajatitaniuk ah-
hoz, hogy megértsék az egész szamokat. Fel kell fogniuk a mennyiség és
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a szamok kozotti kapcsolatot, és meg kell érteniiik az egész szamok meg-
jelenitésére hasznalt szamrendszer, a tizes szamrendszer elveit, és altala-
ban a szamrendszerek elveit, hiszen nemcsak tizes szamrendszer van. Az
emlitett 6ra példaja a 60-as szamrendszerre utal, a szamitogépek a kettes
szamrendszert hasznaljak. A kutatok ramutattak arra, hogy azok a gyere-
kek, akik az altalanos iskola elején megszerzik ezt a tudast, késébb ma-
gasabb szintli matematikai teljesitményre képesek 8, 11 és 14 éves ko-
rukban (Nunes, Bryant, Barros és Sylva, 2011). Ezért a matematikai tu-
das korai felmérésének e képességek értékelésére kell iranyulnia, hogy
segitsék a tanarokat annak eldontésében, mit tanitsanak a gyerekeknek.

Racionalis szamok

A racionalis (nem egész) szamok ahhoz sziikségesek, hogy ki tudjuk fe-
jezni az egy egységnél kisebb mennyiségeket. Ezek a mennyiségek mé-
rési és osztasi (hanyados) helyzetekben jelennek meg. Méréskor, ha pél-
daul a cukrot csészével mérjiik €s egy csészénél kevesebb mennyiségiink
van, mondhatjuk azt, hogy egyharmad csésze — vagy, szammal kifejezve,
1/3. Hanyadosok esetén, ha pl. egy csokoladét harom gyerek kozott osz-
tunk el; minden gyerek annyit kap, amennyi az 1-nek 3-mal valo eloszta-
sakor eredményként adddik, vagyis 1/3-ot. Ezekben az esetekben az a ko-
z0s, hogy ahhoz, hogy hanyadokrdl tudjunk beszélni, egyenld részekre
val6 osztasnak kell bekovetkeznie. Tehat a tortek szamok, amelyek, szem-
ben az egész szamokkal, osztas, nem pedig megszamolas eredményei.

Az osztasban harom fogalom szerepel:

(1) az osztando, ami az elosztandé mennyiséget jelenti,

(2) az osztod, azon részek szama, amelyekre a mennyiséget osztani kell,

(3) a hanyados, ami az osztas eredménye és a tort altal kifejezett érték.

Ahhoz, hogy a gyerekek megértsék a tortszamokat mint bizonyos
mennyiségek kifejezésére alkalmas matematikai eszkozt, meg kell érte-
nitik a szamok kozotti kapcsolatot és a mennyiségeket, amit kifejeznek.
A tortek sok tekintetben kiilonbdznek az egész szamoktol: itt most harom
olyan alapvet6 kiilonbséget vizsgalunk, amelyet a gyerekeknek tudniuk
kell ahhoz, hogy megértsék ezeket a szamokat.

(1) Egy adott torton beliili kifejezésnek a masikhoz vald viszony ad

jelentést: ily moédon az 1 az 1/2-ben nem ugyanazt a mennyiséget
fejezi ki, mint az 1 az 1/4-ben.
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(2) Ugyanaz a tortszam eltéré mennyiségeket fejezhet ki, mert a tort
Onmagaban az egészhez valo viszonyt jelenti. Ezért 8-nak az 1/2-¢
nem azonos 12-nek az 1/2-ével, bar ugyanazzal a szammal van
kifejezve.

(3) Kiillonbozo tortszamok azonos mennyiséget is kifejezhetnek:
ugyanannak a pitének az 1/2-e és a 2/4-e azonos mennyiségek;
a matematika oran ezt az egyenld tortszamok vizsgalatanak hivjuk.

Ugy tiinik, hogy sok tanuld elészor nem érti, hogy a tortben 16v6 sza-
mok mennyiségek kozti viszonyt fejeznek ki (Vamvakoussi és Vosniadou,
2004); eltart bizonyos ideig ennek a megértése, legaldbbis az oktatas je-
lenlegi koriilményei kozott. Az alabbiakban bemutatunk néhany példat
a tortek megértése ezen aspektusanak vizsgalatara.

A tanulok altal megértend6 egyik 6sszefiiggés az, hogy minél nagyobb
az osztandod, annal nagyobb a hanyados, ha az oszt6 valtozatlan marad.
Rész-egész helyzetekben az osztand6 az egész, ami nem teljesen vilagos
a tortszammal torténd kifejezéseknél; amikor azt mondjuk, hogy 1/3 csé-
sze, a csészében levo mennyiséget osztjuk el. Konnyen megérthetd, hogy
egy kis csésze 1/3-a és egy nagy csésze 1/3-a nem azonos mennyiségek.
A tanulok szaméra azonban nem konnyli annak megértése, hogy az 1/3
szimbolummal kifejezett mennyiség nem lesz mindig ugyanannyi, mert
a felosztanddé mennyiség eltérd lehet.

Nem ismeriink olyan tanulményt, amely foglalkozott volna azzal a kér-
déssel, hogy ugyanaz a tort jelenthet-e kiilonb6zo szamokat, de Hart,
Brown, Kerslake, Kiicherman és Ruddocknak (1985) a tortek tanulok al-
tali megértését vizsgald nagyszabasi munkaja felvetett olyan kérdést,
amely a tortszamok és a mennyiségek kozotti dsszefiiggés megértését
firtatja. A diakoknak azt mondtak, hogy Mary zsebpénzének 1/4 részét
koltotte el, John pedig zsebpénze 1/2 részét, majd feltettek a kérdést:
lehetséges-e az, hogy Mary tobbet koltott, mint John? Ha a tanulok tud-
jak azt, hogy az egésznek a nagysaga szamit, meg tudjak mondani, hogy
igen, lehetséges az, hogy Mary tobb pénzt koltott. A 11-12 éves gyerekek
42%-a €s a 12-13 évesek 34%-a azt valaszolta, hogy ez nem lehetséges;
vélaszukat azzal indokoltak, hogy 1/2 mindig tobb, mint 1/4. igy tehat
ebben az életkorban nem egyértelmili a gyerekek szamara, hogy az azo-
nos tortszam nem mindig azonos mennyiséget fejez ki.

A tortek egyeldségének — vagyis annak, hogy a kiilonb6z6 tortek azo-
nos mennyiséget fejezhetnek ki —a megértése dontd fontossagli a meny-
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nyiségek és a tortek Osszekapcsolasa, valamint a tortek Osszeadasa és
kivonasa szempontjabodl. A kutatasok azt mutatjak, hogy a tortek ekviva-
lencidjanak megértése nem minden tanuld szdmara konnyl (Behr,
Wachsmuth, Post és Lesh, 1984; Kerslake, 1986) és nem egyszer és min-
denkorra adott: a tanulok egyes helyzetekben felismerhetik a dolgot, mas
helyzetekben nem. Kordbban a tortek egyenldségének megértését vizs-
galtuk 8-10 éves korosztalyu tanulokkal rész-egész €s hanyados helyze-
tekben, mindkettonél rajzok segitségével (Nunes, Bryant, Pretzlik, Bell,
Evans és Wade, 2007). A rész-egész szituacioban a feladat a kdvetkezd
volt: Peter és Alan egyforma csokoladét kaptak, amelyek til nagyok vol-
tak ahhoz, hogy egy nap alatt megegyék. Peter 8 egyenld részre osztotta
a csokoladéjat és megevett beldle 4-et; Alan a csokijat 4 részre torte és
2-t evett meg bel6le. A tanuloktol azt kérdeztiik, hogy a fiuk vajon azo-
nos mennyiségi csokit ettek-e. A helyes valaszok aranya ennek a feladat-
nak az esetében 31% volt. A hanyados szituacioban a feladat a kovetkezo
volt: egy 4 lanybol 4all6 csoport egyenlden oszt el egy tortat, mig egy 8
fiubol allo csoport két tortat oszt el, a lanyokéval azonos tortabol. A ta-
nuloknak meg kellett mondaniuk, hogy a fiuk ugyanannyi tortat ettek-e,
mint a lanyok. A helyes vélaszok ardnya ebben az esetben 73% volt. Te-
hat a tort mennyiségek esetében az ekvivalencia megértése kiilonbozo
Iépcsokben torténik: hanyados helyzetekben sokkal jobb a teljesitmény.

A tanulok altal e két helyzetben nyujtott teljesitmény sok tanar szama-
ra talan meglepo lehet, de fontos tudni, hogy azok a feladatok, amelyek
a matematikusok szamara nagyon hasonlonak tiinnek, a tanulok szemében
teljesen kiilonbozdek lehetnek (Vergnaud, 1979). A fejlodéslélektannal
foglalkoz6 pszicholégusok azt vizsgaljak, hogy a gyerekek a kiilonb6z6
targyakat ugyanazon kategoéria megjelenésének tekintik-e, megtanitva
Oket a targyak nevére és megkérve 6ket arra, hogy tanitas nélkiil nevez-
zék meg a masodik targyat. Ha a gyerekek az elsé targynal megtanult
elnevezést altalanositjak a masodik targyra, ebbdl arra Iehet kovetkeztet-
ni, hogy mindkettdt ugyanazon kategoria egy-egy példanyanak tekintik.

Ezt a megkozelitést a tortek elemzésével kapcesolatos két vizsgalatban
is alkalmaztak (Nunes, Campos és Bryant, 2011; Mamede, 2007). Ezek-
ben a kisérletekben két olyan tanul6i csoportot, akik az iskolaban még
nem tanultak tortekrél, megtanitottak a szamok tortek formajaban valod rep-

s

tanitasi modszerekben részt vevd csoportba, majd egyik csoportot arra
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tanitottak, hogy a tort-szimbolumot a rész-egész viszonyok kifejezésére
hasznaljak, mig masikat arra, hogy a mennyiségeket hanyados szituaci-
okban reprezentaljak. A kisérleti idészak végére az el6teszt eredményei-
hez képest mindkét csoport fejlédott, el és joval tobbet haladt, mint egy
kontroll csoport, de ez a fejlodés ahhoz a szituaciohoz kotédott, amelyben
tanitottak Oket. Azok a tanulok, akik a rész-egész viszonyokra tanultak
meg alkalmazni a torteket, nem tudtdk dket hasznalni hanyados helyze-
tek leirasara, és megforditva. A gyerekek tehat nem latjak at azonnal, hogy
a torteket alkalmazhatjak rész-egész ¢s hanyados helyzetekben is: nem
altalanositjak a szimbdlumok hasznalatat egyik helyzetbdl a masikra. Ez
a megallapitas ovatossagra intheti a kutatokat a tekintetben, hogy altala-
nos kovetkeztetést vonjanak le a tanulok tortekkel kapcsolatos ismeretei-
6l akkor, ha csak egyfajta szitudcioban vizsgaltak a tanulok teljesitményét.

Végiil, a tortek nagysag szerinti sorrendbe valo allitasahoz sziikség van
az osztasnal az oszt6 és a hanyados, vagy a tortben a nevezd és a hanyados
kozotti dsszefliggeés ismeretére: konstans szamlalo mellett minél nagyobb
a nevezod, annal kisebb mennyiségrél van sz6. Ha a gyerekek inkabb a
mennyiségekre és nem a szdmjegyekre koncentralnak, akkor jobban fel-
ismerik az 0sztd és a hanyados kozotti forditott dsszefiiggést: példaul a
6-7 éves gyerekek tobbsége érti, hogy minél tobb ember osztozik egy tor-
tan (vagy bizonyos szamu édességen), annal kevesebb jut egynek. Ennek
megértése azonban nem vezet el ahhoz a tudashoz, hogy a tértek hogyan
tehetdk nagysagrendi sorrendbe. Hart és munkatarsai (1985) arra kérték
a tanulokat, hogy rakjak novekvd sorrendbe az 1/4, 1/2, 1/100 és 1/3 tor-
teket. Ez konnyu feladat lenne, hiszen a szamlalé minden esetben azo-
nos, de a 11-13 éves koru didkoknak csupan 2/3-a talélta el a helyes sor-
rendet.

Osszefoglalva, a racionélis szimok osztasi miivelet és nem pedig szam-
lalas eredményeként létrejott mennyiségek kifejezésére szolgalnak. Ezért
ahhoz, hogy a tanulok megértsék a racionalis szdmok ¢s a tortek altal
kifejezett mennyiségek kozotti dsszefliggést, ismerniiik kell az osztasi
miveletnél a harom mennyiség kozotti viszonyt. Ugyanaz a tort kiilon-
b6z6 mennyiségeket fejezhet ki, mert kiilonb6z6 egész szamok tort része
lehet. Két kiilonb6z6 tort szam azonos mennyiséget fejez ki, ha a szam-
1416 és a nevezd kozotti dsszefliggés megegyezik annak ellenére, hogy
a két tortszam szamlaloja és nevezdje eltérd. Azonos szamlaloju tortek-
nél minél nagyobb a nevezd, annal kisebb a kifejezett mennyiség. Végiil,
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a tanuldk szadmara nem egyértelmi a tortek altalanos alkalmazasa a rész-
egész ¢s a hanyados feladatokban; a hanyados feladatokban megszerzett
ismeretek nem vihetdk at a rész-egész feladatokra, ¢s megforditva.

Szamtani feladatok megoldasa

A szamtani feladatok megoldasaval foglalkozo kutatasok sok figyelmet
forditottak a tobbjegyli szamokkal valdé szamolas elsajatitasanak. Ez az
értékes vizsgalat (Brown és VanLehn, 1982; Resnick, 1982) sok mindent
elmond nekiink arrél, hogy a gyerekek alapvetden hogyan kozelitik meg
a szamolast, még akkor is, ha hibat kovetnek el. Magat a vizsgalatot itt
most nem targyaljuk, mivel a kiilonbdz6 fajta tobbjegyli szamokkal vald
szamolas nehézségei jol dokumentaltak: ismert példaul, hogy az atcso-
portositassal (vagyis atvitellel, illetve kdlcsonvétellel) vald szamolas nehéz;
tudjuk azt is, hogy a kivonas, szorzas és osztas elvégzése gondot jelent
abban az esetben, ha a szamok kozo6tt nulla is van, az 6sszeadasnal azon-
ban a nulla kevesebb problémat okoz. Igy tehat nem nehéz néhany olyan
szamtani feladatot talalni, amelyekkel j61 megitélhetok a tanulok szamo-
lasi készségei. Sajnos tovabbra is ellentmondasos marad, hogy mi a leg-
jobb modja a tanulok szamolasra vald megtanitasanak, mint ahogy az is,
hogy mennyire van sziikség a hagyomanyos irasbeli szamitasi algoritmu-
sok megtanitasdra a modern technoldgiai tarsadalmakban (lasd Nunes,
2008). Ez utobbi probléma ellenére jelen fejezet nem azzal foglalkozik,
hogyan végezziink szamitasokat, hanem azzal, hogy tudjuk, mikor melyik
szamitast kell elvégezni.

Az altalanos iskola els6 6-8 évében a tanuldoknak azt a matematikat
tanitjak, amely a mennyiségek kozotti kétféle osszefliggésen alapul: az
Osszeadason, amelyek a mennyiségek kozotti rész-egész viszonyra épiil,
¢és a szorzason, amely a kiilonb6z6é mennyiségek (kiilonbozé tipusok) meg-
feleltetésére épiil. A kétfajta 0sszefiiggés kozotti kiilonbséget ugy érthet-
jiuk meg a legjobban, ha vesziink egy példat. Az 1.1. abran két feladat lat-
hato és mindegyikben adottak a mennyiségek és az dsszefliggések.

Mindkét feladat mennyiséggel, a Rob és Anne altal birtokolt konyvek
szamaval foglalkozik, valamint a két mennyiség, Rob és Anne konyvei
aranyaval. Az 1. feladatban a mennyiségek kozotti viszony rész-egész
struktaraban keriil leirasra, ahogy az abran is lathato. A rész-egész viszo-
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nyok additiv jellegliek. A 2. feladat a mennyiségek kozotti viszonyt az
egy-sok megfeleltetéseként irja le, ahogy az dbra mutatja; ezek szorzasi
viszonyok.

(1) Robnak és Anne-nek 6sszesen 15 kdnyve van (mennyiség). Robnak 3-al tébb
konyve van, mint Anne-nek (vagy Anne-nek 3-al kevesebb kényve van, mint Robnak)
(arany). Hany konyviik van kiilén-kilon? (mennyiség)

+3=R) 15

(2) Robnak és Anne-nek 6sszesen 15 kdnyve van (mennyiség). Robnak kétszer annyi
kényve van, mint Anne-nek (vagy Anne-nek fele annyi kényve van, mint Robnak)
(arany). Hany konyviik van kiilon-kiilén? (mennyiség)

A R
B —
B —
—_—

1.1. abra. A mennyiségek kozotti viszony sematikus abrazolasa
az dsszeaddasi és szorzasi mitveletekben

A problémamegoldas soran felhasznalt matematika foként eljarasokat
jelent, amelynek soran nem kozvetleniil a mennyiségekkel, hanem sza-
mokkal végziink miiveleteket, vagyis modellezziik a valosagos helyzeteket.
Thompsont idézve: ,,A mennyiségi gondolkodas a mennyiségi struktarak
elemzését jelenti — a mennyiségek és a mennyiségi viszonyok halozata-
nak elemzését... A mennyiségi gondolkodéasnak az egyik 6 jellegzetessé-
ge, hogy a szamok ¢és a szamszerl kapcsolatok masodlagos fontossagtiak,
és nem lépnek be az adott szituacio elsédleges elemzésébe. A legfontosabb
a mennyiségek kozotti viszony” (Thompson, 1993. 165. 0.). Ha a tanulok
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olyan mennyiségi viszonyokat elemeznek, amelyek jol jellemzik a szitua-
ciot, akkor az altaluk felépitett matematikai modell megfeleld lesz, és az
elvégzett szamitasok helyes eredményt fognak adni. Ha azonban a meny-
nyiségek kozotti osszefliggéseket a szituaciot torzitdé modon elemzik, a
felépitett modell nem lesz megfeleld, és az elvégzett szamitasok is hely-
telen eredményt adnak.

Egyes helyzetekrdl azonnal megérthetd, hogy 0sszeadas, vagy szorzas
jellegii-e, €s az 5-6 éves koru kisgyerekek mar képesek e feladatok meg-
oldasara, még azel6tt is, hogy megtanulnanak szamolni. Kiillonb6z6, sza-
molassal kapcsolatos 1épéseket alkalmaznak a feladatok megoldasara.
Ezen miiveletekbdl megallapithato, milyen viszonyokat allapitottak meg
a mennyiségek kozott.

Szamos kutatas igazolja (pl. Brown, 1981; Carpenter, Hiebert, és Moser,
1981; Carpenter és Moser, 1982; De Corte ¢s Verschaffel, 1987; Kintsch
és Greeno, 1985; Fayol, 1992; Ginsburg, 1977; Riley, Greeno, €s Heller,
1983; Vergnaud, 1982), hogy az 6vodas kort gyerekek megfelelden cse-
lekszenek, amikor 0sszeadassal vagy kivonassal kell mennyiségi valtoza-
sokkal kapcsolatos feladatokat megoldaniuk. A feladatok megoldasédhoz
Osszesitik €s megszamoljak a tételeket, vagy szétvalasztjak dket és megsza-
moljak a megfelel6 halmazt. Nagyon kevés 6vodas koru gyerek van tisz-
taban az Osszeadas €s kivonas tényével; mégis, amikor két rész nagysa-
gat kozlik veliik és megkérik dket, hogy nevezzék meg az egészet, 70%-
uk helyes valaszt ad, ha kis szamokrdl van szd, és a szamolds nem okoz
nekik nehézséget. Ez valoszintileg a legtobb ember szamara nem meglepd.

A legtdbb ember azonban meglepddik azon, hogy az ilyen kicsi gyere-
kek meglehetésen magas szazalékban képesek szorzasi és osztési felada-
tok elvégzésére, ha targyakkal segitjiik a valaszadast. Carpenter, Ansell,
Franke, Fennema és Weisbeck (1993) szorzasi feladatokat adtak ovodas
kort gyerekeknek az Egyesiilt Allamokban, amelyekben a halmazok ko-
zOotta2:1,3:1¢és4: 1 aranyt kellett megtalalniuk (pl. minden csészében
2 darab édesség van; hany édesség van 3 csészében?). A feladatokra
71%-uk jo valaszt adott. Becker (1993) 81%-ban jo valaszokat kapott
multiplikativ gondolkodasi feladatoknal 5 éves koru 6vodasoktol az
Egyesiilt Allamokban, amikor a 2 : 1 és 3 : 1 mennyiségi aranyt kellett
megadniuk.

Ha tehat a szamolast targyakkal segitjik, a kisgyerekek konnyen kii-
lonbséget tesznek az 0sszeadasi és a szorzasi miiveletekkel megoldhato
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problémak kozott. Azonban az dsszeadasi és a szorzasi feladatok cso-
portjain beliil is eltérd nehézségiiek lehetnek a feladatok attol fiiggden,
hogy milyen jellegli 6sszefiiggéseket tartalmaznak. Vergnaud (1982) sze-
rint a szamtani feladatokat nem a tanulok altal elvégzendd szamolas teszi
nehézzé, hanem a szituacioban rejlo dsszefliggések megértése. Vergnaud
a feladatmegoldas ezen részét relacios kalkulusnak (relational calculus)
nevezi, amit megkiilonboztet a numerikus kalkulustol (numerical cal-
culus) — vagyis magatol a szamolastol. A kovetkezo részekben eldszor a
relacios gondolkodas nehézségeit targyaljuk, eldszor az additiv gondolko-
dast, majd a multiplikativ gondolkodast igényld feladatokat mutatjuk be.

Additiv gondolkodasi feladatok

Kiilonb6z6 kutatok (példaul Carpenter, Hiebert és Moser, 1981; Riley,
Greeno €s Heller, 1983; Vergnaud, 1982) hasonlé mddon javasoltak osz-
talyozni a legegyszeriibb 6sszeadasi és kivonasi feladatokat. Ezen oszta-
lyozasok alapja, hogy milyen tipust relaciés kalkulust tartalmaznak. E meg-
kozelités alapjan harom feladatcsoportot kiillonboztetiink meg. Az els6 cso-
portba, az 0sszegzési csoportba olyan mennyiségekkel kapcsolatos fel-
adatok tartoznak, ahol a mennyiségeket egyesitik (illetve elkiilonitik), de
kozben nem valtoztatjak meg (példaul Paulnak 3 kék golyoja és 6 piros
golydja van; hany golyoja van 6sszesen?). A masodik csoportba a valtoza-
si feladatok tartoznak, amelyek az eredeti allapothoz képest a végso alla-
potig atalakulason mennek keresztiil (példaul Paulnak 6 golyodja van; egy
jaték soran 4 golyot elvesztett; hany golyodja van most?). A harmadik cso-
portba tartozd 6sszehasonlito feladatok viszonyitdsokat tartalmaznak (pl.
Marynek 6 golydja van; Paulnak 9 golydja van; mennyivel van tobb golyo-
ja Paulnak, mint Marynek?). A ,,mennyivel van tobb golyo6ja Paulnak, mint
Marynek” kérdés inkabb a viszonyitasra, €s nem a mennyiségre vonatkozik.
A kérdés feltehetd gy is, hogy ,,mennyivel van kevesebb golydja Mary-
nek, mint Paulnak?” A viszonyitasoknak van inverze (forditottja, a ,,mennyi-
vel tobb” forditottja a ,,mennyivel kevesebb?”); a mennyiségeknek nincs.

Ezekkel a kiilonboz6 tipusu feladatokkal végzett vizsgalatok azt mu-
tattak, hogy a legkdnnyebbek az 0sszegzési és a valtozasi feladatok,
amelyeknél ismert a kiindulo helyzet. Az ilyen tipusu feladatokban a 6
éves kor koriili gyerekek a maximumhoz kozeli teljesitményt nytjtanak.
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Ugyanakkor még a legegyszer(ibb 0sszehasonlitasos feladatok is nehéz-
nek bizonyultak sok 8 éves koru gyerek szdmara, mig a legnehezebb
feladatok, ahol az 6sszehasonlitas forditottjara kell gondolni, még a 10-
11 éves korosztaly szamara is kihivast jelentenek. Példaul Verschaffel
(1994) kisérlete a belga didkok egy kisebb mintajan azt mutatta, hogy a
kovetkezd feladatban: ,,Charles-nak 34 didja van. Charles-nak 15 dioval
kevesebb didja van, mint Anthonynak. Hany dioja van Anthonynak?”,
a tanulok kb. 30%-a kivonta a 15-6t a 34-bdl és helyteleniil valaszolt.
Lewis és Mayer (1987) arrdl szamolt be, hogy az ilyen jellegli hiba az
Egyesiilt Allamokban még a 18 éves, vagy annal is idésebb kozépisko-
lasoknal is el6fordul, bar kisebb mértékben (kb. 16%-ban).

Az Osszegzési feladatok mindig mennyiségekre vonatkoznak és vi-
szonylag egyszeriieck még akkor is, hogy ha feladatban né a mennyiségek
szama. Ugyanakkor a valtozasi feladatokban atalakitdsok vannak; az at-
alakitasok kombindlasa nehezebb, mint a mennyiségek kombinalasa, és
az atalakitasok elemzése nehezebb, mint a mennyiségek szétvalasztasa.
Vegyiik példaul az alabbi két feladatot, az elsé a mennyiségek Gsszekap-
csolasara és atalakitasra, a masodik két transzformacié dsszekapcsoladsa-
ra vonatkozik.

(1) Pierre-nek 6 golydja volt. Jatszott egy jatékot és elvesztett 4 golyot.

Mennyi golydja maradt a jaték utan?

(2) Paul két golyds jatékot jatszott. Az elsé jatékban 6 golyot nyert, a ma-

sodikban 4-t vesztett. A két jaték alapjan 6sszességében mi tortént?

Az 6voda ¢és az iskola negyedik osztalya kozotti korcsoportba tartozo
francia gyerekek kdvetkezetesen jobban szerepeltek az els6, mint a ma-
sodik feladat tipusban, pedig mindkét feladatnal ugyanazt a szamitési
miuveletet (6—4) kellett elvégezni. A masodik iskolai évben, amikor a gye-
rekek 7 év koriiliek, 80%-ban jo valaszt adtak az els6 feladatnal, a maso-
dik feladattal kapcsolatban azonban csak kb. két évvel késébb, 9 éves kor-
ban értek el hasonld eredményt. Tehat az atalakitasok (transzformécidk)
kombinalasa sokkal nehezebb, mint a mennyiség és transzformacid 6sz-
szekapcsolasa.

A mennyiségek kozotti viszonyok illusztraldsara harom tanulmanyt
mutatunk be példaként, amelyekbdl az elsé kettd kvantitativ, a harmadik
kvalitativ kutatasi modszereket alkalmazott.

Az elso példat a Chelsea Diagnostics Mathematics Testbol vettiik
(Hart, Brown, Kerslake, Kuchermann és Ruddock, 1985), amely harom
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relacios feladatot tartalmaz. Mindharom feladat a tavolsaggal foglalko-
zik, ahol a tavolsag nem mint mérték, hanem mint két pont kozotti vi-
szony szerepel. A legegyszeriibb feladat az volt, hogy ,,John 8 mérfoldet
kerékparozik az otthonatol az iskolaba. 2 mérfold utan megall egy édes-
ségboltnal. Hogyan szamolod ki, hogy Johnnak mennyit kell még men-
nie?” A kérdés a tobbszoros valasztas technikajat alkalmazta, és harom
olyan lehetséges valaszt tartalmazott, melyek Osszeadast és kivonast is
magukban foglaltak: 8-2, 2-8, és 2+6. Tovabbi négy valasztasi lehetdség
szorzas vagy osztas jeleket alkalmazo miiveleteket tartalmazott. A vizs-
galatban Osszesen 874 tanul6 vett részt, a 10-11, 11-12 és 12-13 éves
korosztalyokbol. A helyes valaszok aranya a 10-11 és 12-13 éves korosz-
talyok ko6zott nem emelkedett, a valaszok kb. 68%-a volt jo. A masik két
feladatnal, amelyek hasonlo tipusuak voltak, hasonld teljesitményt ta-
pasztaltak, kb. 70% aranyt képviseltek a helyes valaszok. (Az egyik fel-
adatnal, amelynek két j6 megoldasa volt, valamivel nagyobb volt a jo
valaszok aranya, elérte a 78%-ot a 11-12 évesek korében.)

A masodik feladatnal pozitiv és negativ szamokat és viszonyukat kel-
lett alkalmazni a feladat megoldasdhoz. Sajat munkank (amit még ilyen
részletességgel nem publikaltunk) illusztralja ezt. Az adatokat két cso-
port vizsgalatabol gy(ijtottiik; mindkét csoportot akkor vizsgaltuk, amikor
atlagosan 10 évesek 7 honaposak voltak (N=7981) majd az elsé csoportnal
elvégeztiik ugyanezt a vizsgalatot 12 év 8 honapos (N=2755) korban is.

A feladatban egy olyan flipper jaték szerepelt, amelyben a jatékos
pontszama attol fiiggott, hogy hany golydt tudott elhelyezni a tabla kii-
16nb6z6 részein (lasd 1.2. abra). A kincses zonaba (az abra felsé része)
bevitt minden golyoért a jatékosok egy pontot kaptak; a koponya részbe
16tt golyok egy-egy pont veszteséget jelentettek; végiil nem jart pont
legaljara (lasd a 2. jatékot, ahol egy ilyen goly¢ is van) keriilt golyokért.
Az egyes jatékokban szerzett pontok kiszamitasa viszonylag egyszerd,
ha minden pont értéke pozitiv: a tanulok kb. 90%-a helyesen adta meg a
valaszt a 3. jaték esetében. A jo valaszok ardnya azonban 48% ill. 66%-ra
csokkent a 10-11 és 12-13 éves korosztalyokban, amikor a jatékos pon-
tokat veszitett. Sokkal nehezebb feladat azonban a végeredménynek a két
jatékrol szerzett informacidval valo egyesitése annak érdekében, hogy
megkapjuk a jatékos elsd jatékban szerzett pontszamat: a 10-11 korosz-
talyl tanulok minddssze 29%-a, mig a 12-13 évesek 46%-a volt sikeres
ennck megoldasaban. Mivel a feladatokban szerepld szamok kicsik, a sza-
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mitassal nem lehet magyarazni a feladat nehézségét: a nehézséget a rela-
cids kalkulussal kell 6sszekapcsolni. A flipper jatékban a pozitiv és ne-
gativ szamokat 6ssze kell kapcsolni, és a két jaték pontjainak és a végso
pontszdmnak az aranyabol lehet kikovetkeztetni, hogy mennyi lehetett az
elsd jaték pontszama.

1. jaték 2. jaték

Végs6 pontszam: 2 pontot nyert

1.2. abra. Példa egy flipper jatékkal kapcsolatos feladatra

Az eléjeles (pozitiv és negativ) szamokkal végzett néhany korabbi vizs-
galat azt mutatja, hogy ha minden szdmnak azonos az eldjele (vagyis mind-
egyik pozitiv vagy negativ), a tanulok természetes szamokként kezelik
Oket és azt az eldjelet teszik melléjiik, amivel eredetileg rendelkeztek.
A negativ és pozitiv eldjeli informaciok Osszekapcsolasdhoz azonban
joval tobb viszonyitasra van sziikség. Marthe (1979) példaul tigy talalta,
hogy a 14-15 éves korosztalyt tanuloknak minddssze 67%-a tudta meg-
oldani a kovetkez6 feladatot ,,Dupont ur 684 frankkal tartozik Henry
urnak. De Henry ur is tartozik Dupont Grnak. Ha mindent figyelembe
veszlink Dupont urnak 327 frankot kell megadnia Henry Grnak. Mennyi-
vel tartozott Henry Gr Dupont urnak?”

Végiil a harmadik példat Thompson (1993) kvalitativ elemzésébdl vet-
tiikk, amely azt vizsgalta, hogy a 7 és 9 éves tanuloknak milyen nehézsé-
gekkel kell szembenézniiik, az aranyok és a mennyiségek megkiilonboz-
tetésénél. A tanulok érvelését olyan komplex dsszehasonlitd problémakban
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elemezte, amelyekben legalabb harom mennyiség €s harom viszonylat
szerepelt. Célja annak vizsgalata volt, hogy a gyerekek hogyan értelme-
zik a komplex relacios feladatokat, és hogyan valtozik a gondolkodasuk,
ha tobb azonos problémaval taldlkoznak. A feladatok szemléltetésére itt
bemutatjuk az elsét: ,,Tom, Fred és Rhoda 6sszeadtak almaikat, hogy egy
gyuimolcs standot hozzanak 1étre. Frednek és Rhodéanak egyiitt 97 darab-
bal tobb alméja volt, mint Tomnak. Rhodanak 17 almaja volt. Tomnak
25 almaja volt. Hany almaja volt Frednek?” (167. o.). Ebben a feladatban
harom mennyiség (Tom, Fred és Rhoda almaja) és harom viszonyitas sze-
repel (mennyivel tobb alméja volt Frednek és Rhodanak, mint Tomnak;
mennyivel volt kevesebb almaja Rhoddnak, mint Tomnak; e két viszo-
nyitas dsszekapcsoldsa). Az eldteszt soran kiilonbdzo eredményeket elért
hat gyereket (harman magasabb, harman kdzepes pontszammal) kért fel
kétféle osztalybol, masodikosok (kb. 7 évesek) és o6todikesek (kb. 10 éve-
sek) korébdl, hogy vitassanak meg hat feladatot, amelyet négy kiilonbo-
z0 napon mutatott be. A gyerekeket arra kérte, hogy gondolkodjanak el
a feladatokon, abrazoljak dket és beszéljék meg.

Az els6 napon a gyerekek rogton a szdmoldssal probalkoztak és a vi-
szonylatokat mennyiségként kezelték: azt a kijelentést, hogy ,,97-tel tobb
almaja van, mint Tomnak” ugy értelmezték, hogy ,,97 almaja van”. Ez ah-
hoz a kovetkeztetéshez vezetett, hogy Frednek 80 almaja van, mert Rho-
danak 17 alm4ja van. A masodik napon — amikor a jaték sordn nyert és
elvesztett golyokrol szolo feladattal dolgoztak — a kutaté megtanitotta a
gyerekeknek az eldjelek hasznalatat az osszefiiggések kifejezésre azzal,
hogy példaul. ,,plusz 12” azt jelzi, hogy valaki 12 goly6t nyert, vagy
,»minusz 17, ami azt jelenti, hogy valaki egy golyot veszitett. A gyerekek
a kutato segitségével mar tudtak hasznalni ezeket a jeldléseket, de ami-
kor két allitast dsszekapcsoltak, példaul a minusz 8-at és a plusz 14-et,
ugy gondoltak, hogy a valasz 6 golyd (egy mennyiség), nem pedig plusz
hat (egy viszonyszam). El6szor tehat viszonyitasi megallapitasokat tettek
mennyiségi megallapitasként, nyilvanvaloan azért, mert nem tudtak, ho-
gyan jeloljék a viszonylatokat. Miutan azonban megtanultdk, hogyan
jeloljék a relacios megallapitasokat, még mindig nehézségeik voltak a
pusztan viszonylatokban valé gondolkodéssal, és akaratlanul is mennyi-
ségi megallapitasokra forditottak le a miiveletek eredményét. Ha azon-
ban azt kérdezték toliik, hogy vajon mindig igaz lesz-e, hogy ha valaki
a jatékban 2 golyodt nyert, annak 2 golydja lesz, a gyerekek felismerték,
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hogy ez nem sziikségképpen igaz. Megértették, hogy az Osszefiiggések
és a mennyiségek kiilonbozéek, de két viszonylat 6sszekapcsoldsanak
eredményét mennyiségként értelmezték.

Sajnos Thompson tanulmanya nem terjed ki azokra az eredményekre,
amelyek alapjan meg tudnank itélni az ilyen tipusu feladatok nehézségi
fokat a kiilonb6zo korosztalyok szamara, de joggal feltételezhetd, hogy
a 13-15 éves kort gyerekek még nem tudnak olyan feladatokat megolda-
ni, ahol sok viszonylat és mennyiség kapcsolodik dssze a feladatban.

A szakirodalombol 6sszeallithatod egy rovid dsszefoglald arrol, hogyan
haladnak a tanuldk az additiv gondolkodasban.

(1) A gyerekek mar koran, 5-6 éves kortol kezdik hasznalni a szamla-
last 0sszeadasi feladatok megoldasara. Hasznalni tudjak az egyesi-
tési és kiilonvalasztasi sémakat a feladatok megoldasaban, vagyis
mennyiségek 0sszeadasat, mennyiségek kivondsat, mennyiségek
atvitelét osszeadassal és kivonassal.

(2) Kb. két-harom évet vesz igénybe, hogy ezeket a miiveleteket 6sz-
szehangolt médon kezdjék hasznalni, altalanosabb rész-egész sé-
makban, amellyel mar egyszeriibb 6sszehasonlitasi feladatokat is
meg tudnak oldani.

(3) A feladatok megoldasaban az atalakitasok €s viszonylatok Ossze-
kapcsolasa (mint pl. két tavolsag Osszekapcsolasa, hogy megalla-
pitsuk a két pont kozotti tavolsagot) tovabbra is nehézséget jelent
sok tanuld szamara. A CSMS tanulmany a jo valaszadasi arany
stagnalasat mutatja 13 éves kor koriil; idésebb korcsoportokat nem
vizsgaltak e feladatoknal.

(4) Ugyanaz az 0sszeadasi Osszefiiggés kiillonbozoképpen kifejezhetd
a ,,tobb, mint” ill. a ,.kevesebb, mint” széhasznalattal. Ha a tanu-
loknak a viszonylati megallapitast az ellenkezojére kell forditaniuk
a szamitas elvégzése érdekében, nem biztos, hogy ez sikeriil nekik.

(5) A pozitiv és negativ szdmok 6sszekapcsoldsa tovabbra is nehézsé-
get okoz egészen 14 éves korig (15 éveseket, vagy idosebbeket
nem vizsgaltak). A feladatok egy részénél a jo valaszok aranya
nem haladta meg az 50%-t.
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Multiplikativ gondolkodasi feladatok

A multiplikativ feladatokkal kapcsolatos kutatasok nem jutottak egysé-
ges allaspontra a feladattipusok osztalyozasaban. A kiilonb6z6 osztalyo-
zasok a kiilonb6z6 kritériumokon és nem a multiplikativ feladatok kon-
cepcionalis eltérésein alapulnak. Itt most nem toreksziink ezen eltérések
Osszhangba hozasara, inkabb labjegyzetekben hivatkozunk rajuk a mul-
tiplikativ gondolkodas fejlédésének ismertetése soran. A tovabbiakban
Vergnaud terminologiajat hasznaljuk, és sziikség szerint masokra is hi-
vatkozunk.

Vergnaud (1983) haromféle multiplikativ okfejtést igényld feladatot
kiilonboztetett meg:

(1) mértékek izomorfiaja tipusu feladatok, amelyekben két mérték sze-

repel, melyeket egy fix arany kapcsol dssze (Brown, 1981, ezeket
a feladatok arany, ill. rata feladatoknak nevezi);

(2) tobbszords aranyok, amelyekben tobb mint két mérték aranylik
egymashoz;

(3) a mérték szorzas, amelyben két mértekbdl egy harmadik, a kettd
szorzata jon létre (Brown, 1981, ezeket Descartes-feladatoknak
nevezi).!

A mértékfeladatok izomorfidja a korabban leirt egyszerli feladatokat
tartalmazza, amelyeket a kisgyerekek a tételek megfeleltetésével meg
tudnak oldani. Ezek az iskolaban legaltalanosabban hasznalt arany fel-
adatok. Az ilyen feladatoknal leggyakrabban hasznalt példa egy recept
elkészitése bizonyos szamu ember szamara és az echhez sziikséges alap-
anyagok mennyisége; az elkészitett muffinok szama ¢s a liszt mennyisége;
a vasarolt mennyiség és a fizetett ar. A feladatok nehézségi foka fiigg
attol, hogy milyen anyagok allnak rendelkezésre a mértékek reprezentala-
sahoz; attol, hogy milyen arany all fenn (2 : 1 és 3 : 1 sokkal kdnnyebbek,
mint mas aranyok); attol, hogy a feladatban szerepel-e az egység értéke
(pl. 3 : 1 kdnnyebb, mint 3 : 2); valamint a feladatban szerepld értékektdl
(ha az ismeretlen az azonos mérték ismert értékének a tobbszordse, vagy

1 Itt inkabb a mérték fogalmat hasznaljuk a mennyiség helyett, mivel egyes mennyiségek kiilonbo-
z0képpen mérhetdk, igy a mennyiségekkel kapcsolatos feladatok kiilonboz6 kategoriaba keriilnek.
Ha pl. egy paralelogramma teriiletét négyzet egységekkel mérjiik, a teriiletszamitas a mértékfel-
adatok izomorfidjanak jo példaja lesz: az egy sorban levé egységek szama szorozva a sorok
szamaval. Ha a teriiletet linearis egységekkel mérjiik, a szamitas a mértékek szorzasat jelenti,
mivel az egy 1 cm’-es egység két linearis egység szorzata lesz: 1 cm x 1 cm.
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osztoja, a feladat megoldhatdé numerikus gondolkodassal, vagy mennyi-
ségen beliili kalkuldcidéval, ami a tanulok altal leggyakrabban hasznalt
megoldas). Egyes orszagokban (pl. Franciaorszag; lasd Ricco, 1982;
Vergnaud, 1983) a tanuldknak olyan altalanos algoritmust tanitanak (pl.
egységnyi érték megtalalasa, harmas szabaly), amely felhasznalhaté min-
den aranyossagi feladat megoldasara, de a tanulok gyakran més médsze-
reket hasznalnak, amikor az aranyossagi feladatok mas strukturajt, mas-
fajta feladatokban meriilnek fel (Hart, 1981; Ricco, 1982; Vergnaud,
1983). A tanuldkra szabott modszereket kiilonbdzd terminologiakkal il-
lették, a kiilonb6zo orszagok moédszerei azonban meglepden hasonloak.
Tartalmazzak az egyes mértékeken beliili parhuzamos transzformaciot
(pl. minden mérték osztasa kettdvel), ami megtartja a mértékeken beliili
aranyt, vagy a valasz progressziv megkozelitését gy, hogy ne hagyjuk
figyelmen kiviil az egyes mértékek kozotti megfelelést. A megoldas meg-
kozelitését jol illusztralja Hart (1981) kozismert hagymaleves példaja,
ahol a 8 fore sz0610 receptet 6 személyre kell atalakitani. A tanulok kisza-
mitjak, hogy mennyi Osszetevd sziikséges 4 embernek (vagyis a 8 fore
sz616 mennyiség felét), majd azt, hogy mennyi sziikséges 2 ember részé-
re, €s a végén Osszeadjak a 4 és 2 ember szamara sziikséges alapanyagot
— igy kapjak meg, hogy mennyi kell 6 emberhez.

A feladatokban 1év0, gondosan parositott értékek szisztematikus 0sz-
szehasonlitasa (lasd pl. Nunes, Schliemann, és Carraher, 1993) azt mu-
tatja, hogy a tanulok inkabb ugy kozelitik meg az aranyossagi feladato-
kat, hogy az azonos mértéken beliili viszonyokat mérlegelik, és nem a
feladatban 1év6 két kiilonbdz6 mérték kozotti relaciot vizsgaljak. Ugyan-
azt a hagymaleves példat véve alapul, a pintben mért vizsziikséglet és a
személyek szaménak ardnya 1 : 4 volt. A tanuldk a 8 fore szol6 receptbdl
ki tudtak szamitani ezt az aranyt, majd kitalalni, hogy mennyi viz kell
6 embernek, de ilyen megoldasrol Hart nem szamolt be.?

Osszefoglalva, amikor kisebb gyerekeknél vizsgaljuk a mértékek izo-
morfiaja tipust feladatok megértési képességét, a feladat nehézségi foka
a feladat leirasahoz rendelkezésre allé anyag nehézségi fokanak valtozta-

2 Nesher (1988) és Schwartz (1988) szerint egy mennyiségnek egy masikkal valo elosztasa, vagy
az ember viz arany kiszamitasahoz sziikséges 1épés megvaltoztatja a szamok jelentdségét: 2 pint
viz helyett 4 f6nél 1 pint vizre kell gondolni. Ezen transzformacio alapjan egyes feladatokat
magasabb nehézségi fokunak talaltak. gy a multiplikacios feladatok egy mas séma alapjan ke-
riiltek osztalyozasra, ami itt most nem kertil targyaldsra.
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tasaval alakithatd; nagyobb gyerekeknél a feladat nehézségi foka olyan
szamok alkalmazasaval modosithatd, amelyek megkdnnyitik a mennyi-
ségen beliili és a mennyiségek kozotti szamitast.

A tObbszords aranyt tartalmazo feladatokban olyan szitudciok szere-
pelnek, ahol kettonél tobb mérték rendelkezik egy fix arannyal. Vergnaud
példaként emliti egy farm tejtermelésének a megallapitasat a farmon 1évo
tehenek szamanak és a napok szamanak a fiiggvényében. A tobbszoros
aranyt tartalmazoé feladatok nehezebbek, mint az egyszer(i mértékek izo-
morfidja tipusu feladatok, mert tobb informacié szerepel benniik, és tobb
szamitast kell végezni. Nem vilagos azonban, hogy jelentenek-e tjfajta
koncepcionalis kihivast a tanulok szdmara.

Az aranyossagi (proporcionalis) gondolkodas a matematikatanitas egyik
legkritikusabb pontja, mivel kialakulasa a matematika szamos mas terii-
letén is a megértés eldfeltétele. Tobb iskolai tdrgyban szerepet jatszik,
mindenekel6tt a természettudomany fogalmainak és jelenségeinek meg-
értéséhez sziikséges. A hétkdznapi élet kiillonbozo helyzeteiben is sziik-
ség van az aranyok értelmezésére. Jelentdségében megfelelden szamos
vizsgalat foglalkozott a fejlodésével (Kishta, 1979; Schroder és mtsai,
2000; Misailidou és Williams, 2003; Boyera, Levinea, és Huttenlochera,
2008; Jitendra és mtsai, 2009). Egy tobb életkorban elvégzett, az analo-
gias és az induktiv gondolkodassal valo kapcsolatat elemzo elvégzett
vizsgalat szerint az 6todik évfolyamon még csak a tanuldk 7%-a, a hete-
dik évfolyamon pedig 20%-a tudott megoldani egy egyszerli ardnyossagi
feladatot (Csapo, 1997).

A mértékek szorzasa tipusu feladatok két mértékbdl egy harmadik
létrehozasat jelentik: példaul egy kislany adott szamu trikéja €s szoknya-
ja hanyféleképpen allithatd 0ssze ruhazattd; a kiilonb6z6 szines anyagok
szama ¢és az emblémak szama meghatarozza, hogy hanyféle zasz16 ké-
szithet6 beldliik; egy kozértben kaphato kiilonbozé kenyérfélék €s tolto-
anyagok szama meghatarozza, hogy hanyféle szendvics készithetd. igy
tehat a mérték szorzos feladatok mindségi multiplikaciot — vagyis a kii-
16nb6z6 mindségek kombinacidjat egy tobbszords osztalyozasban — és
mennyiségi multiplikaciot egyarant jelentenek. Ezek a mérték szorzos
feladatok sokkal nehezebbek, mint az izomorfias feladatok (Brown, 1981;
Vergnaud, 1983). E feladatok a multiplikativ gondolkodas fontos részét
jelentik, ezért a tanulok multiplikativ gondolkodasanak felmérése soran
kell értékelni Oket.
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A mértékszorzos feladatok tanulok altali megértése nem egyszer és
mindenkorra adott dolog. A feladatok megfogalmazésa egyszertisithetd
olyan felvetésekkel, amelyek arra utalnak, hogy a kombinaciok hogyan
mukodnek egy lépcsdzetes rendszerben: egy szoknyabdl és 3 bluzbol
hany kiilonb6z6 ruhazat alakithatod ki; ha veszel egy uj szoknyat, még
hany 1) kombinaci6 hozhat6 1étre? Ha a mérték szorzoés feladatokat 1ép-
cs6zetesen fogalmazzak meg, jelentdsen megnd a jo valaszok szama
(Nunes €s Bryant, 1996). Az 1.3. dbra egy ilyen feladatra mutat be pél-
dat, ahol az els6 két kombinacidét mutatjuk be; a tanulok kdnnyen rajo-
hetnek a tobbi lehetséges varidcidra, ¢s megadhatjak az 6sszes lehetséges
szamot. Az Egyesiilt Kirdlysagban vizsgalt 11-12 éves gyerekek e fel-
adatnal 81%-ban helyes valaszt adtak; ez joval meghaladta a helyes va-
laszok 51%-os aranyat olyan feladatokban, amelyek csak egy javaslatot
tartalmaztak a lehetséges kombinacidkra.

Different
wutfits

1.3. abra. Példa egy mértékszorzos feladatra, ahol az elsd
kombinaciokat vizualisan is megjelenitjiik

A tanuldk, azonban nem sziikségképpen képesek az 6sszes lehetséges
kombinaciot megjeldlni a fokozatos bevezetd utan sem. Jelentds eréfeszi-
tést igényel eljutni attol a 1épéstdl, hogy minden 0j szoknydhoz x szamu uj
fels6 tartozik, addig az altalanos felismerésig, hogy a ruhak szama nem
mas, mint a szoknyak szdma szorozva az uj felsok szamaval.

Osszefoglalva, a multiplikativ gondolkodas kialakuldsa két kiilonbozo
tipust megfeleltetést igényel: egyrészt a mértékek izomorfidja tipusu fel-
adatoknal bemutatott, kvantitativ megfeleltetést, masrészt a mértékszor-
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z0s feladatokban bemutatott tipust, ahol a tdbbszords osztalyozoé rendszer
alapjan egy elsé mindségi 1épésre van sziikség. A kisgyerekek sikerrel
megbirkozhatnak a mértékfeladatok izomorfiajaval, ha a rendelkezésre
allo manipuldtorokkal abrazolni tudjak a mértéket; a feladatokat szamo-
lassal oldjak meg (vagyis nem a szorzas eredményét szamitjak ki), de
gondolkodasuk egyértelmiien multiplikativ. A mértékszorzos feladatok
mar nehezebbek.

Ahogy a gyerekek a multiplikativ gondolkodas fejlédése soran foko-
zatosan elsajatitjak a relacios kalkulust, a feladatok egyre szélesebb korét
tudjak megoldani. Egy kihivas azonban marad még az altalanos iskola
végén is. A tanulok altalaban nehezebben tudnak a mennyiségek kozotti
(a valtozok aranyaval mért) funkcionalis relaciokban, mint a mennyisé-
gen beliili skalaris viszonylatokban gondolkodni. Ha a tanuldk a felada-
tokat mindig skalaris médon oldjak meg, az azt jelenti, hogy a szituaci-
oban rejlo viszonylatoknak csak a felét veszik figyelembe. A funkcionalis
viszonyok megértését segitd oktatas segiti a tanulokat a feladatmegoldasi
modellekrdl valo tudatos dontéshozasban. A tanuldk részben tul sokat,
részben tul keveset hasznaljak az aranyokban valé gondolkodast (pl. De
Bock, Van Dooren, Janssens és Verschaffel, 2002; De Bock, Verschaffel és
Janssens, 1998; Dooren, Bock, Hessels, Janssens és Verschaffel, 2004),
emellett tal sokat hasznaljak a linearis viszonyokat akkor, amikor két
valtozo kozotti viszonyt kell grafikusan dbrazolniuk. Lehetséges, hogy ha
a tanuldk jobban megismerkednek a funkcionalis viszonyokkal, vagyis a
valtozok kozotti viszonnyal, kevésbé fognak ilyen hibakat elkovetni.

Az értelmi képességek fejlesztése
a matematikaoktatason keresztiil

Az ¢el6z6 részekben attekintett kutatasok szerint az altalanos gondolko-
dasi folyamatok és a szdmokkal kapcsolatos miiveletek a matematikata-
nitasban egymassal 0sszefiiggd és egymast tamogato tényezok. A meny-
nyiségekben valé gondolkodas minden esetben sziikséges a numerikus
reprezentacié mukdodésének megértéséhez. Ebben a részben azt vizsgal-
juk, hogy a matematikaoktatds hogyan tud hozzdjarulni a mennyiségek
kozotti viszonyok jobb megértéséhez, a matematikai eszk6zok alkalma-
zasara iranyul6 és a problémamegoldo képességek fejlesztéséhez.
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A matematikatanitds képességfejleszté hatasaval
kapcsolatos kutatasok

A mennyiségekben vald gondolkodas képessége az eldz6 részekben be-
mutatott példak alapjan nem vele sziiletett adottsag: ezek kialakulasahoz
1do kell, fejlesztésiiket pedig eldsegitheti a matematikaoktatads. A mate-
matikai gondolkodas fejlodése és a tantermi matematikatanulas kozott
kolesonhatas van, amennyiben az egyik fejlesztése a masik tokéletesitését
eredményezi.

A kiilonb6z6 kutatécsoportok (Nunes és mtsai, 2007; Shayer és Adha-
mi, 2007) vizsgalatai bebizonyitottak, hogy lehetséges a gondolkodas fej-
l6désének meggyorsitasa, és ha az iskola elsé éveiben a tandrakon javit-
juk a tanulok matematikai gondolkodasat, az jelentds hatassal van késébbi
tanulasukra. Az aldbbiakban roviden 6sszefoglaljuk a Shayer és Adhami
altal inditott program eredményeit, amelyben sok osztaly és tanuld vett
részt, és a tanarok széles korli szakmai tovabbképzést kaptak. A Shayer
és Adhami (2007) altal végzett vizsgalatba kb. 700 tanulot és tanaraikat
vontak be, akiknek mintegy a fele a kontrollcsoport, mig a masik fele a
kisérleti osztalyok tagjai voltak. A kutatok a CAME (Cognitive Accele-
ration Through Mathematics Education — a kognitiv fejlédés felgyorsita-
sa a matematikaoktatason keresztiil) programot 6todik és hatodik évfolya-
mos (9-11 éves) tanuldk szamara dolgoztak ki az, amelyben a f6 hangsuly
a numerikus feladatokkal kapcsolatos gondolkodasra helyezodott. A tana-
rok kétnapos miihelyfoglalkozasokon vettek részt, ahol megvitattak, és a
program sajat céljaihoz igazitva atdolgoztak a feladatokat. A tanulok
térbeli gondolkodasanak a program el6tti és utani felmérésére egy Piaget-
féle feladat alapjan kertilt sor. A kontrollcsoportban kdzben a matemati-
kaoktatas a megszokott modon folytatodott.

A Piaget-féle térbeli viszonyok tesztben (NFER, 1979) a gyerekeknek
olyan szituaciokban kellett targyakat rajzolniuk, amelyekbdl megitélhetd
a vizszintesrol, a fliggdlegesrdl és a perspektivarol alkotott fogalmuk. Pél-
daul, le kellett rajzolniuk a vizszintest egy félig teli bef6ttestivegben kii-
16nb6z6 iranyokbdl: egyenes allasban, a fliggélegest6l 30 fokos szogben
megdontve és az oldalara fektetve. A teszt masik feladata az volt, hogy raj-
zoljak le, mit latnanak egy olyan ut kozepén allva, amelyet fasor szegélyez;
arajznak a kozeli és a tavoli targyakat is lattatnia kellett. A gyerekek altal
adott valaszok értékelése soran azt vizsgaltak, hogy a helyzetet hanyféle
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aspektusbol, hanyféle viszonylatban érzékeltetik a rajzaikon. A feladatok
alapjan az eredmények besorolhatdk Piaget korai konkrét miiveleti sza-
kaszaba (2A szint), ha a rajzok csak egy viszonylatot tiikkroznek, ill. az
érett konkrét muveleti szakaszba (2B), ha két viszonylatot tiikroznek.

A programban szerepld feladatok sok itt felvetett kérdést vizsgaltak:
a racionalis szamok korében példaul a tanuldknak 6ssze kellett hasonli-
taniuk, hogy két csoport résztvevdinek mennyi csokoladé jutott; az egyik
csoportban egy csokoladét osztott el harom gyerek, mig a masikban két
csokoladén osztozott hat gyerek. Ebben az Gsszefliggésben vizsgalhato
volt a tortek ekvivalencidja, ami segitette a tanuldkat a mennyiségek
egyenértékliségének megértésében ott, ahol azonos mennyiségek kifeje-
zésre mas torteket hasznalnak.

Shayer és Adhami (2007) jelentds kiilonbséget figyelt meg a kontroll
¢és a kisérleti osztalyok tanuloi kozott, miszerint a kisérleti osztalyok ta-
nuldinak teljesitménye a Piaget feladatban, és a hivatalos allami standar-
dokra épiilt mérésekben — ezaltal a kutatastol teljesen fliggetlen értéke-
lésben — is feliilmulta a kontrollcsoportét.

Osszefoglalva, ha a tanulok gondolkodasaval szemben tamasztott ko-
vetelmények tekintetében a jol megvalasztott matematika feladatokat
ugy prezentaljak, hogy azok a tanulok szamara lehetové teszik a mate-
matikai 0sszefiiggések, valamint a mennyiségek és szimbolumok megvi-
tatasat, akkor azok hozzajarulnak a matematikatanulashoz ¢s a kognitiv
fejlodéshez egyarant.

Numerikus képességek, additiv és multiplikativ gondolkodas

A fejezet korabbi részei azokkal a matematikaban kialakitando kiilonbo-
76 gondolkodasi képességekkel foglalkoztak, amelyek a szamokhoz és a
veliik végezhetd alapveté miiveletekhez kapcsolddtak. Ebben a részben
Osszegezziik fejlodésiik folyamatainak leirdsat s fejlesztésiik feladatait.

Egész szamok

Az 6vodaban a gyermekek szamara biztositani kell a Iehetdséget, hogy
megismerjék a mennyiségek és a szamok kozotti viszonyt. Az itt felso-
rolt jellemzdk nem teljes kortiek, de minden gyereknek meg kell tudni
érteni, hogy:
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(1) ha egy mennyiség nd, vagy csokken, az azt kifejezé szam valtozik;
(2) ha két mennyiség egyenld, azonos szammal fejezziik ki oket;
(3) ha egy halmazbol azonos mennyiségli egyedet elvesziink, majd
hozzaadunk, a halmazban 1évd szam nem valtozik;
(4) minden szam megalkothatd két masik szam 6sszegébdl;
(5) kiilonbozo értéklt érmék (pl. pénzérmék) szamolasakor, egy érme
egynél tobbet szamithat, mivel az értékét kell figyelembe venni.
Azok a gyereket, akik tisztaban vannak ezekkel az elvekkel, gyorsab-
ban haladnak az iskola els6é két évében a matematikatanuldsban, mint a
tobbiek. Ennek megfelelden az iskolakezdés soran ezeknek a felmérésé-
re ¢és sziikség esetén a fejlesztésére kiemelt figyelmet kell forditani.

Racionalis szamok

A tortek olyan szimbolumok, amelyek osztads és nem szamolas eredmé-
nyeként keletkezett mennyiséget fejeznek ki. Az osztas fogalmai kozotti
viszonyt fejezik ki. A gyerekek mar az 6vodaban megkezdhetik a veliik
valo ismerkedést, majd az altalanos iskola elsé éveiben a torteket szitu-
acidkban is megtanuljak hasznalni. El kell tudniuk sajatitani, hogy:

(1) ha két osztand6 azonos és két osztd azonos, a hanyados is azonos
(pl. ha két gyerekcsoport azonos szamu gyerekbdl all, akik azonos
mennyiségli édességen osztoznak (vagy ugyanakkora tortat kap-
nak), akkor az egyik csoport gyerekei ugyanannyit kapnak, mint a
masik csoporté;

(2) ha az osztando6 nd, a részarany is no;

(3) ha az osztd no, a részarany csokken.

Az osztassal és tortekkel kapcsolatos tovabbi ismeretek nagyjabol

nyolc-, illetve kilencéves kortol sajatithatok el:

(4) ugyanaz az osztando6 kiilénb6z6 moddon is eloszthatd, a mennyiség
mégis azonos marad; az, hogy a részaranyt milyen modon osztjuk el,
nem szamit, ha az oszto és az osztando azonos;

(5) ha az osztando és az 0szt6 kiilonbozo, a koztiik 1évé arany még ma-
radhat ugyanaz (pl. 1 csokoladét 2 gyerek kozott elosztva ugyanazt
az aranyt kapjuk, mint 2 csokoladét 4 gyerek kozott elosztva);

(6) ezeket a mennyiségi meghatarozasokat 6ssze kell hangolni a tortek
leirdsaval.

A racionalis szamokkal kapcsolatos ismeretek alapjan a tanulok képe-

sek a racionalis szamokkal mennyiségeket kifejezni, és segitségiikkel
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megtanulhatjak, hogyan dolgozzanak a szamokkal. A feladatok megolda-
sdhoz azonban a tanuldknak az altalanos iskoldban meg kell tanulniuk,
hogyan gondolkodjanak a mennyiségek kozotti kétfajta viszonyrol, ami
alapjan az egyes helyzetek kiilonféleképpen matematizalhatok: rész-
egész, ami additiv gondolkodast igényel, és a viszonyok megfeleltetése,
ami multiplikativ gondolkodast kivan.

Additiv gondolkodds

Az additiv gondolkodas fejlesztése azt jelenti, hogy a gyermek egyre
inkabb képes a mennyiségek és az aranyok, valamint a pozitiv és negativ
viszony megkiilonboztetésére anélkill, hogy ismerné a mennyiségeket.
Bar nincs olyan vizsgalat, amelyik 6nmagéban lefedné az additiv gon-
dolkodas fejlédését, az irodalomban talalhato anyagok alapjan 6sszefog-
lalhat6, hogyan haladnak a tanuldk az additiv gondolkodéasban.

1. szint. A tanulok szdmlalassal, 6sszeadassal és kivonassal meg tudnak
oldani olyan mennyiségi feladatokat, amelyekben novekedésrdl vagy
csokkenésrol van sz6. Az 6sszehasonlitd feladatokban még nem sikeresek.

2. szint. A tanulok mar képesek dsszehasonlité feladatok megoldasara,
valamint forditott miiveletek alkalmazasara a feladatmegoldasban. Ugyan-
az az additiv viszony kifejezhetd ugy is, hogy ,,tobb mint”, illetve gy is,
hogy ,.kevesebb, mint”. Amikor a tanuloknak at kell alakitaniuk egy rela-
cidt tartalmazo6 allitast a masik formara annak érdekében, hogy egy sza-
molasi miiveletet elvégezzenek, ez nem mindig sikeriil. Ha azonban mar
elérték a 2. szintet, képesek egy viszonyt az ellenkezdjére forditani a fel-
adat megoldasa érdekében.

3. szint. A gyerekek megtanuljak 6sszehasonlitani a pozitiv és negativ
szamokat, és képesek két aranyt dsszekapcsolni a feladat megoldasahoz.
A mennyiségekre vonatkozoé informacio hianyaban ketténél tobb pozitiv
¢és negativ arany 0sszekapcsolasa 14 éves kor alatt nehézségbe {itkozik (a
15 évesekre, vagy idésebbekre vonatkozdan nincs adatunk). A jo véla-
szok aranya egyes feladatok esetében nem haladja meg az 50%-ot.

4. szint. Kivalo teljesitmény az additiv 0sszefiiggések alkalmazasa és
ezeknek a multiplikativ 0sszefiiggésektdl valo megkiilonboztetése terén.

Az itt felvazolt egymasra épiilés megfelel a gondolkodés természetes
fejlodésének. Ha a tanitds minden egyes tanuld esetében arra helyezi a
hangsulyt, ami kozvetleniil a mar elért szintre épiil, azzal optimalis fej-
leszt6 hatast lehet elérni.

46



1. A matematikai gondolkodas fejlesztése és értékelése

Multiplikativ gondolkodds

A multiplikativ gondolkodas a kisgyerekeknél azzal kezdddik, hogy kii-
16nb6z6 feladatok megoldasa érdekében képesek a mennyiségek kozott
az egy-sok megfelelést 1étrehozni, beleértve olyan feladatokat is, ahol
két — Gsszehasonlithato szituaciokban azonositott valtozo — aranyos kap-
csolatban van egymassal. Ehhez meg kell érteniiik az aranyossag fogal-
mat olyan helyzetekben, amikor fix arany all fenn két valtozo6 kozott, egy-
massal izomorf helyzetekben, valamint meg kell érteni két mérték kozot-
ti multiplikativ viszonyt, amelynek alapjan egy harmadik hozhato létre.

1. szint. A tanuldk meg tudnak oldani olyan egyszerti feladatokat, ame-
lyekben két egymashoz hozzarendelt mérték explicite ugy van leirva,
hogy egymasnak megfeleltethetoek, és segédeszkozok felhasznalasaval
létre tudjak hozni a megfeleltetést. Bonyolultabb esetekben azonban,
amikor maguknak kell a megfeleltetésrél gondolkodniuk, rajonnek, hogy
kapcsolat van a két valtozo kozott, vagyis az egyik valtozo valtozasa a
masik valtozasat eredményezi, de azt mar nem tudjak megmondani, ho-
gyan lehet szisztematikusan megfeleltetni egymasnak a valtozokat.

2. szint. A tanuldk ezen a szinten felismerik, hogy a két valtozo két
értéke egyiitt valtozik azonos iranyban, és hogy e mogott az egyiittes val-
tozas mogott konkrét szabaly huzodik meg. Egyszeriibb esetekben és is-
merds Osszefliggésben felismerik a kapcsolat mennyiségi természetét, de
nem képesek a szabaly altalanositasara.

3. szint. Ezen a szinten a tanuldk felismerik a kapcsolat linearis jelle-
gét és ismerds Osszefiiggésekben képesek az aranyokkal dolgozni.

4. szint. Ezen a szinten a tanulok képesek két valtozo linearis dssze-
fliggését kezelni barmilyen kérnyezetben és tartalommal. Képesek egytt-
tal megkiilonboztetni a linearis és nem-linearis viszonyokat, bar 1j fel-
adatok megoldasanal 1épésrdl Iépésre el kell végezniiik az 6sszehasonli-
tasokat.

A matematikai gondolkodas fejlesztésének tovabbi teriiletei
A korédbban targyaltakon tul a matematikai gondolkodasnak szdmos to-
vabbi teriilete van, amelyek az iskola korai szakaszaban fejlesztendéek.

Ezek koziil néhanyat attekintiink a kovetkezdkben, a fejlesztés részletei-
vel azonban nem foglalkozunk. Bar a matematikai gondolkodas kiilonbo-
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z0 teriiletei szorosan dsszefliggenek, a gondolkodas itt targyalando kér-
dései nem kapcsoldédnak kdzvetleniil a numerikus gondolkodashoz, illet-
ve tulmutatnak a mértékek és szamok kérdésein. Tovabba, kontextusba
agyazott fejlesztésiikre mas iskolai tantargyakban is van lehetség. Pél-
daul a szovegértéshez az alapvetd nyelvi-logikai miiveletek értelmezésé-
nek képessége sziikséges. Bonyolultabb természettudomanyos definicidk
megértéséhez értelmezni kell az Osszetett logikai muveleteket is. A ter-
mészettudomany tanulasa soran ugyancsak sziikség van azokra a gondol-
kodasi képességekre, amelyek miiveleti hatterét a matematikatanulas
keretében lehet formalizalni. Ezek koz¢ tartozik tobbek kozott a soralko-
tas, a kiilonbozo csoportositasok, a fiiggvények, a kombinativ miiveletek,
a valoszinliség €s a statisztika.

Az itt felsorolt gondolkodasi képességek tobbségét Piaget is vizsgalta.
Elmélete szerint ezek kialakuldsa koran, mar az iskolaskor elott elkezdo-
dik. Az altalunk vizsgalt életkori szakaszra a miivelet elotti és a konkrét
miuveletek fejlédése esik, a formalis szint csak idésebb korra érhet6 el.
Ennek megfeleléen a matematikaban az els6 hat évfolyamon a fejlesztés
nagyobbrészt a tapasztalati alapok megteremtésére €s a szabalyossagok
felfedezésére iranyulhat, ezt kovetden keriilhet sor a megfelel6 matema-
tikai formalizmus elsajatitasara. A természettudomany kezdetben a ta-
pasztalati alapokat gazdagithatja, késébb a formalizalt matematikai tudas
alkalmazasara keriilhet sor a természettudomany tanitasa keretében.

A logikai miiveletek és a halmazokkal végzett miiveletek matematikai
szempontbodl izomorf teriiletek, €s a kapcsolatuk a matematikatanitasban
is kihasznalhat6. A logikai muveletek kialakulasat klasszikus kisérletei-
ben Piaget részletesen vizsgalta (Inhelder és Piaget, 1958). A késobbi
kutatasok megmutattak, hogy a hétkoznapi gondolkodasban nem csak az
Osszetett allitasok logikai szerkezete befolyasolja, hogy miként véleke-
diink azok igazsagtartalmarol, hanem a kontextus, a konkrét szituacidra
vonatkozdé tudés is (l1asd Wason, 1968, és a Wason-feladattal kapcsolatos
tovabbi kutatasok). A matematika tanuldsa soran azonban a gondolkodas
fejlesztésén, igy a logikai szerkezetek megértésén €s értelmezésén van a
hangstly, ezért Piaget kutatasainak eredményei a logikai muveletek egy-
masra épiilése tekintetében a matematikatanitds nézépontjabol tovabbra
is iranymutatoak. A halmazokkal végzett miiveletek, melyekhez a mate-
matika tanitasaban gazdag eszkozrendszer all rendelkezésre, megalapoz-
hatjak a logikai miiveletek fejlesztését is. A halmazokkal végzett konkrét
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miveletek segithetik a miiveleti sémak belsévé valasat, interiorizacidjat,
¢és ezaltal a nyelvi-logikai miveletek fejlodését is. A nyelvi-logikai mi-
veletek fejlesztése olyan szélesebb korli pedagodgiai feladat, amelyben az
iskolai matematikatanitason til az iskolaskor eldtti nevelésnek és mas
iskolai tantargyaknak is szerepet kell kapnia. Mas iskolai tantargyak ta-
nuldsa soran elsdsorban az Osszetett allitasokat tartalmazé kijelentések
szerkezetének elemzésével, a miveletek és a jelentés kdzotti kapesolatok
megvilagitasaval lehet a fejlodést elosegiteni. A logikai miiveletek fejlo-
désének vizsgalatara kiilonbdzo tesztek is rendelkezésiinkre allnak (pl.
Vidakovich, 1998).

A relaciok a matematika szamos teriiletén el6fordulnak. A relaciokkal
kapcsolatos gondolkodas néhany aspektusat Piaget is vizsgalta. Ezek
kozé tartozik a soralkotasok és az osztalyba sorolas miiveleteinek fejlo-
dése (Piaget és Inhelder, 1958). A sorozatok 1étrehozasa szerepet jatszik
a mar korabban targyalt aranyossagi gondolkodas esetében is. A soralko-
tason és osztalyozason keresztiil megalapozhato és fejleszthetd tobb al-
talanos gondolkodasi képesség is, példaul az analdgias és az induktiv
gondolkodas is (lasd Csapo, 1997, 2003).

A kiilonbozo szabalyossagok felismerése egyrészt fejleszti a szabaly-
indukcio képességeit, masrészt pedig megalapozza a matematikai fiigg-
vény fogalmat. A fliggvények a matematika késobbi tanulasaban megha-
tarozod szerepet jatszanak. A fels6bb évfolyamokon alkalmazott matema-
tikai fiiggvényfogalom tobbszords absztrakcid révén alakul ki, ezért is
nagy jelentdsége van annak, hogy a korai, tapasztalati alapok biztosan
kialakuljanak. A relaciokat kiilonb6z6 formaban lehet megjeleniteni, rep-
rezentalni, vizualizalni. A kiilonb6z06 reprezentaciok kozotti kapesolatok
megértése, a tobbszords reprezentacio képességének kialakitasa ugyan-
csak a korai matematikatanitas feladata. A kiilonb6z6 reprezentaciok ko-
z0tti transzformaciok egyben sokféle lehetdséget kinalnak az analogias
gondolkodas fejlesztésére is.

Matematikai szempontbo6l a kombinatorika, a valoszinliségszamitas és
a statisztika szorosan Osszefliggé teriiletek. A gyermeki gondolkodasban
azonban kiilonb6z6 fogalmak fejlédési folyamatanak eredményeként az
érettebb formalis fejlédés szakaszaban kapcsolonak 6ssze ezek a folya-
matok. A spontan, a kdrnyezetbdl szarmazo6 stimulusok mar nem elegen-
déek e szint elérésé¢hez, ebben meghatarozo szerepe van a szisztematikus
matematikatanitasnak.
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A kombinatorikai problémak két f6 csoportba sorolhatoak. Az egyik
csoportot a felsorolasi feladatok alkotjak, amikor a feltételeknek megfe-
lel6 6sszes konstrukciot étre kell hozni, ezekben jatszik szerepet a kom-
binativ gondolkodas. A masik csoportba a kiszamitasi feladatok tartoz-
nak, amelyek megoldasat altalaban csak rendszeres matematikatanulas
eredményeként lehet elsajatitani. Ezzel a kérdéssel mar foglalkoztunk a
multiplikativ gondolkodassal kapcsolatban is, és néhany kombinativ mii-
velet fejlodését Piaget is részletesen vizsgalta (Piaget, és Inhelder, 1975).
Szamos tovabbi kutatasi program foglalkozott a kombinativ gondolkodas
fejlédésével és fejlesztésével, mind a matematikdban, mind mas tantar-
gyakba beagyazott fejlesztd gyakorlatokat alkalmazva (Kishta, 1979;
Csapo, 1988; Schréder, Bodeker, Edelstein és Teo, 2000; Csapo, 2001,
2003; Nagy, 2004). Egy részletesebb elemzés 37 olyan kombinativ mii-
veletet azonositott, amely a kezelendé valtozok és a Iétrehozand6 konst-
rukciok szama alapjan még kezelhetd, és amelyek alapjan felsorolasi
feladatok készithetok. A feladatokra alapozott empirikus vizsgalat meg-
erésitette, hogy vannak olyan tanuldk, akiknél 14 éves korra kialakul a
kombinativ gondolkodas teljes rendszere, melynek révén képesek az 6sz-
szes alapvetd miivelettipus kezelésére, azonban a tobbség esetében csak
a legegyszerlibb szerkezetek alakulnak ki (Csapo, 1988). A korai mate-
matikatanitas jol strukturalt feladatokkal fejlesztheti a kombinativ gon-
dolkodast, mig a felsorolasi feladatok mas tantargyakba is beagyazhatok,
¢és fejleszthetik a kombinativ gondolkodast (Csapd, 1992). A formaliza-
las elokészitése azonban kizardlag a matematikatanitas feladata, melyre
azutan késébb raépiilhet a matematikai osszefiiggések megtanitasa.

A valoészintiség fogalmanak kialakulasa ugyancsak koran elkezddédik
(Piaget és Inhelder, 1975), azonban rendszeres tanulas hianyaban a tanu-
1ok tobbsége csak az alapvetd felismerésekig jut el. Kiillondsen nehéznek
bizonyul a korrelaciok, a véletlen osszefiiggések megértése (Kuhn, Phelps,
és Walters, 1985; Ban, 1998; Schroder, Bodeker, Edelstein és Teo, 2000).
A valoszinliségi gondolkodas fejlodését a korai matematikatanitas elso-
sorban a szisztematikus tapasztalatok biztositasaval segitheti. Ebben a fej-
lesztésben a véletlen jelenségek bemutatasaval mas tantargyak, példaul a
bioldgia is szerepet kaphatnak. A formalis matematikai 6sszefiiggések
felé vezetd 1épések megtétele, a kombinatorikéaval €s a statisztikdval valo
kapcsolat kialakitasa azonban mar a rendszeres matematikatanitas fel-
adata. A fejlodési sajatossagok miatt a kapcsolatok kiteljesitésére csak
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id6sebb életkorban keriilhet sor, azonban a késébbi eredményes tanulas
érdekében sziikség van a statisztikat elokészitd korai tapasztalatok meg-
szerzésére is.

Egy tovabbi teriilet a térbeli gondolkodas, mely szintén mas pszicholo-
giai fejlodési folyamatokban gyokerezik, és csak késobb, a geometriatani-
tas keretében kapcsolddik 0ssze a mérés fogalmaval, majd a matematika
mas teriileteivel. Fejlodését Piaget részletesen vizsgalta, elsésorban a tér
rajzokban valo abrazolasan keresztiil. Eredményei szerint a korai fejlo-
désre a topologiai szemlélet jellemzd, és késébb is elsGsorban a vonalak
talalkozasaiban valnak a rajzok pontossd, mig a formak kiillonbozokép-
pen torzulnak. A masodik stadiumban (4-7 év) folyamatosan differencia-
lodnak a gyermekek altal lerajzolt alakzatok. A harmadik stddiumban
(7-8 év) pedig a tanulok mar tobbnyire az euklideszi geometriat kovetetd
formakat képesek rajzolni (Piaget és Inhelder, 1956). A matematikatani-
tas keretében kiillondsen az iskola kezd6 szakaszaban van nagyobb jelen-
tosége a térbeli gondolkodas fejlesztésének. Kezdetben nagyobb szerepet
kaphat a két- €¢s haromdimenzios alakzatok kdzvetlen tapasztalatszerzés
révén valo megismerése. Ezt kovetheti annak tudatositasa, hagy az alak-
zatoknak tulajdonsagaik vannak, melyek alapjan le lehet irni az alakzatok
kozotti hasonlosagokat és kiillonbségeket. Késobb pedig sor keriilhet a
tulajdonsagok szabatos matematikai megnevezésére és definialasara.
A térbeli gondolkodas fejlesztésére a matematikan tal a rajztanitas és
a miivészeti nevelés keretében van lehetdség. A térabrazolas és a térszem-
1élet fejlodésének felmérése sokféle mérdeszkozzel lehetséges (pl. Kar-
pati és Gaul, 2011; Karpati és Pethd, 2011).

A kognitiv fejl6dés felmérése a matematikaban

Az eddig targyaltakban féként a gondolkodas fontossagat hangsulyoztuk
a szamrendszer megértésében, valamint annak felismerésében, hogy a ma-
tematika hogyan hasznalhat6 a vilag modellezésére. A masik f6 gondolatsor,
hogy mindazok az ismeretek, amelyeket a tanuloknak a matematikaban
el kell sajatitaniuk, nem alakulnak ki egy 1épésben. Ezért a matematika-
val Osszefiiggd kognitiv fejlodés felmérését ugy kell elvégezni, hogy a re-
lacios szamitasokhoz viszonyitva kisebb kdvetelményt timasszon a szamo-
lassal szemben. A szamolast a sajat helyén lehet és kell értékelni.
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A mérések tartalma

A matematikai gondolkodas értékelésének kozéppontjaban a késobbi ma-
tematikai teljesitményeket megalapoz6 gondolkodasi képességeknek kell
allniuk. A kiilonbozo elérejelzé vizsgalatok azt mutattak, hogy a gyere-
keknek a korai években nyujtott teljesitménye olyan feladatokban, ame-
lyek felmérik a megfeleltetésrol, sorba allitasrol, 6sszeadasrol, valamint
az Osszeadas ¢és kivonas kozotti forditott viszonyrol valo tudasukat, isme-
reteiket elére tudja vetiteni a varhatdé jovobeni matematikai teljesitmé-
nyeket (Nunes és mtsai, 2007; van de Rijt, van Luit, és Pennings, 1999).
A késdbbi matematikai teljesitményt jol jelzi a szamok kozotti viszonyok
felismerésének képessége, amit szamérzéknek hivnak (Fuchs, Compton,
Fuchs, Paulsen, Bryant, és Hamlet, 2005).

A szamokkal kapcsolatos korai tudés felmérheté a szamok irasa és ol-
vasésa, a leirt €s a kimondott szamok nagysagrendjének dsszehasonlitdsa,
¢és néhany szamolasi miivelet alapjan. Tudomasunk szerint minddssze
egyetlen tanulmany (Nunes és mtsai., 2009) van, amely 0sszehasonlitotta
a szamokkal kapcsolatos képesség relativ jelentoségét a matematikai tel-
jesitmény elorejelzésében. Ez az 6sszehasonlitas kiterjedt a figyelem ¢és
a memoria kognitiv funkcidira és az intelligencia vizsgalatara is. A pre-
diktorokat a tanulok 8-9 éves koraban mérték fel; a kés6bbi matematikai
teljesitmény jellemzésére fiiggetlen standard adatokat valasztottak, ame-
lyeket az iskolaban gytijtottek ossze 11-12 és 13-14 éves korban. A mate-
matikai gondolkodas mindkét iddpontban nagyobb szerepet jatszott, mint
a figyelem, a memoria, sot akar a szamolasi készség. A matematikai gon-
dolkodas és a szamolasi készség relativ jelentdségének elemzése azt mu-
tatja, hogy ahol komoly szerepe van az id6korlatnak, ott fontosabb a ma-
tematikai gondolkodas, mint a szamolasi készség felmérése.

A matematikai gondolkodds felmérésének formai

A matematikai képességek értékelésének megtervezése ohatatlanul kap-
csolédik a tanuldk altalanos képességeihez az utasitasok megértése és a
verbalis kommunikacio terén. Az olvasasi képességek befolyasat azonban
csokkenteni lehet azzal, ha olyan értékeld feladatokat talalunk ki, ame-
lyekben rajzok segitik a gyerekeket a feladat megértésében. A rajzok ab-
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ban is segitik a tanuldkat, hogy a megoldas szamszer( értékéhez kiilon-
b6z6 megkozelitéssel jussanak el: bizonyos esetekben elemezhetik a raj-
zot (pl. feloszthatnak valamit két részre, hogy jobban el tudjak képzelni
a mennyiség felét) és még szdmolhatnak is, hogy megkapjak a helyes
valaszt. Amennyiben helyesen mérik fel a helyzetet, jobb esélyiik van a jo
mennyiségi valasz megadasara, mint ha a feladatot csak irdsban kaptak
volna meg. A Freudenthal Intézet kutatoi hasznaltak eldszor ezt a meg-
kozelitést az értékeléshez (lasd pl. van den Heuvel-Panhuizen, 1990),
amely értékes informaciokat adott a tanulok relacios kalkulacios képes-
ségeirdl.

Ahogy korabban is emlitettiik, a matematikai gondolkodas fejlodésé-
hez iddre van sziikség. Idealis esetben az értékelésbe beépithetdk a gon-
dolkodasi képességekkel szembeni kiilonboz6 szintli elvarasok. Ezek va-
rialhatok kiilonb6z6 kifejezési formak, kiilonbozo szituaciok, valamint
kiilonbozo értékek hasznalataval. Az el6zdekben attekintett lehetdségek
megmutattak, hogyan lehet azonos tipustl fogalmak értékelésére kiilon-
b6z0 feladatvaltozatokat 1étrehozni.

Osszegzés

Ebben a fejezetben attekinttettiik a matematikai gondolkodas fejlédésé-
nek néhany alapveto teriiletét. Azokra a pszicholdgiai kérdésekre fordi-
tottunk nagyobb figyelmet, amelyek meghatarozé jelentdségtiek a korai
értelmi fejlédés szempontjabol. Olyan teriileteket emeltiink ki, amelyek
csaknem kizar6lagosan a matematikatanitas keretei kozott fejleszthetéek.
Ezek koziil is kozponti jelentdségli a mennyiségekkel és a szamokkal
kapcsolatos fogalmak kialakulasa, tovabba a hozzajuk kapcsolodo gon-
dolkodasi képességek fejlodése.

Hangsulyoztuk azokat a pszicholdgiai kiilonbségeket, amelyek a gon-
dolkodas természetes fejlodése és a matematikai ismeretek elsajatitasa
kozott van. Az iskola kezdd szakaszaban kiemelt helyet kell kapnia a
gondolkodas fejlesztésének; kellden fejlett matematikai gondolkodas hi-
anyaban nem lehet eredményes a matematikai ismeretek €rté elsajatitasa.

Négy {0 teriiletet emeltiink ki: az egész szamok és a racionalis szamok
fogalmanak, tovabba az additiv gondolkodas és a multiplikativ gondol-
kodas fejlodésének kérdéseit. Ezek azért rendkiviil fontosak, mert meg-
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alapozzak a késobbi sikeres tanulmanyokat. Kiilonb6z6 kutatasok bizo-
nyitottak, hogy ezeknek komoly elérejelzd ereje van, az ezek terén mért
korai fejlettség meghatarozta a kés6bbi eredményeket.

Utaltunk arra, hogy ezeken kiviil szamos mas eleme van a matemati-
kai gondolkodasnak, amelyek fejlesztése a matematikaban ugyancsak
fontos. Ezek fejlesztése soran az el6zéekben bemutatott alapelveket Iehet
érvényesiteni.

Kifejtettiik, hogy a matematikai gondolkodas fejlodése lassu, hosszan
tartd folyamat. Ugyanakkor kiillonb6zd kutatasok és kisérleti fejlesztd
programok bizonyitjak, hogy megfeleléen stimulalé gyakorlatokkal a
fejlodést fel lehet gyorsitani. Ezek a gyakorlatok azonban csak akkor
lehetnek eredményesek, ha pontosan illeszkednek a tanulok aktualis fej-
lettségéhez. Ezért a matematikai gondolkodas fejlesztése soran rendkiviil
fontos a fejlodési fazisok egymasra épiilése. Egy 0sszetett gondolkodasi
folyamatot csak akkor lehet kialakitani, amikor az azt alkoté6 komponen-
sek, az egyszeriibb gondolkodasi miiveletek mar kialakultak.

A gondolkodas eredményes fejlesztéséhez kiilondsen fontos, hogy
a tanar ismerje, hol tartanak a tanuloi, és ennck megfeleld gyakorlatokkal
segitse tovabblépésiiket. Ennek megfelelden a diagnosztikus értékelés-
nek részletesen le kell fednie a gondolkodas fejlddési folyamatat, minden
terlileten megjelenitve annak kiilonboz6 szintjeit. Kiilondsen nagy figyel-
met kell forditani azokra az e fejezetben részletesebben is targyalt terii-
letekre, amelyek a kutatasok szerint jelentds mértékben meghatarozzak
a késobbi sikereket.
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A matematikai miiveltség
és a matematikatudas alkalmazasa

Csikos Csaba

Szegedi Tudomanyegyetem Neveléstudomanyi Intézet

Lieven Verschaffel

Katholieke Universiteit Leuven Institute of Education

A matematikatanulds céljat leginkabb az altalanos tarsadalmi elvarasok,
valamint az egyéb diszciplinak, kiilondsen a tobbi tudomanyteriilet igé-
nyei alakitjak. A matematika mint tudomanyag ¢és mint iskolai tantargy
alakithatja a diakok gondolkodasat, hogy kialakuljon benniik az igény a
matematikai tudas alkalmazasara mas iskolai tantargyakban, vagy a min-
dennapi, iskolan kiviili problémak megoldasaban.

Az elképzelés, hogy leirjuk az iskolaban megszerzett matematikatudas
kiilonbozo Osszefliggésekre és problémateriiletekre vald alkalmazhatdsa-
gat, egyidds a matematikai fogalmak megjelenésével. Ezért ebben a fe-
jezetben elsoként réviden bemutatjuk a matematikai tudas alkalmazasa-
nak altalanos elméleti alapjait. Az elmult évszazadok soran az eurdpai
iskolarendszerek tobbségében a matematika mint iskolai tantargy koz-
ponti szerepre tett szert a tananyagban. A Ratio Studiorum o6ta, amikor
Christopher Clavius latba vetette befolyasat, hogy a matematikat a nor-
mal jezsuita alaptanterv részévé tegye (lasd Smolarski, 2002), egészen a
mai eurdpai alaptantervekig folyamatosan kutatjak a matematikatanitas
¢és -tanulas jobbitasanak utjait. A fejezet masodik részében a matematikai
tudas alkalmazéasanak értékelési szempontjaira sszpontositunk.

A fejezet harmadik részében a tantermi matematika jellemzdit és sze-
repét elemezziik, kiilonos tekintettel a szoveges feladatokra. A tanulok
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nézeteit a vilag kiilonb6z6 problémainak megkdzelitésérdl leginkabb
a tantermi gyakorlat és az osztalytermi kultara alakitja. Végezetiil a ma-
tematikai tudas diagnosztikai értékelési szempontjait is tekintetbe véve
kategorizaljuk a matematikai szoveges feladatokat.

Elméleti megfontolasok

A matematika és a matematikaoktatas torténetét végigkiséri a torekvés,
hogy igazoljak a matematika fontossagat a mindennapi ¢élet és a tobbi
tudomanyag szempontjabdl. Az ilyen iranyu er6feszitéseket sokszor ga-
tolta a matematika kettés természete: kettosség figyelheté meg ugyanis
abban, ahogyan a matematikai eredményeket publikaljak és kommuni-
kaljak, és ahogyan a matematikai gondolkodas és felfedezések ténylege-
sen megvalosulnak.

A matematikai gondolkodds természete

A matematikat gyakran azonositjak a definiciok, tételek és bizonyitasok
egymasutanjaval. A matematikai kozlemények az okor 6ta mindig szigo-
ru szabalyokat kovettek az eredmények bemutatasdban. Ezek a szabalyok
alapvetden a deduktiv kovetkeztetések szabalyai. Sok matematikai pub-
likacié szerkezete még ma is a definicid — tétel — bizonyitas sorrendet
koveti. Ugyanakkor Descartes mar a 17. szazadban azt allitotta, hogy az
okori gorogok a tételeikhez induktiv uton jutottak el, eredményeiket
azonban szigortian deduktiv szabalyok szerint tették kozz¢é. A teorémak
bemutatasaban és az azokhoz vald eljutasban rejld kettdsség a laikust is
megtévesztheti, aki a matematikust olyan embernek tartja, aki megalkot-
ja a tételt, majd bebizonyitja azt. Mindazonaltal Rickart (1996) — Poin-
caré és Hadamard nyoman — hangsulyozza, hogy a kreativitas alapvetd
szerepet jatszik a matematikai felfedezésekben. A matematikaban a tuda-
tos, kemény munka és a kreativ tapasztalatok egylittese hoz eredményt.
Bar a matematikai gondolkodas kiilonb6z6 aspektusai 0sszekapcsoldd-
nak a matematikai tevékenységekben, a megoldando feladattol fliggéen
egyik vagy masik jobban el6térbe keriilhet. ,,A szakman beliill még mi
magunk is elméleti szakemberként, illetve problémamegoldoként oszta-

60



2. A matematikai miiveltség és a matematikatudas alkalmazadsa

lyozzuk magunkat” (Guy, 1981, vii. 0.). Ernest (1999) szerint az oktatas
szempontjabol egyensulyt kell teremteni a verbalisan megfogalmazhato,
explicit és a szavakkal nem megfogalmazott, implicit matematikai tudas
kozott.

Freudenthal munkassagaban talalhaté meg a kulcs annak megértésé-
hez, hogy az iskolai matematika hogyan tiikr6zi vissza a kiilonb6z06 filo-
zofiai megkozelitéseket. A didkoknak az iskolaban elsédlegesen a mate-
matikai tevékenységeket, a matematika miivelését kell megtanulniuk, és
nem azt, hogy készen elfogadjak a matematikusok tevékenységének
eredményét. A matematika muvelése a didkoktol els6sorban tapasztalat-
szerzést, hipotézisek felallitasat, és mindenekeldtt a matematikai gondol-
kodas elsajatitasat koveteli meg. ,,A tanulonak inkabb a matematikai
gondolkodast és nem a matematikat; inkabb az elvonatkoztatast és nem
az absztrakt fogalmakat; inkabb a sematizalast és nem a sémakat; inkabb
a megfogalmazast és nem a fogalmakat; inkabb az algoritmizalast és nem
az algoritmusokat; inkabb a szobeli kifejezést és nem a nyelvet ... kell
ujra felfedeznie” (Freudenthal, 1991, 49. 0.). A matematikaérakon a tor-
ténelmileg kialakult DTP (definition — theorem — proof; definici6 — tétel
— bizonyitas) sorrenddel szemben egyfajta megforditott sorrendet érde-
mes alkalmazni: felfedezés, magyarazat, formalizalas (Hodgson ¢és
Morandi, 1996).

A matematikai modellezési perspektiva

»A 20. szazad elején a matematikaoktatds mint 4j tudomanyag megjele-
nésének nyilvanval6 politikai motivacioi voltak™ (Sriraman és Térner,
2008, 668. 0.). A kiilonbdzé mozgalmak f6 tdmogatoit gazdasagi szem-
pontok vezérelték. A 20. szazadban két olyan matematikai oktatasi moz-
galom van, amely még napjaink matematikaoktatdsanak elméletére és
gyakorlatara is jelentds hatassal van.

Az Uj matematika (New Math) mozgalom célja, hogy absztrakt fogal-
makon keresztiil hangsulyozza a matematikai strukturakat. A Bourbaki-
csoport munkaja nyoman az Uj matematika mozgalom erésen formali-
zalt tankonyveket jelentetett meg, kezdeményezte az iskolai tanterv és a
tanarképzés reformjat. Az Uj Matematika a miérteket és a matematika
mélyebb struktirajat hangstulyozta a hagyomanyos matematikatanitas
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értelem nélkiili merevségével szemben (Sriraman és Térner, 2008). Ezért
érdemes a mozgalmat pozitivabban értékelni, és nem csupan a posztmo-
dern matematikaoktatas szemszdgébdl kritizalni. Ez a mozgalom kezde-
ményezte a matematikai és a pszichologiai (a piaget-i értelemben vett
hipotetikus-deduktiv) struktirak kozotti hasonlosagok tanulmanyozasat is.

A realisztikus matematikaoktatas (Realistic Mathematics Education —
RME) ,.egyarant vélaszt jelentett az amerikai Uj matematika mozgalom-
ra ... és az akkor uralkodo6 holland ... mechanisztikus matematikaokta-
tasra is.” (van den Heuvel-Panhuizen, 2001, 1. 0.). Az RME Hans
Freudenthal kezdeményezéseibol nott ki: a Wiskobas projekttel (hollan-
dul: ,,matematika az altalanos iskoldban”), majd késébb a Freudenthal
Intézet megalapitasaval, valamint a matematika oktatas olyan gondola-
tokkal valé megtermékenyitésével, mint pl. hogy a didkok maguk fejlesz-
sz¢k a szamukra jelentéssel bird fogalmakat és eszkdzoket, amelyeket a
hétkdznapi problémak kezelésére alkalmaznak (van den Heuvel-Panhu-
zien, 2003). Ahogy Freudenthal fenti idézete mar ramutatott: a realiszti-
kus matematikaoktatas célja, hogy a gyerekek sajat maguk épitsék fel
matematikai tudasukat. Az RME hangsulyozza egyrészt a matematikai
struktiran beliili matematikai tevékenységek, masrészt pedig a megszer-
zett tudas és kiillonbozd kontextusok kozotti matematikai kapcsolatok
megteremtését (lasd Treffers, 1993; Wubbels, Korthagen és Broekman,
1997). Mivel a ‘realisztikus’ jelzé forditdsa mas nyelvekhez hasonléan
az angol nyelvben is a ‘realitashoz’ (valosaghoz) kapcsolodik, torténtek
kisérletek annak tisztdzasara, hogy a matematikaoktatasban hogyan defi-
nialhato a realitas és a realisztikus (Greer, 1997; Sdiljo, 1991a, 1991Db).
Van den Heuvel-Panhuizen (2001a) rdmutat arra, hogy az eredeti holland
fogalom, a ‘zich realizeren’ jelentése ‘elképzelni’, ezért a realisztikus
matematikaban a feladatok kontextusa nem minden esetben a realitas, a
valo vilag; a fantaziavilag targyai (amelyek elképzelhetok, megjelenithe-
ték, ezért modellezhetdk) ugyanolyan jé kontextust teremtenek a mate-
matika miiveléséhez. A ‘realisztikus’ fogalmanak aktualis értelmezése
arra utal, ami a tapasztalat szamara tapasztalatilag (experientially) valos
(Gravemeijer és Terwel, 2000; Linchevski és Williams, 1999), alahtizva,
hogy nem az 6sszes hétkdznapi probléma lesz sziikségképpen tapasztala-
tilag valds az Osszes tanuld szamara.

Bizonyos jelek arra mutatnak, hogy tizenot évvel ezel6tt az RME ku-
tatasi és fejlesztési munkaban (lasd van den Heuvel-Panhuizen, 2000)
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nagyobb hangsulyt helyeztek a valdosaghoz vald viszonyra, a valos élet és
a diakok matematika tanulasa kozotti erds és relevans kapcsolat még
mindig az egyik f6 jellemzdje az RME-nek. Treffers (1993) dolgozta ki
a horizontalis és vertikalis matematizalas (matematikai nyelve valo lefor-
ditas) koncepcidjat. A matematizalas fogalmat Freudenthal alkotta meg
(lasd van den Heuvel-Panhuizen, 1996, 2000, 2001a, 2001b, 2003).
A matematizalas a matematikai tevékenység folyamataira utal; az iskola-
ban nem a matematikat mint zart rendszert kell tanitani, hanem a valosag-
bol szarmazo dolgok matematikai értelemben vett szervezésének folyama-
tat. Treffers horizontalis matematizalasi koncepcioja arra a folyamatra
utal, amelynek soran a matematikai eszkozoket felhasznaljuk a napi
problémak szervezésében €s megoldasaban. A vertikalis matematizalas a
matematikai rendszer fogalmainak és miveleteinek bels¢ mentalis at-
szervezeését jelenti. A didkok matematikai tevékenységében a horizontélis
és vertikalis matematizalasi folyamatok 0sszefonddnak, és a matematiza-
las ,,lényegében az RME oktataselméletének valamennyi lényeges aspek-
tusat tartalmazza” (van den Heuvel-Panhuizen, 1996, 11. 0.).

Az RME egyik dont6 kérdése a matematikai modellek (a sz6 legszéle-
sebb értelmében) bevezetése. A modellek problémaszituaciokra valo
megalkotasa ¢és kidolgozasa egészen mast jelent, mint a problémas szitu-
aciok modelljeinek keresése (lasd. van den Heuvel-Panhuizen, 2001a).
A kiilonféle modellek alkalmazasanak a hatékonysaga mar bizonyitast
nyert a kiilénb6z6 korcsoportokban ¢€s kiilonbozo teriileteken. Gravemei-
jer (1994) a szamegyenest vizsgalta mint tobb szempontbol is nagyon
hatékony matematikai modellt. Ez ugyanis vizualizalas utjan lehet6vé
teszi kiilonféle stratégidk alkalmazéasat és magyarazatat. Példaul a 49
kivondsa helyettesithetd azzal, ha kivonunk 50-t és hozzdadunk egyet,
vagy viszonylag nagy kivonando esetén (pl. 51 — 49) esetleg konnyebb
lehet a kisebb mennyiség feldl a nagyobb mennyiség felé tovabbszamla-
lassal haladni.

Klein, Beishuizen és Treffers (1998) ehhez hozzatették, hogy nem csu-
pan az lires szamegyenes az, ami hozzajarul fejlesztési programjuk sike-
réhez, hanem annak hasznalati modja is, példaul a kiilonb6z6 megoldasi
modok pozitiv osztalytermi kdrnyezetben vald 6sztonzése és megvitatasa.
Keijzer és Terwel (2003) a tortek megértését vizsgaltak, és a megértetés-
hez szintén sikeresen hasznaltdk a szamegyenes modellt (szamitogépes
jatékok segitségével). Doorman és Gravemeijer (2009) 10. osztalyos ta-
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nulokkal végeztek kisérletet ut-ido-sebesség problémakon, ahol adott
idopillanatokat bemutat6 abrak sorozatat hasznaltak az idébeni elmozdu-
las és a teljes megtett tavolsag kozotti kapcsolat modellezésére. Az RME
elvek magasabb osztalyba jard tanulokra valo kiterjesztését Gravemeijer
és Doorman (1999) mar korabban bemutattak a matematikai analizis
(calculus) teriiletén. Ebben az esetben a sebességnek az idé/intervallum
grafikonokbdl valé meghatarozasa modelliil szolgalt tetszéleges fiiggvé-
nyek integralasaval és differencialasaval kapcsolatban. Van Garderen
(2007) szerint a tanulasi nehézségekkel kiizdé gyermekek szamara a di-
agramok mint matematikai modellek biztositjak a szlikséges rugalmassa-
got, hogy egy masik szituacioban alkalmazzak azt, amit egy adott szitua-
cioban mar megtanultak.

A realisztikus matematikai megkdzelités hasznosnak bizonyult a gyen-
gén teljesitd tanuldk esetében is. A gyengén teljesitokre vonatkoz6 RME
elveket és ajanlasokat Barnes (2005) tekintette at. A gyengén teljesito és
a sajatos nevelési igényl tanuldok profitaltak a leginkabb az n. iranyitott
oktatasbol (ami sokkal nagyobb teret biztosit az egyéni részvételnek),
mint az un. strukturalt vagy direkt oktatasi modszerbdl (Kroesbergen és
van Luit, 2002). Altalanossagban azonban nem sikeriilt egyértelmiien
bizonyitani a matematikai oktatasi megkozelitésmodok (nevezetesen a
hagyomanyos ¢és realisztikus megkdzelitésmod), valamint a tanulok ma-
tematikai eredménye kozotti kapcsolatot. Altalaban nagyobb kiilonbség
van a tanuldi teljesitményekben egy adott matematikai oktatasi megko-
zelitésmod esetén, mint két kiillonb6z6 megkdzelitésmod kozott (Konin-
klijke Nederlandse Akademie van Wetenschappen, 2009).

A matematikai miiveltség a tantervekben

A tananyag céljainak és célkitizéseinek szerepérdl és fontossagarél foly-
tatott tudomanyos parbeszédet az utdbbi idében athatjak a tanitasi-tanu-
lasi folyamat kiilonbdz6 szintjei, illetve fazisai altal definialt kiilonféle
tantervek. A kutatas alapu tantervkészités elemzésekor Clements (2008)
lesztkiti a fogalmat a rendelkezésre all6 tantervre (available curriculum,),
vagyis arra a tantervre, amelyhez l1étezik oktatasi anyag. A (matematika)
oktatas szakirodalmaban a tanterv fogalmara altalanosan elterjedt egy
harmas fogalomrendszer: deklaralt, implementalt és megvalosult tanterv.
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A deklaralt tanterv az oktatasi rendszer kiilonb6z6 szintjein kiadott okta-
tasi dokumentumokra vonatkozik: nemzeti alaptanterv, helyi tantervek
stb. Az implementalt tanterv az iskoldban aktudlisan megvalosul6 folya-
matokra, mig a megvalosult tanterv a tanterv céljainak elérését méro
teszteken a tanulok altal nyujtott teljesitményre vonatkozik.

Stein, Remillard ¢s Smith (2007) abréja a tananyaggal kapcsolatos val-
tozok, koztiik a tanulok tanulasi folyamatanak kapcsolatat mutatja. Bar a
fent emlitett harom tantervi fogalom kozott egyértelmt sorrendiség van,
a fogalmak egymasba atalakulasanak moédja szamos tényezdvel magya-
razhato. A 2.1. abra is a tantervi fogalmak egymas kozotti &tmenetét
magyarazo tényezok komplexitasat mutatja, felsorolva az olyan kdlcso-
ndsen ¢s sziikségképpen Osszefonodo jelenségeket, mint a tanarok meg-
gy6zOdései, a tanarok szakmai identitasa és az olyan magasabb szinti
valtozdk, mint a szervezeti és politikai szempontok.

» )
irott Imple- Eletbe
tanterv mentalt > lepett Tanulasi
tanterv tanterv eredmény

Az atalakulast magyarazé tényezdk
e Tanari nézetek és tudds
e Tanari hozz4dllas a tantervhez
e Tandri szakmai identitds
e Tandri szakmai k6zosségek
e Szervezeti és oktataspolitikai kornyezet
® Osztdlytermi szerkezet és normak

2.1. abra. Kapcsolat a deklaralt, implementalt és az életbe lépett
(enacted) tantervek és a diakok tanulasa kozott
(Stein, Remillard és Stein, 2007, 322. 0.)

Henningsen és Stein (1997) tanulmanya néhany matematikai feladattal

Osszefliggd tényezd szerepét vizsgalja a tudas tananyag altali alakitasa-
ban. Legalabb két 1épcsé van a kiadott tananyag alapjan meghatarozott
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feladatok és a tanulok tanulasi eredményei (vagyis a megvalosult tan-
terv) kozott. A matematikai feladatokat a tanarok hatarozzak meg az al-
taluk implementalt tanterv alapjan, a kdvetkez6 1épcsdben pedig a tanu-
1ok az osztalyteremben végzik el a matematikai feladatokat. Ahogy mar
emlitettiik: a tanar és a tanuld altali implementaciok kozotti atmenetet
szamos tényez0d befolyasolja, beleértve az altalanos osztalytermi norma-
kat és a tartalomspecifikus szocio-matematikai normakat (Yackel és
Cobb, 1996), valamint a tanar oktatasi elképzeléseit. A tanari nézeteknek
¢és oktatasi elképzeléseknek a fontossagat a ,,feladatok a matematikai
miiveltség mérésére az osztalyteremben” c. részben targyaljuk.

A fejezet kovetkezd részében a nemzeti (deklaralt) tantervekbdl vett
példakra koncentralunk, mivel szdmos kozvetlen és kozvetett tényezon
keresztiil a nemzeti tantervek valamilyen modon hatést gyakorolnak mind
az implementalt, mind a megvalésult tantervekre. Az alabbi példak ramu-
tatnak arra, hogy az elmult évtizedekben tanterveink hogyan fogalmaztak
meg ¢és hangsulyoztdk az osztalytermi matematikai tudas és az olyan
matematikai tudas egymashoz kozelitésének fontossagat, amely tudas
atvihet6 a kiilonb6z6 tipusu problémakra és mas iskolai tantargyakra.

Az alaptantervek jellemz6i a matematika teriiletén

A jelenlegi Nemzeti alaptanterv bevezetése elott az un. ,,78-as tanterv”
komoly hatast gyakorolt a magyar iskolarendszerre nem csupan eldiro
jellege miatt (ez a tanterv minden iskolara kotelezo érvény(i volt és nem
voltak helyi tantervek), hanem az altala — tobbek kozott a matematika
teriiletén is — bevezetett eldremutatd valtozasok miatt. A nemzeti tanterv
matematika része a tanterv tobbi részének strukturajat kovette, azaz cé-
lokat ¢és tartalmi kdvetelményeket fogalmazott meg az 1-4. és az 5-8.
osztalyosok szamara. C. Neményi, Radnainé és Varga (1981) azonban a
matematika tantervi céljait a fenti intervallumokat ativel6en hataroztak
meg: az 1-3. és 4-5. osztalyos felosztas azt a meggydzddésiiket juttatta
kifejezésre, hogy a tanulok matematikai gondolkodasaban a sziikségkép-
pen folyamatos fejlédési folyamatokat a negyedik osztaly végén (mely
évfolyam a hivatalos valasztovonal a magyar oktatasi rendszerben az
altalanos iskola also és felsd tagozata kozott) nem érdemes formalisan
kiilonvalo szakaszokra bontani.
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A 78-as tanterv altalanos céljai kozott a motivacid olyan értelemben
szerepelt, amely a tanuloktol elvarja, hogy legyenek érdeklédok és sze-
ressék a matematikat, egyrészt olyan kiilsé tényezok miatt, mint annak
hasznossaga ¢s alkalmazhatosdga, masrészt olyan belsé okokbodl, mint a
matematikaban rejlé harmonia, igazsag és szépség (262. 0.). Aiken (1970)
szerint a matematikahoz fliz6d6 felnéttkori viszonyt a gyerekkori tapasz-
talatok hatarozzak meg, és a 4—6. osztalyban szerzett tapasztalatok ebbdl
a szempontbol dontd fontossaguak. A reformok nyoman Magyarorszagon
sokat javult a matematika elfogadottsaga; egy tantargyiattitiid-vizsgalat
feltarta, hogy a tanuldk a matematikat mas tantargyakhoz képest kdzepes
mértékben kedvelik (Csapd, 2000).

A 78-as tantervben megjelent egyéb tantervi célok kiilonos figyelmet
szenteltek a kognitiv természetli tanuldi jellemzoknek. A matematikai
tudas kiilonboz6 dsszefiiggésekben valo alkalmazaséaval kapcsolatban az
alabbi célokat talaljuk.

A 4. és 5. osztaly kovetelményei kozott szerepel ,,annak megitélése
(megvédése vagy vitatasa), hogy egyértelmi-e egy feladat, nem tartalmaz-e
felesleges adatokat, ellentmondé feltételeket, célszerii-e egy megoldasi
menet” (262. o.). Egy adott évfolyamra, az 5. osztalyosokra vonatkozé
konkrétabb célok kozott megtalalhato: ,,legyenek képesek megallapitani,
hogy egy feladatban mely adatok feleslegesek, vagy milyenekre volna
még szlikség” (601. 0.), amely cél altalaban (jollehet implicite) horizon-
talis matematizalasi folyamatokat feltételez. A 3. osztaly végére a tanulod
»legyen jartas szoveges feladatok adatainak 6nall6 feljegyzésében, rende-
zésében. Tudjon megfeleld matematikai modellt talalni (rajz, kirakas,
miiveletek, nyitott mondat); szoveges feladatot megoldani a talalt model-
lel vagy anélkiil, probalgatassal” (283. o.). Ez utobbi mddszer nyiltabban
utal a szoveges feladatok megoldasaban a horizontalis matematizalas
sziikségességére.

A Nemzeti alaptanterv (NAT, elsé valtozat: 1995, legujabb valtozat: 2007)
tobb teret biztosit az iskolai autonomianak, és lazabban, altalanosabban
fogalmazza meg az orszagos tantervi célokat. A helyi tantervben kell
kidolgozni az orszagos tantervi célokat a konkrét iskolai kdrnyezetben.
A nemzetk6zi rendszerszintii felmérések aktudlis tendencidinak megfele-
l6en a matematikakompetencia fogalma tartalmazza azt a fontos elemet,
mely szerint ,,az egyén rendelkezik azzal a képességgel, hogy alkalmaz-
ni tudja az alapvetd matematikai elveket és folyamatokat az ismeretszer-
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zésben ¢€s a problémak megoldasaban, a mindennapokban, otthon és a mun-
kahelyen™ (9. 0.). A Nemzeti alaptanterv ¢életkorhoz kapcsolddo céljainak
tobbsége egynél tobb — egyenként két év hosszusagu — életkori intervallum-
hoz kapcsolodik.

A NAT-célok struktaraja a kétéves intervallumok rendszerét koveti,
azaz a c¢lok elsé mérfoldkove a masodik év végén, a masodik mérfoldkd
a negyedik év végén van, stb. A NAT tantervi céljainak masodik szem-
pontjat a matematikai muiveltség alteriiletei jelentik. Az egyik részteriilet
neve ,Ismeretek alkalmazasa”. Ez a teriilet olyan tantervi célokat tartal-
maz, amelyek egyértelmiien a mindennapi életbdl vett szituaciokra és
mas iskolai tantargyakra utalnak. A matematikai ismereteknek a minden-
napi ¢letben valo alkalmazasa mint cél mar a harmadik életkori csoport-
tol (azaz az 5. osztalytdl) egészen a 12. osztalyig minden korosztaly
szamara kovetelmény. Hidnyossaga a tantervnek, hogy az elsé évfolyam-
okra nem fogalmaz meg egyértelmiien ilyen célokat. Az osztalyteremben
megszerzett tudas valos élethelyzetekben vald alkalmazasat mind oktata-
si, mind értékelési modszerekkel érdemes erdsiteni, kiilondsen az iskola
kezdd szakaszaban.

Hiebert és mtsai (1996, 14. 0.) arra figyelmeztetnek, hogy ,,az ismere-
tek megszerzése és azok alkalmazasa kozotti fesziiltség nem csupan a
matematikara jellemz06”. ,,Az iskolai tanulas ‘mindennapi élettél’ valod
elvalasztasanak problémaja felkeltette a megismerés tarsadalmi-kultura-
lis természetével foglalkozé kutatok figyelmét” (Sdaljo, 1991a, 183. o.).
Hiebert és mtsai szerint azonban a tudas alkalmazasi dimenzidjanak el6-
térbe helyezése kevésbé kdrvonalazhato tanterveket eredményezhet, és a
tanarok aggodhatnak a fontos informaciok elvesztése, azaz a tananyag
bizonyos részeinek kiesése miatt, ha az idét id6éigényes alkalmazasi meg-
oldasokra kell forditani. Itt most nem tudunk részletesen foglalkozni a
matematikatanar-képzés jellemzoivel és problémaival, jollehet Szendrei
(2007) ezek kozil néhanyra ramutatott, amikor a 70-es évektdl attekin-
tette a magyar matematikaoktatas €s matematikatanar-képzés tendenciait
¢és erbfeszitéseit. Egyik legfontosabb javaslata, hogy a matematikatana-
rok képzésében tobb iddt kell forditani a matematika oktatastanara (di-
daktikajara) — jelenleg sokkal nagyobb hangsulyt kap maganak a mate-
matikanak az oktatésa.
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A matematikai ismeretek alkalmazasa és
a tobbi iskolai tantargy matematikaval szembeni elvdrasai

Torténelmileg a matematika vezetd szerepet jatszott a tudomanyok fejlo-
désében. Maddy (2008) szerint a 17. szazadig a nagy gondolkodok nem
tudtak elvéalasztani egymastol a matematikat és a természettudomanyo-
kat. A 19. szazadban kezdtek a matematikusok elészor olyan fogalmakat
kidolgozni, amelyeknek nem volt kozvetlen fizikai jelentése. A matema-
tika és a természettudomanyok torténeti fejlddése azonban még mindig
hatassal van az iskolai tananyagra és a tantermi gyakorlatra. Erdekes,
hogy a Nemzeti alaptanterv az ,,Ember a természetben” miiveltségi terii-
let tanulasi céljainak részletes felsorolasa soran nem emliti explicite a
,matematika” vagy a ,,matematikai” fogalmakat. Ugyanakkor a ,,Foldiink-
kornyezetlink” miiveltségi teriileten beliil szdmos olyan pont van, amely
hangsulyozza a matematikai képességek (kompetencidk) szerepét a fold-
rajzi ismeretek megszerzésében. Harom f6 csoport van, ahol a matemati-
ka fontossaga €s szerepe megérthetd: (1) szamok hasznalatanak képessé-
ge méréseknél ¢s adatkezelésnél, (2) térbeli intelligencia a térben valo
tajékozodashoz, és (3) logikus érvelési képesség kiilondsen a komplex
térbeli és kdrnyezeti rendszerek megértésében.

Osszességében elmondhatd, hogy a magyar NAT-ban meglepden ke-
vés konkrét kapcsolat van a matematikai és a természettudomanyos ko-
vetelmények kozott. Természetesen a tanarok Osszekapcsoljak a termé-
szettudomanyos témakat a nélkiilézhetetlen matematikai ismeretekkel,
de az aktualis iskolai gyakorlatra még ma is érvényes Pollaknak (1969,
401.0.) az a régi kritikai megjegyzése, hogy ,,a tanuldék szdmara nem
adott a lehetdség, hogy részt vegyenek egy olyan absztrakcioban, amely
soran a fizikai valosagbol eljutnak a matematikai modellig”. A kdzeljo-
vOben valtozasokra szamitunk, koszonhetden részben a kutatas alapu
tanulasrdl készitett Rocard-jelentésnek (High Level Group on Science
Education, 2007) és a nemrégiben elindult olyan projekteknek, mint pél-
daul a PRIMAS (Promoting Inquiry in Mathematics in Science Education
across Europe).
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A matematikai miiveltség definicioja a PISA felmérésekben

A PISA (Programme for International Student Assessment, az OECD
nemzetkdzi tanuloi teljesitménymérés programja) felmérések célja a ta-
nulok tudasanak és képességeinek meghatarozasa és mérése olyan fontos
teriileteken, mint a matematika, az olvasas és a természettudomanyos
miuveltség. A matematikai miveltség allt a 2003-as PISA felmérés kozép-
pontjaban (OECD, 2004). Ez a dokumentum hangsulyozza, hogy a ,,mi-
veltségi megkozelités” kifejezi azt a szdndékot, hogy a matematikai is-
mereteket és képességeket ne az iskolai tananyag behat6 ismerete alapjan
hatarozzuk meg ¢és értékeljiilk, hanem a tdrsadalomban val¢ teljes kora
részvételre valo készség alapjan.

tanulmanyok a kovetkezOképpen fogalmazzak meg a matematikai mi-
veltséget: ,,A matematikai miiveltség az egyén azon képessége, amellyel
azonositja és megérti a matematika szerepét a vilagban, jol megalapozott
dontéseket hoz, és az egyén életsziikségleteinek megfelelden alkalmazza
a matematikat konstruktiv, érdekelt és megfontolt allampolgarként.”
(OECD, 2003, 24. 0.)

Ennek a definicionak egyes elemei tovabbi kifejtésre keriilnek a fent
emlitett dokumentumban, pl. a ,,vilag” fogalma jelenti a természeti, tar-
sadalmi és kulturalis objektumokat, és a fogalom még tovabbi tisztaza-
sara keriil sor Freudenthal munkassagara hivatkozva. A PISA matemati-
alapul. A tanuloknak kiilonb6z6 tartalmi, tudasszint- és kontextusdimen-
zidkhoz tartozé feladatokat kell megoldaniuk. Kovetkezésképpen, a ,,ma-
tematika alkalmazasa és a vele valo foglalkozas” kritérium hangsulyozza
a kiilonbo6zo tartalmi teriileteken, kiilonb6zé kompetenciaszinteken és
kiilonb6z6 0sszefiiggésben alkalmazhatdé matematikai tudas elsajatitasa-
nak fontossagat. A ,,reflektivitas” az egyes teriiletek kozotti tudastransz-
fert eldsegitd tudatos és meta-reprezentaciora épiild folyamatokra utal
(Adey és mtsai, 2007).

A PISA felmérések jelentéségét és annak lehetGségét, hogy az eredmé-
nyek felhaszndlasra keriiljenek a bizonyitékokra alapozott (evidence-
based) oktataspolitikai dontésekben, meggydzéen mutatja szamos ma-
sodelemzés (lasd pl. Baumert és mtsai, 2009).
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Feladatok a matematikai miiveltség mérésére

Ebben a részben a matematikai miiveltség osztalytermi feladatainak al-
kalmazasat és jellemzdit vizsgaljuk. Oktatasi szempontbol azokat a forma-
tiv értékelést megvalosito feladatokat targyaljuk, amelyeknek az a szere-
pe a tanitasi-tanulasi folyamatban, hogy fejlesszék a tanulok matematikai
megértését. A matematikai miiveltség feladataira 6sszpontositunk, abban
az értelemben, ahogyan a matematikai miiveltség meghatarozasa a PISA
felmérésekben adott. A matematikai ismeretek alkalmazassal 0sszefiiggd
céljait illetéen a PISA felmérésekben szerepld kontextus dimenzio értel-
mezhetd gy, mint a matematikai tudas kiilonb6z6 szituacidkban vald
alkalmazasa (lasd OECD, 2006).

A PISA miveltségi megkozelitése (OECD, 1999) elvarja a tanuloktol,
hogy ,,a matematikai modellezés teljes ciklusaban részt vegyenek” (Palm,
2009, 3. o.) olyan feladatok megoldéasaval, amelyek iskolan kiviili prob-
lémahelyzetekkel is foglalkoznak. Bar a PISA matematikai miiveletség
koncepciojat a 15 éves tanulok eredményeinek mérésére fejlesztették ki,
szeretnénk hangsulyozni, hogy a fiatal gyerekek matematikai miiveltsége
is fejleszthetd és mérhetd kiilonbozo kontextusokban, kiilonb6z6 alkal-
mazasi teriileteken.

A tantermi szoveges matematikai feladatok jellemz6i

Ebben a részben elemzésiinket a matematikai tudas alkalmazasa szem-
pontjabol relevans matematikai feladatokra korlatozzuk. Mivel a matema-
tikai tudas alkalmazasa altalaban szoveges kidolgozast igényel (legalabb-
is a probléma felvetésének szakaszaban), elemzésiink kdzéppontjaban a
szoveges feladatok allnak. ,,A szoveges feladatok olyan problémahelyze-
tek szoveges megfogalmazasat jelentik, amelyekben egy vagy tobb kérdés
vetddik fel, és amelyekre a valaszt a matematikai miiveleteknek a prob-
lémafelvetésben szerepld szamszer(i adatokra valo alkalmazasaval lehet
megadni.” (Verschaffel, Greer és De Corte, 2000, ix. 0.)

Az elmult néhany évszazadban a szoveges problémak két, egymassal
kolcsonhatasban 1évo szerepet toltottek be. A matematikai szoveges fel-
adatok mar az 6si folyamvolgyi kultirak megjelenésétol kezdve lehetd-
séget adtak a szamolasi készségek gyakorlasara, egyidejiileg azonban
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eszkozt biztositottak a mindennapi élet bizonyos, az adott torténelmi
helyzetben donté fontossagu problémainak megoldasara. Az 0si egyipto-
mi munkasok munkajadhoz vagy a sikeres velencei kereskeddvé valashoz
sziikséges szamtani ismeretek egyarant magas szintll szamolasi készsé-
geket, valamint a mindennapi €letben felmeriil6 problémak és a matemati-
kai prototipus példak kozotti szoros 0sszefiiggés megteremtésének képes-
ségét kivantak meg (lasd Verschaffel, Greer és De Corte, 2000). A sz0-
veges feladatok e kettds funkcioja maig €l, és a koztiik 1évo titkozes, va-
lamint szoros 0sszekapcsolodas kérdéseket vet fel a szoveges feladatok
hatékony alkalmazasarol tantermi kornyezetben.

Pollak (1969, 393. 0.) az alabbiak szerint indokolta a szoveges felada-
tok fontossagat a matematika alkalmazasanak fejlesztésében: ,,Hogyan
lehet a didkot bevonni a matematika alkalmazasaba? Leginkabb azzal,
hogy az oktatasban szoveges feladatokat hasznalunk™.

A tantermi matematikai szoveges feladatok szoveges, szemantikai és
matematikai jellemz6ik alapjan csoportosithatok €s elemezhetdk. A ta-
nult ember konnyen kiilonbséget tud tenni a kiilonféle szoveges felada-
tok kozott. Ahogy Sdljé (1991b) ramutatott, még a huszadik szézadi ol-
vaso is konnyen felismeri a szoveges feladat matematikai miifajat, és
képes lehet az alabbi, 1478-bol szarmazoé szoveghez hasonlok értelmezé-
sére: ,,Ha 17 ember 9 nap alatt 4 hazat épit fel, akkor 20 ember hany nap
alatt épit fel 5 hazat?”

Amennyiben a feladatmegoldd tudja, hogy egyenes aranyossag all
fenn a dolgoz6 emberek szama ¢és a felépitett hazak szama kozott, ,,ezen
ismeret birtokaban rajohet arra, hogy az a tevékenység, melyre a szoveg
utal — hazak épitése — esetleges, legalabbis nem kdézponti kérdése az ele-
mi szamtani feladatnak™ (Sdljo, 1991b, 262. o.). E feladat tartalma kor-
latozas nélkiil varialhato, és a megoldashoz nem sziikséges semmilyen
hazépitési technologia vagy csapatmunka-modszer ismerete. S6t, kifeje-
zetten hatranyos lenne elkezdeni a feladatban szereplé valtozok realita-
sanak mélyrehatd szemantikai elemzését. ,,A latszolag valos (pszeudo-
realis) szovegkornyezetek ... arra 6sztonzik a tanulokat, hogy az iskolai
matematikat kiilonds és misztikus nyelvezetnek tekintsék™ (Boaler, 1994,
554. 0.). A szoveges feladatok mikrovilaga (a fogalmat Lave-t61 [1992]
kolesonoztiik) ugyanahhoz a szoveges miifajhoz tartozik, mint amit Flau-
bert két évszazaddal ezel6tt kifigurazott, amikor megirta hirhedt levelét
a ,,Hany éves a kapitany?” tipust problémakrol.

72



2. A matematikai miiveltség és a matematikatudas alkalmazadsa

Boaler (1994) feminista szemszdgbdl biralta az Gn. pszeudo-realisz-
tikus matematikai szoveges feladatokat. Bar sok feladat egyforman furcsa
a fiuk és lanyok szdmara, Boaler kutatdsaban a hagyomanyos tanulési
koérnyezetben a lanyok jobban szenvedtek a latszolag valosagos felada-
toktol, mint a fiuk. Tanulmanyaiban komolyan kifogasolja és leleplezi ezt
a hagyomanyos megkdzelitést, amely figyelmen kiviil hagyja a tartalom
szerepét. Az iskolai matematikai szoveges feladatok f6 problémaja, hogy
felfiiggesztik a valosagot, és figyelmen kiviil hagyjak a jozan észt, amikor
atlépnek a szoveges feladatok miifajaba. Boaler (1994) szerint ez a nehéz-
ség lekilizdhetd akkor, ha az oktatasi modszerekben attériink a folyamat ala-
pu tanulési kornyezetre. A folyamat alapu tanulasi kdrnyezet, ahol minden
diak nyitott problémak megoldasan dolgozik, és batoritast kap a matema-
tika tanulmanyozasara és felfedezésére, csokkenti a nemek kozotti kii-
lonbségeket a matematikai teljesitményekben. (lasd még Boaler, 2009).

Az osztalytermi szoveges matematikai feladatoknak lehet egy masik
olyan oldala, amely akadalyozza a tanulok fejlddését. A tortek tanulasa
soran Mack (1990) azt tapasztalta, hogy a feladatok sorrendje nem felel
meg annak, ahogyan a didkok eldtanulméanyai segitenék a tortek megér-
tését. Konkrétan, a 6. osztalyos tanulonak bdséges eldzetes tapasztalata
van a tortekkel kapcsolatban, és gyakran hasznalja a részekre osztast
(vagyis mennyiségek részekre valo felosztasat), ezért viszonylag kony-
nyen megérti az olyan torteket, amikor a szdmlalé nagyobb, mint a neve-
z0. Az ilyen torteket tartalmazo feladatok azonban a tankdnyvek tortek-
kel foglalkozo fejezeteinek a legvégén szerepelnek.

Hasonl6 problémat fedezett fel Lampert (1986) a szorzassal kapcsolat-
ban. Ramutatott, hogy a didkok gondolkodasaban a szorzas bonyolul-
tabb, mint az ismételt 6sszeadas. Ha az oktatds soran az egyén szorzasra
vonatkoz6 mentalis modelljét 6sszeadasi miveletekre korlatozzuk, a ta-
nuld késébb nem lesz képes megérteni a folyamatos mennyiségekkel
végzett szorzast. Lampert és Mack kutatasi eredményei szépen alata-
masztjak a matematikaoktatas legujabb, altalanosabb elveit, mint pl. az
RME matematizalasi koncepcidjat. Ugyanezt tamasztja ala Schoenfeld
(1988) eretnek nézete a jol megtanitott leckék veszélyérdl: a matematika
felépitésében a gondosan végrehajtott 1épések sorrendje azt az iizenetet
kozvetiti a tanuloknak, hogy a (matematikai) pontossag az, ami szamit,
és nem maganak a matematikanak a gyakorlasa. Az utcai gyermekarusok
korében végzett kutatds dokumentalta, hogy a didkok tapasztalatai milyen
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varatlan eredményeket produkalhatnak a szoveges matematikai feladatok
megoldasaban (Carraher, Carraher és Schliemann, 1985; Saxe, 1988).
Bar matematikai szempontbol a nagyobb természetes szdmokat nehezebb
Osszeadni és kivonni, az inflalodo brazil valutaval tapasztalatot szerzett
gyerekek jobbak voltak a valodi arakkal 6sszemérhetd arak Gsszeadasa-
ban, annak ellenére, hogy ezek a szdmok viszonylag nagyobbak voltak.

Az osztalytermi szoveges feladatokat szamos vizsgélatban olyan jel-
lemzdk alapjan kategorizaltak, amelyek egyszerre matematikai és kogni-
tiv természetlick. Ami az additiv strukturakat illeti, az alabbi egyszeri
szoveges feladatokat azonositottak: feladatok 0sszekapcsolasa, dsszeha-
sonlitasa, valtoztatasa és kiegyenlitése (1asd Radatz, 1983; Riley és Greeno,
1998; Jitendra, Griffin, Deatline-Buchman és Sczesniak, 2007; Morales,
Shute és Pellegrino, 1985).

A feladat tartalmatol fiiggetleniil a tanulok torekszenek a szoveges fel-
adatok kategorizalasara és a szoveges feladatok megoldhatdsagaba vetett
meggy0z6désiik altal vezérelve kiilonbo6zé stratégiakat dolgoznak ki a
kiilonb6z6 feladatok megoldasara. A feladatok kategorizalasara iranyulo
tendencia 6nmagaban nem jelent problémat, mivel a felszinesen eltéro-
nek latszo feladatok kozos strukturajanak felismerése fontos jellemzdje
az adott teriileten fennallo valodi szakértelemnek (lasd pl. Sternberg és
Frensch, 1992). Es bar egy feladat megoldasahoz altaldban elegendé a
szamolasi miivelet és az ahhoz a miivelethez illesztendé adatok megtala-
lasa, ez zsakutcaba viheti a tanulok matematikai fejlodését. Verschaffel,
Greer ¢és De Corte (2000) elemzi a szoveges feladatmegoldasnak ezt az
ugynevezett feliiletes sémajat, és Osszehasonlitja a valodi matematikai
modellezési sémaval. A dontd kérdés az, hogy a tanuld a feladat mélyre-
hat6 megértése alapjan létrehoz-e egy megfeleld modellt a szituaciordl,
vagy kihagyja a szituacios modell 1étrehozasanak 1épcsdjét, és kdzvetle-
nill a megfelelének itélt matematikai modellre ugrik — a feladat feliiletes
jellemzo6i alapjan. A szoveges feladatmegoldasokban rejlé zsédkutcakat
Verschaffel, Greer és De Corte (2000) munkaja dokumentalja. Egy ma-
gyarorszagi kutatas tovabbi bizonyitékokkal szolgal a feliiletes szoveges-
feladat-megoldasi stratégiakrol és azok erdsségérdl (Csikos, 2003).

A szoveges feladatok osztalytermi alkalmazésanak egy fontos aspek-
tusa a tanarok meggyd6zodése €s magatartasa a realisztikus szoveges fel-
adatokkal kapcsolatban. ,,Ugy tiinik, hogy a tandrok meggydz3dése sze-
rint a realisztikus Osszefiiggésen alapulé megfontolasokat nem kellene
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0sztondzni, s6t inkabb vissza kellene szoritani az altalanos iskolai mate-
matikaban” (Gravemeijer, 1997, 391. o. — do6lt betli az eredeti szoveg-
ben). Verschaffel, De Corte és Borghart (1997) empirikusan igazoltdk a
tanarjeldltek azon beallitodasat, hogy nem realisztikus valaszokat adnak
egyszerl aritmetikai szoveges feladatokra, valamint hogy hajlamosak
jobb osztalyzatot adni a tanuloknak a szdveges feladatok nem realiszti-
kus interpretalasaért és megoldasaért.

Szocio-matematikai normak, kontextudlis és tartalmi hatdasok

A ,,szocio-matematikai normak” fogalmat Yackel és Cobb (1996) vezet-
ték be. Ezek a normak, amelyek (a tagabb értelemben vett szocialis nor-
makkal ellentétben) a matematika tantervi teriileteire korlatozodnak, az
egyéni és csoportos matematikai tevékenységekbdl (osztalytermi gyakor-
latok) erednek. A matematikai kozosséget képviseld tanitoknak (Yackel
és Cobb masodik osztalyosok korében végezték kisérleteiket) dontd sze-
replik van a matematikai normak kialakitdsaban, azok megtanitasaban és
megtanuldsaban: milyen egy megfeleld matematikai feladat, mi a mate-
matikai feladatra adando helyes valasz, és hogy melyek a magyarazat és
érvelés elfogadhato formai, stb. Ezek a normék osztalyonként valtozhat-
nak, de ,,szocio-matematikai normak az oktatasi hagyomanyoktol fligget-
lentil minden osztalyban kialakulnak” (462. o.).

A szocio-matematikai normak egyik fontos aspektusa, hogy az adott
osztalyban kialakult normak szerint az elfogadhatdo matematikai magya-
razatok matematikai vagy status alaptiak. Sok gyerek hajlamos azt feltéte-
lezni, hogy a valasza helytelen, ha a tanar megkérddjelezi azt. Ez a nor-
ma konnyen merev és hamis meggydzddésekhez vezethet a matematikai
feladatmegoldas és érvelés természetével kapcsolatban. Bar a gyerekek
matematikai meggy6zddéseinek elemzése kiviil esik e fejezet témakdrén,
jorészt ezek a matematikai meggy6zodések magyarazzak a matematikai
tudasuk kiilonb6z6 kontextusokban valo alkalmazasanak nehézségeit (pl.
az utcai, ill. az iskolai matematikaban, lasd Carraher és mtsai, 1985).
Szamos tanulmanyban megjelenik az a szilard meggy6z6dés, hogy egy
matematikafeladatnak mindig (csak) egy helyes megoldasa van, és (csak)
egy helyes ut vezet el a megoldashoz (lasd pl. Reusser és Stebler, 1997,
Verschaffel, Greer és De Corte, 2000; Wyndhamn és Sdljo, 1997).
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A szocio-matematikai normak kialakulasa €s specialisan a valésagnak
a szoveges feladatmegoldasban jatszott szerepe jobban megértheto a szo-
ciologia €s a nyelvészet targykorébe tartozd néhany elmélet fényében.
Cooper (1994) sikeresen hasznalta fel Bernstein iskolai tudaskodjait ah-
hoz, hogy megkiilonboztesse a jozan észen alapul6 tudast az iskolai tudas-
tél (mas néven a mindennapi tudast az ezoterikus tudastol). Bernstein
érvelése szerint a gyerekeket mar iskolai palyafutasuk nagyon korai sza-
kaszaban elbatortalanitjak attol, hogy a jozan ész adta tudasukat dssze-
kapcsoljak az iskolai tudassal. Még ma is talalkozhatunk azzal, hogy az
iskolai siker bizonyos mértékig attol fligg, hogy a tanulé6 mennyire haj-
lando kizarni a jozan észen alapul6 tudasat mint informacioforrast a ma-
tematikai feladat megoldasakor. Cooper és Dunne (1998) felhasznaltak
Bernstein és Bourdieu meglatasait is az iskolai (és matematikai) teljesit-
ményben lehetséges tarsadalmi osztalykiilonbségekrdl. Ezek a kiilonbsé-
gek az iskolai szitudciokban megkovetelt kulturalis eréforrasokhoz valo
hozzaférés viszonylagos hidnyanak tulajdonithatok. A Bourdieu éltal be-
vezetett hatékony fogalom, a ,,gyakorlati érzék” (feel for the game) fel-
hasznalhato tarsadalmi osztalykiilonbségek magyarazatara néhany stan-
dardizalt matematikai tételnél. Az egyik meglepd példa az Un. ,,tenisz”-
feladat (2.2. abra).

David és Gita csoportja vegyesparos teniszversenyt rendez. Egy fidt
egy lannyal kell pdrositani. Az egyik tdskaba beteszik a hdrom fitne-
vet, a masikba a harom ldnynevet.

Add meg a fidk és lanyok pérositisdanak osszes lehetséges valtozatat!
frd le a parok neveit. Fgy part elére megadunk.
Rob és Katy

2.2. abra. A ,,tenisz"-feladat (Cooper és Dunne, 1998, 132. 0.)
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A tanulok teljesitményének részletes elemzése és az interjudtiratok
megmutatjak, hogy a ,,gyakorlati érzék” jelenség hogyan magyarazza a
tarsadalmi osztalykiilonbségeket. Az ezoterikus matematikai érvelésnél
vilagos, hogy a gyerekek neve €s nemzetisége nem relevans adat a fel-
adat szempontjabol. Ezek a gyerekek azonban harom ,,realisztikus” part
alkottak abban az értelemben, hogy a harom par kiilénb6z6 volt; mind-
egyik nevet csak egyszer hasznaltak. Cooper és Dunne szerint az ilyen
tipust feladat felveti az egyenldség problémajat, vagyis az oktatasban az
egyenld lehetdségek kérdését. Szintén Boaler (2009) elemezte és kriti-
z4lta azt, hogy a matematikai szoveges feladatok altalanossagban hogyan
okoznak egyenlétlenségeket (nem, tdrsadalmi osztaly stb. szempontjabol).

Mas empirikus eredmények ramutatnak, hogy 3. osztalyban a torténe-
tet elbeszél6 szoveges feladatok (vagyis ahol a szamok és viszonyaik egy
elbesz¢ld torténetbe vannak beagyazva) kihivast jelentenek a tanulok
szadmara (Jitendra, Griffin, Deatline-Buchman és Sczesniak, 2007). Mind-
azonaltal 3. osztalyban a szovegesfeladat-megoldas jol jellemzi az alta-
lanos matematikai jartassagot (Jitendra, Sczesniak és Deatline-Buchman,
2005).

A kultiuranak a matematikai teljesitményben jatszott szerepe a nyelvi
kompetenciat is magaba foglalja. A szoveges matematikai feladatok meg-
értéséhez az egyénnek képesnek kell lennie szemantikailag elemezni a
feladat nyelvi elemeit, valamint megnevezni a fontos és felesleges része-
ket. Elbers és de Haan (2005) multikulturalis osztalyokat tanulmanyo-
zott, hiszen ezekben kiilonosen fontosak a szoveges matematikafeladatok
nyelvi elemei. Azt talaltak, hogy a szovegértés nyelvi problémainak meg-
oldasdhoz nem elegendd a sz6 kdznapi jelentésére valo utalas, a beszélge-
tések (és a tanulok segitségkérd magatartasa) inkabb a fogalmak specia-
lis, matematikai kontextusu jelentésére iranyultak. A szoveges feladatok
mifajanak és kontextusanak megértése elsébbséget élvez a szovegek
tisztan szemantikai megértésével szemben, ezt Morales, Shute és Pelle-
grino (1985) is alatamasztottak, akiknek vizsgalata szerint nem bizonyit-
hat6 a nyelvi hatds sem a megoldas pontossagara, sem a szoveges mate-
matikafeladatok kategorizalasara — kutatasukban mexikédi-amerikaiak
szerepeltek. Mindazonaltal jol dokumentélt adatok bizonyitjak, hogy
a szoveges feladat nyelvi jellemz6i bizonyos mértékig befolyasoljak a
megoldasi folyamatot (pl. az ‘ezekbdl’ fogalom befolyasolhatja a megfe-
lelé mentalis reprezentaci6 kialakulasat, 1asd Kintsch, 1985).
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Két hatékony stratégia 1étezik a tanulok mentalis reprezentacioja és az
elérendd tanulasi célok 0sszekapcsoldsdnak eldsegitésére: a szoveges
feladat atfogalmazasa, ill. személyre szabasa. Davis-Dorsey, Ross és
Morrison (1991) vizsgalata feltarta, hogy az 5. osztalyos tanulok tobbet
profitaltak a feladat személyre szabasabdl (vagyis a tanulora vonatkozo
személyes informaciok beépitésébdl), mig a masodik osztalyosok szama-
ra hasznos volt mind a személyre szabas, mind a tartalom atfogalmazasa
(vagyis a szoveg explicitebbé tétele, ami segitette a tartalom matematikai
fogalmakra valo leforditasat). Ebben a kisérletben a matematikailag azo-
nosnak tekinthetd szoveges feladatok szoveges ¢és tartalmi jellemzoik
tekintetében voltak eltérdek.

A tantermi kornyezet javitasdnak egy masik — még radikalisabb —
modja a reciprok tanitasi technika alkalmazéasa a matematikaban. Mag-
dalene Lampert (1990) az olvasastanitasbol vette at a reciprok tanitasnak
nevezett modszert (lasd még van Garderen, 2004). E modszer [ényege,
hogy az osztalyteremben szdndékosan felcserélik a tanari és tanuloi sze-
repeket és feladatokat. Megjegyzi, hogy ez a valtoztatas egyuttal megki-
véanja a matematikadrakat meghataroz6 feladatok megvaltoztatasat is.
A matematikai tudas alkalmazésa kiilonféle kontextusainak meghataro-
zéasaban Light és Butterworth (1992) munkait kovetjik, akik viszonylag
tag megfogalmazassal éltek; egy feladat kontextusa a feladathoz kapcso-
16d6 informaécid kiilonbozo rétegeibdl tevodik dssze: fizikai, szocialis és
kulturalis jellemzokbol. Az azonos matematikai struktiraval és azonos
tartalommal bir6 matematikai feladatok a kontextus valtozasatol fiiggéen
kiilonb6z6 mddon oldhatok meg. Ahogy azonban Verschaffel, Greer és
De Corte (2000) ravilagit, a kontextus megvaltoztatasa a szoveges fel-
adatok egy specialis osztalya esetében csupan kismértékii valtozast ered-
ményezhet a tanulok teljesitményében. Ezek a kontextus-valtozasok fi-
gyelmeztetd lizenetekben jelentek meg a papir-ceruza teszteknél, vagy a
feladatokat rejtvény jellegli feladatokat tartalmazo tesztekbe épitették be.
Ezek az apré valtoztatasok azt sugalljak, hogy a papir-ceruzas modszer-
nél maradashoz képest radikalisabb valtoztatasoknak nagyobb hatasa
lehet a tanulok megoldasi mintaira.
vessziik kiindulépontnak. Tovabba felhaszndlhatd Kintsch és Greeno
(1985) alapjan a ‘ténévi fogalom’ (noun term) kifejezés is. A matemati-
kai oktatasi kozosségben van egy széles korben elfogadott (vagy leg-
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alabbis hasznalt) feltevés: a szoveges feladatoknak be kell toltenilik azt
a szerepet, hogy a szamtani készségek gyakorlasanak terepévé valjanak.
E hagyomanynak megfelelden a feladat tartalmanak modositasa nem fel-
tétlentl befolyasolja a tanul6 teljesitményét; sot a tanuloktol elvart, hogy
transzfer képességekre tegyenek szert, amelyekkel egyforman jol meg
tudjak oldani a matematika feladatokat, fiiggetleniil a feladat aktualis
tartalmi elemeit6l. Nem szamithat az, hogy egy feladat fonévi fogalma a
futball, vagy a divat mikrovildgabol szarmazik, vagy hogy né¢hany felii-
letes valtoztatast hajtunk végre a megadott feltételek és/vagy a kérdés
megfogalmazasaban, illetve felvetésében.

A matematikai miiveltséget mér6 feladatok
egy lehetséges nevezéktana

Ebben a részben javaslatot tesziink a matematikai feladatok kategoriza-
lasara. Szamos aspektus van, amely kiindulopontja lehet a kiilonbdzo
kategorizalasoknak. A nemzetk6zi rendszerszintii felmérésekben (lasd pl.
OECD, 1999) 4ltalaban van egy tobbdimenzids modell, amelyben a fel-
adatokat matematikai tartalmuk, az elvart gondolkodasi folyamat és
a feladat formatuma alapjan osztalyozzak. A PISA vizsgalatokban
(lasd OECD, 2003) a feladatok kontextusa uj dimenzioként jelent meg.
A kontextusdimenzi6 és e skalanak a négy értéke az oktataspolitika azon
szandékanak kifejezéseként értendd, amely nagy figyelmet akar szentelni
a matematika alkalmazasi oldalanak, és a matematikai miiveltség értéke-
1ésében tartalmi teriiletek széles korét akarja lefedni.

Ha két vagy harom dimenziot (pl. matematikai tartalom, kontextus és
kompetencia klaszter a 2003-as PISA felmérésben) és ezeknek a konkrét
értékeit akarjuk felhasznalni, modellként egy téglalapot vagy téglatestet
hasznalhatunk, amelyekben cellak reprezentaljak a kiilonbozo feladat-
tipusokat. A kovetkezokben bemutatjuk a matematikai tudas ‘alkalmaza-
si” dimenzidjanak altalunk javasolt kategoriarendszerét. Ennek a katego-
rizalasnak az elézményei részben a PISA tanulmany kontextualis dimen-
zidjaban talalhatok, de féként az RME mozgalom horizontalis
matematizalasi elgondolasaira épiil.
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Kihivasok és nehézségek az alkalmazasi feladatok
kategoriarendszerének kialakitasaban

E kategorizalas logikaja és alapja 0sszhangban van Eriksonnak (2008) az
aritmetikai gondolkodas fejlédési szakaszairol vallott elképzelésével. A kii-
16nb6z0 fejlodési szakaszokhoz megfeleld viselkedési mintak és mentalis
struktarak tarsithatok. A mentalis struktarak lehetséges hierarchiajabol
kiindulva ezek parosithatok a megfelel6 értékelési kontextusokban meg-
figyelhetd viselkedési mintakkal. Ebben az értelemben a kiilonb6zo vi-
selkedési mintat igényld, egyértelmiien a kiilonb6zo feladatkategdriak-
hoz tartoz6 feladatok lehetéve teszik a tesztmegolddk megfelelé mentalis
struktirajanak a feltarasat. A matematikatudas alkalmazasi dimenzidjaval
kapcsolatban azonban problémak meriilnek fel a mentalis folyamatok és
a megfigyelhetd viselkedés Osszeillesztésekor. Az egyik ékes példat Cooper
(1994) szolgaltatta. Az Un. ,, lift "-feladat (2.3. dbra) gyakran idézett példa
annak illusztralasara, hogy egy nyitott kérdés kiilonbozo lehetséges meg-
oldasai hogyan elemezhetdk attol fiiggden, hogy a feladatot realisztikus
vagy rutin feladatként értelmezziik.

Egy irodaépiilet liftjében ez a felirat olvashato:

Ez a lift max.
14 embert szallithat

A reggeli csucsforgalomban 269 ember akar felmenni a lifitel.
Hanyszor kell a liftnek felmennie?

2.3. abra. A, lift”-feladat

Cooper (1994) elemzése vilagosan mutatja, hogy az elvart helyes va-
lasz (azaz 269:14, folfelé kerekitve a legkozelebbi egész szamhoz) nagyon
eltérd értelmezési €s megoldasi stratégiak eredményeként johet 1étre. Az
egyik lehetséges értelmezés, hogy a feladat egy valds problémat jelent,
amit meg kell oldani, de figyelembe véve a feladatmegoldasi koriilménye-
ket a tanulok nem hozhatnak létre uj valtozokat és nem kérddjelezhetik
meg a feladatban implicite benne foglalt alapelveket. A masik lehetséges
értelmezés, hogy a feladat egy rutin iskolai matematikaproblémat fogal-
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maz meg, de van benne egy csapda. Ebben az esetben a tanuldé nem oszt-
hatja el a 269-t 14-gyel, mert csapdaba esik. Azonban, ahogy Cooper is
sugallja, az elsd fajta megoldas tobb olyan feltételezést kivan, ami szinte
soha nem igaz, példaul, hogy a lift mindig teljesen tele van, kivéve az
utolso6 alkalmat. Aki azonban feltételezi, hogy a 14 személy szallitasara
alkalmas lift atlagosan 10 embert szallit, rossz valaszt fog adni, hacsak
rd nem jon arra, hogy a feladatban nem lehet 0 valtozokat létrehozni,
hanem fel kell ismerni a szandékot, és azokat a szabalyokat alkalmazni,
amelyeket az ilyen feladatok megkivannak.

A szakirodalom tartalmaz néhany ajanlast a realisztikus (és nem rea-
lisztikus) szoveges matematikafeladatok osztalyozasara. Az egyik rele-
vans szempont, hogy a feladat osztalyozasanak van-e mentalis reprezen-
tacios és oktatasi fokusza, ill. hogy van-e rendszerszintl értékelési célja.
Az els6 szempont a Galbraith- és Stillman- (2001) féle taxonémia jellem-
z0je. Verschaffel (2006) szerint ez az osztalyozas a tanuld gondolkodasi
folyamatara dsszpontosit, amelynek fel kell tarnia a szdveges feladat és
a valos vilag kozotti kapcsolatot. Ebben a rendszertanban négyféle szo-
vegesfeladat-kategoria l1étezik:

(1) értelmetlen feladatok, amelyekben stlyosan megsértik a redlis kor-

latokat;

(2) kontextusbol kiemelt feladatok, ahol a kontextus nem jatszik valo-
di szerepet a megoldasban, és amelyek lecsupaszithatok a tisztan
matematika kérdésfeltevésére;

(3) standard alkalmazasi feladatok, ahol a sziikséges matematika kon-
textusba van agyazva, és a szituacié valosagos, de ahol az eljaras
is (még) meglehetdsen standard;

(4) valodi modellezési feladatok, ahol a probléma megfogalmazasaban
a matematika mint olyan nem jelenik meg, ¢s ahol a probléma
matematikai fogalmakkal valo lehatarolasat és megfogalmazasat
(legalabb részben) a modellezOnek kell elvégeznie.

Ez a taxondmia a tanulok gondolkodasi (és modellezési) folyamataira
Osszpontosit, vagyis arra, hogyan teremtenek kapcsolatot mentalis repre-
zentaciojuk és a valodi vilag targyai kozott.

Egy masik kategorizalds, amely ugyancsak a fejezet tovabbi részében
ismertetett kategoridk fontos eléfutaranak tekinthetd, Palm (2008, 2009)
nevéhez flizédik. Palm a szoveges feladatoknak azokra a jellemzdire
Osszpontosit, amelyek az iskolan kiviili szituaciokat fejezik ki. Megkisér-
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li leirni, hogy milyen jellemzdkkel kell rendelkeznie az in. autentikus
feladatnak. A f6 gondolat a ‘szimulacios’ elemekre val6 hivatkozas, va-
gyis a szoveges feladatok €s az iskolan kiviili, valosagos helyzetek ko-
z06tti parhuzam mindsége: atfogo jelleg, hliség és reprezentativitas. Ezek
a fogalmak Fitzpatrick és Morrison (1971) irasabol szarmaznak, akiknek
munkdja rendszerszintli értékelési célbol késziilt.

Palmnak az autentikus feladatok kategorizalasara vonatkozoé megko-
zelitését a finn és svéd nemzeti értékelési feladatok elemzése is alata-
masztotta. Bar ezek a feladatok felsé kozépiskolas diakok szamara ké-
sziiltek, bizonyos tanulsagok levonhatok az alsébb osztalyok szamara is.
Kimutattak, hogy a nemzeti értékelésben szerepld szoveges feladatok
50%-aban olyan esemény szerepelt, amely eléfordulhat iskolan kiviili
Osszefiliggésben, és olyan kérdést tartalmazott, amely az adott esetben
‘realisan’ feltehetd. Ez a két kiils6 feladatjellemz6 hatarozottan arra utal,
hogy a szoveges feladat autentikus megalkotasara tett kisérletiink és az
autentikussag — ahogy mas taxonomidk is megfogalmazzak — a diakok
val6s matematikai modellezési folyamataihoz kapcsolodik.

A szdveges feladatok taxonomidjanak felallitasara tett kisérletiink az
alkalmazott matematikai ismeretek szempontjabol sziikségképpen figye-
lembe veszi egyrészt a szoveges feladatok jellemzdit, masrészt a mentalis
folyamatok jellemzdéit, amelyek a szovegesfeladat-megoldasi folyama-
tokban felszinre keriilnek. Négy feladatkategoériara tesziink javaslatot oly
modon, hogy egyiitt egy 2+2-es rendszert formalnak. Két olyan szdveges-
feladat-kategoria van, amelyeknél nincs sziikség a feladatszituaciok valo-
di matematikai modellezésére, és van két kategoria (realisztikus és auten-
tikus), amelyek a valédi matematikai modellezésre utalnak. Galbraith és
Stillman (2001) megallapitasaival 6sszhangban a valodi modellezési fel-
adatok olyan problémak, amelyekben legalabb egy komplex modellezési
1épés talalhato, ezért a feladatmegoldd nem tudja kozvetleniil megfogal-
mazni, megérteni, matematikailag reprezentalni, megoldani, interpretalni
és megvalaszolni a problémat ugyanolyan modon, ahogy azt egy prototi-
pus vagy pszeudo-realisztikus feladat esetén tenné.
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Tisztan matematikai szimboélumokat tartalmazo,
,szoveg nélkiili feladatok”

Berends és van Lieshout (2009) szdveges feladatokkal kapcsolatos taxo-
nomiajaban, amely nevezéktanban donté szempont, hogy a feladatok
esszencialis, ill. irreveldns részként tartalmaznak-e rajzokat, szerepel a
»csupasz feladat” (bare task) kifejezés. Abban a nevezéktanban ez a raj-
zok szerepeltetésének hianyat jelentette. Jelen esetben ,,szoveg nélkiili
feladatnak™ nevezziik a tisztan matematikai szimbolumokat tartalmazo
feladatokat, amelyekben legfoljebb egy formalis utasitas szerepel arra
vonatkozdan, hogy mit kell csindlni, vagy hogyan kell a feladatot meg-
oldani (pl., ,,10 + 26 = ?”). Ez a kategoria elegendo ¢s sziikséges kiindu-
lopont annak meghatarozasahoz, hogy mely feladatok azok, amelyeknek
kevés koziik van a matematika alkalmazasahoz. A tisztdn matematikai
szimbolumokat tartalmazo feladatok — vagy az ,,oldd meg az egyenletet”
tipusu utasitasok — altalaban nem kapcsolddnak a tanulok alkalmazott
problémamegoldasahoz, illetve a matematikai modellezéshez. Vegyiik
azonban figyelembe, hogy még a szoveg nélkiili feladatok is megfeleld
eszk6zok a matematikai modellezés fejlesztésére, amikor a feladatmeg-
oldas forditott modjat alkalmazzuk, vagyis amikor a tanulonak megtanit-
jak, hogyan fogalmazza meg a szoveges feladatot a tisztan szimbolumok-
kal megadott matematikai strukturabol.

Az ilyen tipust feladatok altalaban részei a mindennapi osztalytermi
gyakorlatnak, és a feladatok megoldasanak képessége is részét képezi a
tantervi céloknak. E szdveg nélkiili feladatok és a masik harom kategoria
feladatai kozotti lehetséges éles disztinkcid felfedezhet6 a tortek megér-
tésében és megtanuldsaban (Mack, 1990).

Nem akarjuk azt a benyomast kelteni, hogy a szoveg nélkiili feladatok
onmagukban konnyebbek, mint a kontextusba agyazott feladatok. Eppen
ellenkezdleg, bizonyos esetekben a gyerekek jobban teljesitenek a szo-
veges feladatok, mint a matematikailag izomorf, csupasz feladatok ese-
tében. Ezt tobb szerz6é is hangstlyozta és dokumentalta (Carpenter,
Moser, és Bebout, 1988; De Corte és Verschaffel, 1981).
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Prototipus és pszeudo-realisztikus szoveges feladatok

Ahogy a korabbi részben mar targyaltuk, az osztalytermi oktatas gyakran
hasznalja, ill. timaszkodik az Un. prototipus példakra. Ezek a feladatok
csontvazra hiuzott szoveges feladatok, amelyek egy matematikai miivelet,
vagy mas matematizalasi folyamat reprezentansainak tekinthetdk. A pro-
totipus példakat Magyarorszagon sokszor nevezik ,,z6ld kalyha” felada-
toknak vagy tanpéldaknak, ahonnan kiindulva analogidk hozhatok létre
¢és fedezhetdk fel. A prototipus példakat matematikai szoveges feladat-
ként hatarozzuk meg, amelyek feladata egy adott matematikai mivelet
(példaul szorzas), illetve egy matematikai képlet vagy megoldasi séma
(pl. a ,,harmas szabaly”) felismerésének és hasznalatanak megtanitasa.
Ezeknél a feladatoknal nagyon gondosan valasztjak meg és allitjak dssze
a tartalmat annak ismerds €s prototipusos jellege miatt, de ennek a tarta-
lomnak a realisztikussag szempontbol nincs kiilonleges jelentdsége vagy
szerepe.

Természetesen a prototipus példakbol vald tanulds hatékony eszkoz
lehet a tanulok matematikai képességeinek fejlesztésében, de fennall a
potencialis veszélye az un. raciondlis hibak elkovetésének (Ben-Zeev,
1995) akkor, ha a tanuldk a prototipusnak megfelelé mély strukturak és
megoldasi folyamatok atvitele helyett a feliiletes hasonlosagokra tamasz-
kodnak. (Példaul a gyenge tanuldk a szoveges feladatokat inkabb tartal-
muk és kontextusbeli jellemz6ik alapjan kategorizaljak, pl. “életkori kii-
lonbség feladatok’, ‘zaszloszinezési feladatok’ stb., annak ellenére, hogy
matematikai szempontbol nincs k6zos jellemzojiik.)

Sok szoveges feladat megértése és megoldasa fligg a ,,prototipusossag
hallgatolagosan elfogadott értelmezési szabalyaitol és a sokféle hipoté-
zistol” (Greer, 1997, 297. 0.) Hong (1995) szerint a jo feladatmegoldo
képességli 6. osztalyos tanulok mar a feladatmegoldas korai szakaszaban,
vagyis mar a feladat els6 olvasasakor képesek kategorizalni a széveges
feladatokat. Jonassen (2003) széles korti attekintést nytjtott a szoveges
feladatok tanulok altali kategorizalasanak, (félre)kategorizalasanak szak-
irodalmarol. Ezen tanulmanyok 1ényege, ahogyan az feltételezhetd volt,
hogy a sikeres feladatmegolddk a szoveges feladatokat (matematikai)
strukturalis jellemzdik alapjan, mig a gyengén teljesitok inkabb a felszi-
nes (ill. szituacios) jellemzok alapjan kategorizaljak (lasd Jonassen,
2003; Verschaffel, De Corte és Lasure, 1994). Nem els6sorban a feladat
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tartalma az, ami az ilyen feliiletes stratégiakat kivaltja, hanem inkabb
a tanartol (és az iskolarendszer egyéb szerepl6itdl) kapott visszajelzések a
stratégiak alkalmazdsanak kielégitd voltarol. Sok tanar négy, illetve 6t
1épésbal allo feladatmegoldo stratégiat tanit, amelyekkel sikeresen meg-
oldhatok a szoveges feladatok (pl. a megfeleld adatok O0sszegyljtése,
a sziikséges miiveletek megnevezése, a miivelet végrehajtasa, a megoldas
hangsulyozasa). Az ilyen stratégiak tanitasa csak akkor iidvozlendd, ha e
stratégidk értelmessége, valamint rugalmassaga (illetve adaptivitasa)
fenntarthato.

Realisztikus szoveges feladatok

A tanulok realisztikus szovegesfeladat-megoldasat a korabbi hagyoma-
nyos modokhoz képest rugalmasabban ¢és dinamikusabban kell értékelni
(Streefland és van den Heuvel-Panhuizen, 1999).

A ,realisztikus” fogalmat a holland RME definicidja szerint hasznal-
juk. Egy realisztikus feladat esetében a tanuloktdl elvarjak (és sok eset-
ben megkdvetelik), hogy mentalis reprezentacidikat és modelljeiket
a feladat megértésére ¢s megoldasara hasznaljak. Felhivjuk a figyelmet,
hogy a realisztikus fogalom a mentalis képekre vonatkozik, amelyek
valdsa és hasznalata azonban nem sziikségképpen jelenti azt, hogy a fel-
adat realisztikus. Cobb (1995) értelmezése szerint két kétszamjegyli szam
Osszeadasahoz a tanuldonak nem kell szituacids képeket mozgositania,
noha bizonyara hasznal képeket az 6sszeadasi folyamatban. A realiszti-
kus és pszeudo-realisztikus szoveges feladatok megkiilonboztetésében
a szituaciospecifikus képek fogalma lehet a segitségiinkre.

Hogyan kiilonboztesslik meg a realisztikus szoveges feladatokat a pro-
totipusos, illetve a pszeudo-realisztikus feladatoktol? Egyetértiink Hiebert
és mtsai (1996) megallapitasaval, hogy dnmagéaban egyetlen feladat sem
lehet rutin jellegli vagy problematikus. Egy feladat annyira valik problema-
tikussa, amilyen mértékben és eszkozokkel problematikusként kezeljiik.
Ugyanigy, egy szoveges feladat annyiban valik realisztikussa, amennyi-
ben képessé teszi a tanuldkat a valodi vilagban szerzett tapasztalataikon
alapuld mentalis képeiknek az alkalmazasara. Inoue (2008) azt ajanlja,
hogy segitsiik a tanuldkat, hogy problémamegoldasban képesek legyenek
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helyesen felhasznalni mindennapi tapasztalataikat. Ez megtehetd gy,
hogy kevesebb szdveges korlatot épitiink be, hogy a tanuldnak gazda-
gabb lehetdséget biztositsunk a feladat képzeletbeli felépitésére. Ez 6ssz-
hangban van Reusser (1988) megfigyelésével, aki a kiilonb6z6 szoveges
¢és kontextualis megfogalmazasokat tilsagosan segitonek talalta a prob-
lémamegoldasi folyamatra valo felkésziilésben. Példaul, a tanulok tul
sokszor hiszik azt, hogy a helyes uton jarnak, ha a megoldasi folyamat
siman megtorténik (pl. az osztds maradék nélkil elvégezhetd).

A realisztikus szoveges feladatok altalaban relative hosszabb szovegii-
ek, mint a prototipus vagy pszeudo-realisztikus feladatok. Ezt Larsen és
Zandieh (2008) is igazolta algebrai feladatok esetében, ahol sziikséges-
nek talaltdk a szituacié szoveges magyarazatat — amikor a tétel egy rea-
lisztikus kontextusba van helyezve. Azonban a feladat szovegének hosz-
sza dnmagaban nem Kritérium.

Egy szoveges feladat realisztikussaganak altalanos kritériuma az alabbi
kritériumokat tartalmazza: a feladat egy adott korcsoportban, a tanulok
si elemeket tartalmazd mentalis folyamatokat igényel, amelyek tallépnek
a kordbban megtanitott és jol elsajatitott miiveletek, megoldasi sémak és
modszerek puszta alkalmazasan. A realisztikus szoveges feladatok lehe-
tévé teszik, hogy a feladatszituaciora kiilonb6zé mentalis modelleket
épitsenek fel. Ezek a modellek a mentalis szamsoroktol a négyzet vazla-
tos felrajzolasaig terjedhetnek.

[usztraljuk ennek a kritériumnak a mikodését egy Gravemeijer
(1997) altal 6sszeallitott feladattal:

Marco megkeri édesanyjat, hogy baratja, Pim maradhasson vacsora-

ra. A mama beleegyezik, de ez azt jelenti, hogy egy sajtburgerrel keve-

sebb van. Ot sajtburger van, de Pimmel egyiitt most mar hatan vannak.

Hogyan osztanal el ot sajtburgert hat ember kozott?

Gravemeijer megjegyzi, hogy a hétkoznapi életben ennek a helyzetnek
tobb praktikus megoldasa lehet: példaul Marco megosztja sajtburgerét a
baratjaval, a papa és a mama osztozik egy sajtburgeren, vagy valaki el-
megy venni még egy sajtburgert. Természetesen a matematikadran, ahol
az elmult évtizedekben sziiletett valamennyi elmélet alkalmazasi terepre
talal (a bourdieu-i ,,gyakorlati érzék”, szocio-matematikai normak, mate-
matikai meggy6zOodések, a bernsteini oktatasi kodok), aligha javasolna
barki a fenti harom, renegat megoldast, kivéve azokat, akik nem érzik
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magukat eléggé kompetensnek az osztas jellegii feladatokban. Feltételez-
hetjiik, hogy tobb elsé és masodik osztalyos gyerek fog renegat, kontex-
tudlis valaszt adni, mint az idésebbek. Felsdbb szinten remélhetdleg a 7.
¢és 8. osztalyos tanulok tobbsége képes elosztani az 5-6t 6-tal a fenti fel-
adatban, anélkiil, hogy szituaciotol fiiggd képzeteket kellene mozgodsita-
niuk. Ezért ez a ,,sajtburger-feladat” realisztikus feladat lehet a 3-6. oszta-
lyosok szamara, elvarva toliik, hogy aktivizaljak a helyzettel kapcsolatos
képzeletiiket, és megtalaljak a megoldas megfeleld matematikai modell-
jét. Az id6sebb gyerekeknél a feladat prototipusos szdveges feladatnak
tinhet, mivel 6k képesek az 5-6t elosztani 6-tal, fiiggetleniil attél, hogy
a problémafelvetésben milyen konkrét targyak szerepelnek.

Az irodalomban hasznos gondolatokat taldlunk arra vonatkozolag,
hogy egy szoveges feladat hogyan valhat realisztikussa. Boaler (1994)
szerint a tanulok sokszor nem latjak az 0sszefiiggést a kiilonb6zo6 kontex-
tusokban bemutatott matematikai szituaciok kozott, és ennek az oka a ma-
tematikaoran hasznalt (pszeudo-realisztikus) kontextus. Javasolja a szdve-
ges feladatok gondos megvalasztasat és megfogalmazasat, hogy a tantermi
tudas transzferalhat6 legyen a mindennapi életre. A valds életbdl vett hely-
zeteknek a szoveges problémakba vald puszta atmasolasa nem elfogad-
hat6. Az alabbi példa segitséget nyujthat annak tisztazasara, hogy milyen
lehet az a szoveges feladat, amely megkonnyiti a tanulok szamara a min-
dennapi ¢letben szerzett tapasztalataikbol nyert ismeretek atvitelét.

De Lange (1993, 151. o.) egy lllinois allambeli tesztbdl idézett egy
példat:

Kathy 40 c'-ért vasarolt gesztenyét. June 8 uncia® gesztenyét vett. Me-

lyik lany vett tobb gesztenyét?

a) June

b) Mindketten egyforma mennyiséget vettek

¢) Kathy kétszer annyit vett

d) Kathy egy unciaval tébbet vett

e) Nem lehet megmondani

De Lange szerint ez egy csodalatra mélté kezdeményezés, mivel a
probléma megoldasahoz a tanulonak egy megfelelé mentalis szituacios
modellt kell készitenie, mig az olyan altalanos stratégidk alkalmazésara
irdnyuld minden kisérlet, mint az ,,adatkeresés, a megfelelé miivelet ki-

1 ¢ =cent, azaz 40 cent = 0.4 USD.
2 8 uncia az fél font, vagyis kb. 22,7 dkg
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valasztasa, szamitas elvégzése” kudarcra van itélve. Ebben az esetben az
elvart helyes valasz az, hogy ,,nem lehet megmondani”, hiszen a szam-
szerll adatokbol nem kovetkezik kdzvetlen szdmszerti valasz. De Lange
azonban a feladat tovabbfejlesztését ajanlja oly modon, hogy akar min-
den opcid igaz lehessen, és a tanulonak kelljen meghataroznia a feladat
azon feltételeit, amelyek esetén az opcidk valdban igazak. Mindezekbdl
az is kovetkezik, hogy a feladat formatumanak megvaltoztatasa is rea-
lisztikussa tudja tenni a feladatkitiizést: sokszor a feladat nyitottsaga tesz
egy szoveges feladatot realisztikussa.

Treffers (1993) példaként ujsagbdl vett szemelvényeken mutatta be,
hogy a gyerekek hogyan probaljak elfogulatlanul megoldani a szoveges
matematikafeladatokat. Negyedik osztalyos gyerekek kaptak meg azt a
szoveget, hogy ,,atlagosan heti 220 6rat dolgozom”, a kérdés az volt,
hogy lehetséges-e heti 220 6rat dolgozni. A gyerekek nem matematizaltak
rogton a problémat, és kiilonbozo tipust valaszokat adtak. A realisztikus
matematikafeladatok egyik fontos jellemzdje, hogy nyitott kérdésfelte-
véssel 0sztonzi a sokféleséget.

A korabbi eléfeltevésekkel ellentétben, /noue (2008) arra figyelmeztet,
hogy az ismerds, baratsagos problémahelyzetek alkalmazasabol csak
korlatozottan szarmaznak elényok. Tovabba a feladatkontextus ismerds
volta dsszefliggésben van a matematikai tartalommal és a gondolkodasi
folyamat elvart szintjével (Sdenz, 2009). Nyilt végli kérdések példaul
gyakrabban kapcsolédnak a magasabb szinti gondolkodasi képességek-
hez. Igy a matematikai értékelési keretek harom dimenziéja (diszciplina-
ris tartalom, alkalmazott matematikatudas, matematikai gondolkodasi
képességek) szorosan 6sszekapcesolodnak, lehetdveé téve, hogy az alkal-
mazasi dimenzidt relative kiilonallo, de mas értékelési dimenziok kate-
goriaiba beagyazott értékelési dimenzidként kezeljiik.

Autentikus széveges feladatok

A szoveges feladatok negyedik tipusat autentikus feladatoknak nevezziik.
Bar vilagosan kell latnunk, hogy a realisztikus és autentikus fogalmak na-
gyon kozel allnak egymashoz, a realisztikus szoveges feladatok egy adott
részhalmazanak jellemzésére indokoltnak tiinik az ,,autentikus” jelzé
hasznalata. A szoveges matematikai feladatokkal foglalkozo6 szakiroda-
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lom kiilonb6z6 6sszefiiggésekben hasznalja az ‘autentikus’ kifejezést.
kifejezi az iskolai feladatok és a mindennapi életbdl vett helyzetek ko-
z6tti kapcsolatot. Ha ,,egy iskolai feladat ... jol mintazza a valds életet”
(Palm, 2008, 40. o0.), azt a feladatot autentikusnak nevezhetjiik. Kra-
marski, Mevarech és Arami (2002) ugyanakkor a feladatmegoldas szem-
sz0gébél kozelitették az autentikussag problémajat. Ok azt a matemati-
kafeladatot nevezik autentikusnak, amelynek a megoldasi modja elére
nem ismert, vagy nincsenek kész algoritmusok. A fogalom harmadik
tevékenységrol beszélnek, azaz a feladatnak a valosadgos szituacidhoz
valo viszonyitasarol.

Onmagaban egyetlen feladat sem tekinthetd sem autentikusnak, sem
nem-autentikusnak (hasonldan a realisztikus, ill. nem-realisztikus ellen-
tétparnal is hidnyz¢ distinkcidhoz), ezért ha az a célunk, hogy egy érté-
keléshez hasznos kategoridkat adjunk, a fent emlitett harom definicio
nem egyforman hasznalhatd. Ami az elsé definiciot illeti, a mindennapi
¢letbdl vett helyzet kovetése az autentikussag szempontjabdl két dologra
utalhat. El6szor is, a kovetés mértéke fligghet a szoveges kidolgozastol,
ill. a feladat megfelel6 kontextusanak megteremtésétdl (pl. a szituacio
eljatszasa). Masodszor, a tanulok kozott jelentds kiilonbségek lehetnek a
tekintetben, hogy az adott szituaci6 mennyire ismerds (tehat valds élet-
bol vett) a szamukra. A mésodik definicio még nyilvanvalobba teszi az
egyéni kiillonbségeket (Kinek szamara nem ismert a megoldas modsze-
re?). A harmadik megkozelités kdzelebb all a horizontalis matematizalas
fogalmahoz, amelyet a holland realisztikus mozgalom kapcsan targyaltunk.
alkalmazasat javasoljuk, hangstlyozva az atfogo6 szoveges megfogalma-
zas szikségességét a mindennapi életbdl vett szituaciok ,,emulalasa” (utan-
zéasa) érdekében.

Pedagogiai értékelési szempontbol az autentikus feladatok jellemzoi
¢és kovetelményei két szempont mentén foglalhatok 6ssze. El6szor is az
autentikussagnak altalaban meg kell kdvetelnie az eltavolodast a hagyo-
manyos, egyéni papir-ceruzas moédszertdl az autentikusabb bedllitddas
felé, ami jelentheti példaul a kiilonbozo informacioforrasokra épiild fel-
adatok csoportmunkaban torténé megoldasat. Masodszor, a hagyoma-
nyos papir-ceruza formatumu autentikus feladatok hosszabb szdvegiiek,
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mivel az atlathatatlan problémateriiletek leirasa hosszabb mondatokat
eredményez. Ezek a hosszabb mondatok segitenek a hianyzo6 informacio
megszerzésében, de felesleges részleteket is tartalmaznak, ezaltal is uta-
nozva a valds életet. Emellett sok autentikus feladat tartalmaz fotdkat,
tablazatokat, grafikonokat, rajzokat stb. SOt, az autenticitas egyfajta fel-
adatmegold6 magatartasra és tanuloi tevékenységre utal.

Erdemes szem el6tt tartani, hogy az autentikussag mint a valés élet
eseményeit €s helyzeteit tiikrozo, ill. leképezd eszkdz aligha elérhetd
(s6t, inkabb utdpianak tartjuk), mivel az iskolai kontextus és a minden-
napi élet kontextusa alapvetden kiilonbozik egymastdl (Depaepe, De
Corte és Verschaffel, 2009). Az Un. realisztikus és autentikus feladatok
nem mindig a matematikatudast és annak a valos élethelyzetekhez valo
viszonyat mérik, hanem inkabb a ‘gyakorlati érzék’ (feel for the game)
hozzaallast, ahogy azt a ,,Szocio-matematikai normak ...” c. részben
elemeztiik. Bar a ‘gyakorlati érzék’ hozzaallas értékes kifejezdje lehet az
egyéni teljesitménynek, de mivel teljesen eltéré mentalis reprezentaciok
esetén is megszilethet ugyanaz a (helyes) valasz egy olyan feladatra,
amely a matematikatudds mindennapi kontextusban valé alkalmazasanak
mérésére késziilt, Cooper (1994) arra figyelmezteti a politikusokat és a
kutatokat, hogy

., [a matematikai ismeretek mindennapi kontextusban valo értékelésé-

rol szerzett] eddigi angol tapasztalatok azt sugalljik, hogy joval hosz-

szabb idore van sziikség ahhoz, hogy a kutatasi eredmények és tapasz-

talatok nagyobb szerepet jatsszanak, a tesztek kidolgozasaba pedig a

politika ne avatkozzon be.” (Cooper, 1994. 163. 0.)

Hiebert és mtsai (1996, 10. o.) szerint ,,az, hogy milyen mértékben
tekinthetd egy feladat problémanak, sokkal inkdbb fligg a tanuloktol és
az osztalytermi kultiratol, mint magatdl a feladattol”. Egy olyan feladat,
amely az egyik osztalyban rutin feladatnak szamit, problematikus lehet a
masikban, és ,,reflektiv vizsgalodast” igényelhet, mig ,,egy mas kulturalis
kozegben még a nagyszabast, mindennapi életbdl leirt szituaciok is meg-
foszthatok problematikus jellegiiktol. A feladatok 6nmagukban sem nem
problematikusak, sem nem rutin jellegiiek” (10. o. — kiemelés t6liink).

Osszefoglaléan, az alabbi jellemzék altalaban autentikus feladatokra
vonatkoznak:

(1) A mindennapi élet eseményeit leképezo részletes (sokszor hossza-

dalmas) leirasok.
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(2) A megoldas a szituacio valodi matematikai modellezését igényli.

(3) A megoldasi folyamathoz sokszor Un. ’autentikus tevékenységre’
van sziikség, pl. kiillonb6z6 modszerekkel végzett tovabbi adat-
gyljtésre (mérés, becslés, a témaval kapcsolatos eldzetes ismeretek
megvitatasa).

(4) A diadkokat sok esetben biztatjak a problémafelvetésre és a kérde-
zésre mind az adott szoveges feladattal, mind pedig sajat minden-
napi ¢letbdl vett tapasztalataikkal kapcsolatban.

Osszegzés

Bar a tisztan aritmetikai feladatoknak €s a prototipikus szoveges felada-
toknak még mindig fontos helyiik van az altaldnos iskolai matematikaok-
tatasban és értékelésben, ezeket az eddigieknél jobban ki kell egésziteni
realisztikusabb és autentikusabb tipusu feladatokkal. Ez utobbiak igére-
tes eszkoznek bizonyultak a szoveges feladatok ,,alkalmazasi funkcidja-
nak” megvalositasdban, mivel olyan lehetdséget nytjtanak a mindennapi
¢let mennyiségi szituacidihoz, amelyben a matematikat tanuloknak sziik-
ségiik van arra, amit a matematikadran tanultak.

Természetiiknél fogva a realisztikus és autentikus feladatok nagyobb
mértékben nyujtanak olyan tanulési tapasztalatot, amely arra 6sztonzi a
tanulokat, hogy matematikai ismereteiket mas tantargyi teriileteken, pél-
daul a (tarsadalom)tudomanyok terén €s a mindennapi ¢életben szerzett
ismereteikkel egyiitt hasznaljak fel értelmes szituacios €s matematikai
modellek felépitésére és ésszerl, logikus megoldasok elérésére. Ugyan-
akkor az autentikus és realisztikus feladatok — alapvetden nem rutinjelle-
gli, kihivast jelentd és nyitott, a (heurisztikus) feladatmegoldo stratégiak
kidolgozasara és a metakognitiv készségek fejlesztésére rengeteg leheto-
séget kinalo természetiiknél fogva — tudéstranszfert biztositanak mas tan-
targyi és iskolan kiviili tertiletekre, amennyiben megfelelé oktatasi mod-
szerekkel hasznaljuk fel 6ket, értve ezalatt a kontextusfiiggetlenséget és
az altalanositasra torekvést. Ezen tilmenden szamos lehetdség rejlik ben-
niik a matematikardl és annak a valo vilaghoz valé viszonyarol alkotott
helytelen nézet és karos attitiid leépitésére.

Az értékeléssel kapcsolatos egyik fontos, de nehéz kérdés, hogyan te-
gyiik vilagossa a tanuldk szamara, hogy mit varunk el téliik — a realisz-
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tikussag és a precizitas tekintetében — egy konkrét értékelési helyzetben.
Elvileg a matematikai modell absztrakcios fokanak és pontossaganak a
kérdése azon mulik, hogy szandékaink szerint a tanulé megtanuljon jo
dontéseket hozni, és megfeleld hozzaallas alakuljon ki benne a realiszti-
kus matematikai modellezés és az alkalmazott problémamegoldas felé.
Egy szokasos matematikadra keretében, ahol a vita és az egylittmikddés
megengedett, sOt tAmogatott, a precizitas, a feltevések ésszertisége mind
megbeszélhetd (Verschaffel, 2002). A realisztikussag €s a pontossag tekin-
tetében fennallo bizonytalansagok €s nehézségek azonban, véleményiink
szerint sokkal komolyabbak, ha a problémak vitat kizard kornyezetben
keriilnek felvetésre, kiillondsen irdsbeli tesztek esetén, ahogy azt a fenti-
ekben, Cooper (1994; Cooper €s Dunne, 1998) munkainak targyalasanal
lathattuk. Ezért ha a pedagdgiai értékelésbe tobb realisztikus és autenti-
kus problémat szeretnénk bevonni, ahogyan ezt a fentiekben javasoltuk,
arra is oda kell figyelniink, hogyan tegyiik — explicite vagy implicite —
vilagossa a tanuld szamara az adott értekelési helyzet ,,jatékszabalyait”.
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A matematikatudomany és a matematikaoktatas
torténeti jellemzoi és kapcsolatai

Ebben a fejezetben a matematikatudomany szemszogébol értelmezziik az
iskola kezd6 szakaszaban tanithat6 matematika tartalmat és a matemati-
katudas mérésének kérdéseit. Azt a kérdést, hogy mi a matematika, nagyon
nehéz megvalaszolni. A matematika sajatos helyzetet foglal el a tudoma-
nyok ¢és az iskolai tantargyak csaladjaban is. A kérdés Osszetettségét mu-
tatja, hogy ez egy ma is kutatott tudomanyos probléma, amely a filozofia
egyik teriiletének, a matematikafilozofianak a targya (lasd Ruzsa és
Urban, 1966, Rényi, 1973, Hersh, 1997, Gardner, 1998). Miel6tt megki-
séreljiik a kérdés kozérthetd megvalaszolasat, kizarunk néhany ,,tévhitet”,
illetve széles korben képviselt, mégis félrevezetd allaspontot. E16szor is
a matematika nem ,,szamtan”, st, nem is a ,,mennyiségek ¢és a tér tudo-
manya”, ahogyan azt régen tartottdk. A matematika targya tobb évszaza-
da ennél sokkal szélesebb.

Tudomanyteriiletként gyakran a természettudomanyok kozé soroljak,
aminek szdmos indoka lehet, azonban fejlddését, kutatasi modszereit és
belsd felépitését tekintve is jelentdsen kiilonbozik példaul a biologiatol,
a fizikatol és a kémiatol is (Bagni, 2010). A matematika nem természet-
tudomany, mert nem a természetben eldforduld anyagokat, jelenségeket
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stb. vizsgalja, tovabba modszereiben is jelentdsen kiilonbozik a fizikatol,
kémiatol és bioldgiatdl, hiszen az utobbiakban az ismeretszerzésnek és
az ismeretek ellendrzésének alapveté modszere a megfigyelés és a kisér-
let. A matematika a targyat és modszereit tekintve is merdben eltér min-
den mas tudomanyt6l. A matematika a tobbi tudomany altal vizsgalt,
valamint a sajat bels6 fejlddése soran adddo strukturak absztrakt tulaj-
donsagait és Osszefliggéseit feltard tudomany, amely az 0j ismereteket
axiomatikus-deduktiv szemlélettel, azaz a formalis (matematikai) logika
szigorl szabalyait alkalmazva nyeri. Meg kell jegyezni, hogy egyesek
ezt a meghatarozast is vitatjak. Sot, vannak, akik kétségbe vonjak a ma-
tematikai objektumok és tételek emberi agyon kiviili realitasat.

Kétségtelen, hogy a matematika az emberi kultara része. Eredményeit
a torténelem soran minden korban alkalmaztak, masrészt szamos fontos
matematikai elmélet 1étrejottét mas tudomanyagakban felmertiilé problé-
mak motivaltak. Kordbban els6sorban a fizika volt nagy hatassal a mate-
matika fejlédésére. Manapsag az informatika szédiiletes fejlodése ad
lendiiletet a matematikai kutatasoknak. Tanui lehetiink annak is, hogy a
tarsadalomtudomanyokban (kdzgazdasagtan, szocioldgia, pszichologia,
neveléstudomany) és a biologiaban is egyre inkabb jelentkezik az igény
a komoly elméleti matematikai megalapozasra. A matematika €s a tobbi
tudomany kozti kapcsolatrendszer azonban sokkal gazdagabb, mint az az
eddigiekbdl esetleg latszik. Szamos példa van arra is, hogy a matematika
onfejlodése soran kialakult elméletek, eredmények hosszu ideig — esetleg
évszazadokig — teljesen ,,haszontalannak™ latszottak a matematikan ki-
viil, majd kideriilt, hogy a fizikdban vagy az informatikaban éppen erre
volt sziikség. Sokan, koztiik matematikusok is, rokonsagot latnak a ma-
tematika és a miivészetek kozott. A matematikusok tilnyomo tobbsége
szamara az egyes bizonyitasoknak, eredményeknek, elméleteknek eszté-
tikai értéke is van, ami annal magasabb, minél 6tletesebb, Gjszerlibb egy
bizonyitas, eredmény vagy elmélet, minél mélyebb gondolatmeneteket
tartalmaz. A matematika fejléddése szempontjabol ez az esztétikai érték
legalabb olyan fontos, mint a (pillanatnyi vagy vélt) ,hasznossag”. Az
UNESCO allasfoglalasa szerint a matematika — az anyanyelvi miiveltség
mellett masik tényezéként — minden miiveltség alapja.

A matematika iskolai tantargyként is egyediilallo helyzetben van, és
ezt a helyzetet a szépirodalomtdl kezdve a mai empirikus pedagogiai
vizsgalatokig tobben igyekeztek feltarni (Mérd, 1992). Torténeti aspek-
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tusbol nézve a tarsadalmakban (folyami kulturak) hallatlan gyakorlati
jelentésége volt a matematikai szamitasoknak ¢s a matematikara épiild
csillagaszati megfigyeléseknek (van der Waerden, 1977). Ez a kor volt a
matematikatudomany — és mas tudomanyok — kialakuldsanak kezdete,
amikor még (minden mas, azoéta differencialodott tudomanyteriilettel
egylitt) szorosan koétédott a filozofiahoz.

A matematika oktatdsa kezdetben egybefonddott a matematika tudo-
manyanak miivelésével. Az irasos emlékek kozott az egyiptomi Rhind-
papirusz azonban kétséget kizaréan mar az irnoki tarsadalmi réteg sza-
mara késziilt, az Anastasi | papirusz szovege pedig a szdmoldsban valo
jartassag fontossagat emeli ki. Az dkori matematikaoktatas az akkor el-
érhetd legmagasabb szintll tudomanyos ismereteket nyujtotta — azon ke-
vesek szamara, akik egyaltalan hozzajutottak.

Az eurodpai kultiraban a matematika dkori gorog felviragzasat koveto-
en az arab matematikusok eredményei, majd a kolostorok tudds szerze-
tesei, késObb a reneszansz idészakban a tudomanyok tjjasziiletését is
elhozo matematikusok fémjelezték a matematikatudomany fejlodését
(Sain, 1986). A kolostori iskoldkban az aritmetika és a geometria mint a
hét szabad miivészet két aga (amelyek nem a ,,trivialis” részhez, hanem
a quadriviumhoz tartoztak) koré épiilt a matematika oktatasa. Mindkét
teriilet sziikkségességét gyakorlati igények indokoltak, mint példaul a
munka hatékonysaga vagy a csillagdszati kérdések. A reneszansz idoktol
kezdve a megerdsddo polgarsag gyakorlati igényeit kielégitd konyvek
késziiltek, amelyek a matematikai eredmények alkalmazasat kereskedel-
mi és mas, gyakorlatias példakon mutattak be, ilyen volt példaul a trevi-
soi aritmetika (Verschaffel, Greer és de Corte, 2000).

A 16. szazadtol az oktatas tobb teriiletén elinduld egységesitd folya-
matok jegyében megsziiletd tantervekben a matematika a kezdetekt6l
fontos szerephez jut (Szebenyi, 1997). Smolarski (2002) szerint az 1599-
ben megsziiletett jezsuita vilagtanterv, a Ratio Studiorum nemcsak hogy
jelentds szerepet szant a matematikai nevelésnek, hanem a tanaroknak
sz0616 utmutatok olyan javaslatokat fogalmaztak meg a tanitasi modsze-
rekre, amelyek ma is hasznalatosak.

A 16-17. szazadtdl figyelheté meg, hogy a korszak jelentés matemati-
kusai egymassal rendszeres, személyes taldlkozason és levelezésen ala-
puld parbeszédet folytattak, és olyan rohamosan né a matematikai isme-
retek mennyisége és mélysége, hogy elvalik egymastol a tudomany élvo-
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nalat jelent6 kutatas és az iskolai tananyag. Az iskolai tananyag megha-
tarozasaban ugyanakkor egészen a mai napig alapvetd szempont maradt,
hogy tudoményosan helytallo, a késobbi (esetleges) magasabb matema-
tikai tanulmanyokat eldkészité legyen. A matematikatudomany €s a ma-
tematika tantargy viszonyaban kiilonosen érvényesek a mai napig Dewey
(1933) gondolatai, amelyekben a tudomanyteriiletek megtobbszorézodé-
sét és az egyes tudomanyteriileteken beliil megndvekedett ismeretanya-
got allitja szembe a gyerekek — ehhez képest kevéssé valtozo — tanulasi
képességével.

A matematikaoktatds szamara tehat alapvetd kérdéssé valt a modern
kozoktatas tantargyi keretei kozott az, hogy a matematikatudomany szem-
pontjabdl helytalld, koherens, de ugyanakkor az életkori sajatossagokat
tiikkroz6 ismeretanyagot jeloljon ki. Neheziti ezt a torekvést, hogy a ma-
tematika tudomanyéaban ma alapvetdnek szamitd fogalmak, mint példaul
a természetes szam, a fliggvény vagy a halmaz a tudomany fejlédésének
érettebb, Onreflektiv szakaszaban, a metamatematika megjelenésével par-
huzamosan fejlédtek ki. Ezek az alapfogalmak, amelyek logikai szempont-
bol ma az iskolai tanulasban is alapvetdnek szamitanak, szlikségszeriien
a matematikatanulas kezdeti szakaszaban keriilnek eld, amikor a bon-
takozo gyermeki elme szdmara a tapasztalatokhoz kotottség sajatossagai
kizarjak az alapfogalmak fel6li, a matematika tudomanya szerinti épitke-
zést. A matematikaoktatds mesteri bravarja az, hogy a gyermeki gondol-
kodas épiilésének menetét figyelembe véve tudja biztositani a matemati-
kai gondolkodas fejlesztésének, a fogalmak épiilésének folyamatat.

A matematikatudomany és jelenlegi tagozodasa

A matematikat szamos tudomanyagi nyilvantartasi rendszer és oktataspo-
litikai besorolas a természettudomanyokhoz sorolja (NKR, NEFMI
2010), pedig a matematika szinte minden tekintetben — fejlodés, mod-
szertan, bels6 torvényszerliségek — nagyon eltér a fizikatol, kémiatol, bio-
logiatol és foldrajztol. Eleink ezt jobban szamon tartottak: példaul amikor
a kolozsvari egyetem Kolozsvarrdl Szegedre koltdzott, a mai Természet-
tudomanyi és Informatikai Kar el6djének elnevezése Matematikai és Ter-
mészettudomanyi Kar volt. Mas orszagokban megmaradt a megkiilonboz-
tetés: példaul a Bécsi Tudomanyegyetem (Universitdt Wien) egyik kara-

102



3. A matematika tanitasanak és felmérésének tudomanyos és tantervi szempontjai

nak neve néhany ¢vvel ezelétt még ugyancsak Matematikai és Természet-
tudomanyi Kar volt. (Ma 6nall6 Matematikai Kar, Fizikai Kar stb. miiko-
dik.) A matematikai fogalmak, elméletek azonban a valosagbol szarmaznak,
ezért lehet a matematikat szamos teriileten — sokszor ugyanazt a matema-
tikai eredményt nagyon kiilonb6z6 teriileteken — sikerrel alkalmazni.

A természettudomanyok esetében a fejlodés velejaroja, hogy a talha-
ladott, megdontdtt nézeteket €s ezzel egyiitt az erre alapozott Gsszes ad-
digi ,,tudoményos eredményt” kitorlik, tudomanytalannak mindsitik, stb.
— gondoljunk csak arra, ahogyan a geocentrikus vilagképet felvaltotta a
heliocentrikus. Az elméletek ugyanis a megismételhetd kisérletek, meg-
figyelhet6 jelenségek magyardzatara szolgalnak, és mindig az aktualisan
»legjobban magyaraz6” elméletet (elméleteket) tartjuk érvényesnek.

Ezzel szemben a matematika sajatos témajabol és modszereibdl az
kovetkezik, hogy a matematikai ismeretek ember altal alkotott ,,idedk”™,
amelyek az évszazadok folyaman nem veszitik el érvényességiiket, és
ezért nem kell, s6t nem is szabad ,,kidobni” 6ket. Az persze igaz, hogy a
matematika fejlédése soran egyes korabbi fogalmak, elméletek pontosi-
tasra szorulnak (lasd pl. a természetes €s a valos szamok, illetve az euk-
lideszi geometria és a halmazelmélet), valamint bizonyos témak egyes
korokban divatosabbak, mint masok. Azonban minden kor a megel6z6
korok matematikai ismereteire épit, azt fejleszti tovabb. Ez magyarazza
azt, hogy az altalanos és kozépiskolaban — legalabbis a térzsanyagban —
talnyomo tobbségben olyan matematikai ismereteket tanitanak szerte a
vilagon, ami mar az 6korban ismert volt. Ami igen fontos, hiszen ezek adjak
ma is a matematikai tudomany alapjait. A matematikatanitas egyik nagy
kihivésa, hogy mar kis kortdél kezdve tjabb témakorok is eldkeriiljenek,
valamint ezeket a legalapvetobb matematikai ismereteket olyan modsze-
rekkel tanitsak a kozoktatasban, amely lehetdséget teremt arra, hogy a
komolyabb matematikai ismereteket igényld, illetve nyujto felsdoktatasi
szakokon 4t lehessen hidalni — legalabb néhany fontos teriileten — az
okori szintli és a mai matematikai ismeretek kozotti oriasi szakadékot.

A matematika tudomanya szamara nagyon fontos, hogy ez a gondola-
ti, nézetbeli emelkedés toretlen, és minél magasabb ivii lehessen, hiszen
a munkavallalok egyre nagyobb része mar tudatosan is kell hogy alkal-
mazza a legmodernebb matematikai eredményeket. A PISA felmérések-
ben szerepld feladatkategoria, az oktatasi és munkahelyi kontextus eze-
ket az igényeket jeleniti meg (OECD, 2009).
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Szeretnénk kiemelni, hogy a matematika tanitasan beliil egyszerre tor-
ténik az absztrakt gondolkodas fejlesztése és az absztrakt gondolkodas
hasznalata. Ez a latszolagos ellentmondas jellemzi a matematikatanarok
mindennapjait, ebben a giuzsban tancolva kell hiteles, de megérthet6 1j
ismeretekhez juttatni az iskolasokat.

A természettudomanyokhoz hasonléan az okortdl napjainkig a mate-
matikai tudomanyban is erdteljes specializacié ment végbe: 1j teriiletek
sziilettek, részben a matematika belsd fejlodése kovetkeztében, részben
pedig ,kiils6” hatasra, azaz az alkalmazok igénye alapjan. A legnagyobb
matematikai referal6 folyoirat, a Mathematical Reviews évente tobb mint
75 ezer matematikai tudomanyos cikket ismertet témajuk szerint csopor-
tositva. A matematikai témakdorok legujabb osztalyozasa 47 oldalas, ahol
a fobb teriiletek szama tobb mint 60, és ezek két 1épcsdben tovabbi té-
makra oszlanak (MSC, 2010).

A 3.1. tablazatbo6l lathatjuk, hogy a matematikai értékelési keretekben
megjelolt tartalmi teriiletek természetes modon illeszkednek a matemati-
katudomany f6 teriileteihez.

3.1. tablazat. A matematika fo teriiletei

Elsédleges tartalmi teriiletek A Mathematics Subject Classification szerinti f0 teriiletek

Szamok, miiveletek, algebra 11: Szamelmélet (Number theory)
12: Testelmélet és polinomok (Field theory and poly-
nomials)
[az absztrakt algebra tovabbi teriiletei (further topics of
abstract algebra): 06, 08, 13-22]
Relaciok, fiiggvények 26: Valos fliggvények (Real functions)
[az analizis és differencidlegyenletek tovabbi teriiletei
(further topics of analysis and differential equations):
28-49]
Geometria 51: Geometria (Geometry)
[a geometria és topologia tovabbi teriiletei (further
topics of geometry and topology): 52-58]
Kombinatorika, valdsziniiség-  05: Kombinatorika (Combinatorics)
szamitas, statisztika 60: Valoszintiségelmélet és sztochasztikus folyamatok
(Probability theory and stochastic processes)
62: Statisztika (Statistics)
A matematikai gondolkodas 03: Matematikai logika és a matematika alapjai
modszerei (Mathematical logic and foundations)
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A tablazat jobb oldalan nem emlitett, magasabb sorszamu f6 teriiletek
pedig — pl. 65: Numerikus analizis (Numerical analysis), 68: Szamitas-
tudomany (Computer science) — sok esetben az itt emlitett teriileteken
keresztiil épiilnek a bal oldalon szerepld témakra. Hasonloan jol illesz-
kednek az elsédleges tartalmi teriiletek témai ahhoz, ahogyan a Mathe-
matical Reviews a matematikatanitas f6 diszciplinaris teriileteit felsorol-
ja. Ezek a kovetkezok: 97 Matematikatanitas (Mathematics education);
97E A matematika alapjai (Foundations of mathematics); 97F Aritmeti-
ka, szamelmélet (Arithmetic, number theory); 97G Geometria (Geometry);
97H Algebra (Algebra); 971 Analizis (Analysis); 97K Kombinatorika,
grafelmélet, valoszintiségelmélet, statisztika (Combinatorics, graph theory,
probability theory, statistics).

Elmondhatjuk tehat, hogy a matematikai értékelési keretek tartalmi
teriiletei Osszességlikben megfelelnek a matematikatudomany jelenlegi
kutatasi againak. Kivalasztasuknak ez az (egyik) indoka. A masik indok
az, hogy a matematikai gondolkodas fejlesztése ezeken a témakon mint
alapanyagon keresztiil valosulhat meg a korszerti tanitasi modszerek se-
gitségével. A késdbbickben latjuk majd, hogy ezen elsddleges tartalmi
teriiletek megfeleldi jelennek meg a Nemzeti alaptantervben, valamint a
matematika 1-6. osztalyos tanterveiben. Az itt vazolt rendszer 6sszhang-
ban van a torténelmi-kulturalis hagyomanyokkal, valamint a PISA! vizs-
galatok szerint hasonl6 helyzetli Németorszagban a felmérések kedvezot-
len eredményei altal kivaltott oktatasi reformok soran elkésziilt matema-
tika értékelési keretekkel is. A német tartomanyi kultuszminiszterek kon-
ferenciaja altal elfogadott Bildungstandard (2005) a kovetkezd tartalmi
teriileteket jeloli meg a negyedik osztaly végére eldirt kovetelmények
rendszerezésében: szamok és miveletek; tér és forma; mintazat és strukta-
ra, mennyiségek és mértékek; adatok, gyakorisag ¢és valosziniiség. A klasz-
szikus geometria és a mérések kiilon teriiletként kezelése elterjedt jelen-
ség a vilag oktatasi rendszereiben, és az IEA? szervezet méréseiben is
kezdetektdl €l a megkiilonboztetés.

1 PISA: Programme for International Student Assessment, az OECD altal iranyitott nemzetkozi
program a tanuldk szovegértés, matematika és természettudomany tudasanak felmérésére.

2 IEA: International Association for the Evaluation of Educational Achievement, a tanulok nemzet-
kozi felmérést az 1960-as évek ota iranyitd szervezett. A TIMSS (Trends in International Mathe-
matics and Science Studies) felmérések 1995 6ta négyévenkénti rendszerességgel felmérik a ta-
nulék matematika tudasat is.
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A matematikatudomany fejl6désének titkr6z6dése
a magyar kozoktatasban

A kezdetek

A magyar kozoktatas €s igy az elemi szintli matematikaoktatas torténete
is a 18. szdzadra nyutlik vissza. A népiskolai matematikatanitas — akar-
csak mas orszagokban — sokaig a korabban emlitett, mar az dkorban is
ismert elemi szamtani és geometriai ismeretekre szoritkozott.

A magyarorszagi matematikatanitas sajatsagaként meg kell emlite-
nlink, hogy a matematikai kutatas, a tartalmi fejlesztés és a didaktikai
kérdések felvetése mindig parhuzamban haladt. A 18-19. szdzad fordu-
16jan Bolyai Farkas mar olyan elveket hirdetett a matematika tanitasarol,
amelyeket ma is magunkénak vallhatunk (David, 1979).

A tovabbiakban attekintjiik a magyar matematikaoktatas huszadik sza-
zadi torténetének legfontosabb allomasait és szellemi iranyzatait.

Nemzetkozi mozgalom az iskolai matematika
megujitasara a 19. szazad végén

A 19. szazad végén matematika nevil iskolai tantargy nem szerepelt, a meg-
felel6 tantargyat mennyiségtannak és geometrianak nevezték. Ebben az
idében nemzetko6zi diskurzus kezd6dott a matematikatanitas megujitasa-
ra, sOt Felix Klein német matematikus vezetésével nemzetkozi reformbi-
zottsag is szervezddott (ICMI, 1908).

Magyarorszagon 1891-ben alakult meg a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat elédje, a Mathematikai és Fizikai Tarsulat. A reform vezetdje
Beke Mano professzor lett (1862—1946; matematikus, akadémikus), aki
maga is személyes baratsagban volt Felix Kleinnel. Munkajaban kivalo
tarsak segitették: tobbek kozott Rados Gusztav, a Miegyetem professzo-
ra (1862—1942, matematikus, akadémikus), Mikola Sandor (1871-1945,
tanar, fizikus), Ratz LaszIé (1863—1930, matematikatanar) (Beke és
Mikola, 1909).

Beke Mano szamos konyvet irt a népiskolai matematikatanitds szama-
ra: tankonyveket, illetve a tanitoknak ugynevezett ,,vezérkonyveket” (Beke,
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1900, 1911). Ezekben a kdnyvekben a gondolkodtato, gyakorlati életbol
vett feladatok is nagy szerepet kaptak. Arany Daniel pedig egy kdzépis-
kolasoknak sz6ld matematikai Gjsdgot alapitott. Céljat igy fogalmazta
meg: ,,Tartalomban gazdag példatarat adni tanarok és tanulok kezébe.”
A lap els6 példanya 1894. januar 1-jén jelent meg. Ez a lap volt a K6zép-
iskolai Matematikai és Fizikai Lapok (K6MaL) elédje. Mi inditotta el ezt
a reformot, és mit sikeriilt elérnie? Elsdsorban a tananyag korszer{isitése
mozgatta a matematikusokat. Fajlaltak, hogy az utobbi évszazadok ma-
tematikajanak eredményeit egyaltalan nem emlitik az iskolaban. Ugyan-
akkor a tanitdsi modszereken is valtoztatni szerettek volna. Ratz Laszlo
és Mikola Sandor mar korabban kidolgoztak az in. ,,munkaltaté matema-
tikatanitas” modszereit és tananyagat (Ratz, 1905). Arra torekedtek, hogy
a tanulok sok mérést végezzenek, és példaul ezaltal a matematika tanu-
lasat atszojék a kozvetlen tapasztalatok. Hangsulyoztak a fejszamolas
fontossagat, a becslések gyakoroltatasat.

A témak koziil Ok is elsésorban a fliggvények tanitasat tartottak ido-
szerlinek, ami mar Felix Klein reformtorekvéseinek magyar vetiiletének
tekinthet6. Talan ennek is koszonhetd, hogy az iskolanak annyi kiemel-
ked6 didkja volt. Példaul Neumann Janos matematikus, a ,,szamitogép
atyja”, ¢és a fizikai Nobel-dijas Wigner Jend. A mddszernek és a kivalo
tanaroknak is kdszonhetd a matematika tanitasaban és a kutaté matema-
tikusok felnevelésében elért eredmény (Rapolyi, 2005).

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok utjan fejleszteni probal-
tak mas iskolak didkjait is. Kiadvanyokat, konyveket jelentettek meg.
Ratz LaszIlo kétkotetes Matematikai gyakorlokonyv c¢. munkaja maig is
a matematikai témakoroket feladatokon at tanitd kivald szakkonyvnek
szamit. Mindez jol illeszkedett a magyar szellemi fejlédés kiegyezés
utan kezdddd gazdagodasahoz.

Matematikatanitds a 20. szazad otvenes éveitél kezdédéen

A kivald tanarok tanitvanyai sok mindent megtanultak és 6k maguk is
tovabbadtak tanitvanyaiknak, a pedagogiai megujulas liteme azonban
elég lasst volt. Nem torténhet meg a pedagdgiai szemléletmod atalakita-
sa parancsszora — ez itt most nem irodalmi fordulat, hanem arra a ,,kotele-
zOvé tevés”-re utalunk, ami a magyar matematikatanitas torténetében
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kétszer is megtortént, am mind a kétszer igen kis hatasfokkal ért el ered-
ményt.

A masodik vilaghaboru utani években Szent-Gyorgyi Albert felkérte
Péter Rozsat 0 kozépiskolai matematika-tankdnyv irasara. Ez a sorozat
a hires Péter—Gallai-tankonyv (Péter és Gallai, 1949). Ujszerii, a gya-
korlati alkalmazasra épitd, szemléletesen magyarazé, ugyanakkor mate-
matikailag korrekt elsé osztalyos tankdnyvet készitettek. A harmadik és
negyedik osztalyos koteteknek mar szerzdtarsai voltak Hodi Endre és
Tolnai Jend féiskolai tanarok is.

A konyvsorozat felépitésében és mdodszerében a heurisztikus gondol-
kodéasra nevelés, a problémakon keresztiil vald6 matematikatanulas terén
uttord jelentéségii. A Péter—Gallai-tankonyvsorozatot, felkészité tanfo-
lyamok tartasa utan, a kor oktataspolitikajanak megfelelden minden gim-
ndziumban kdételezové tették. Az 11j ,,bevezetése” viszont nem jelenti azt,
hogy mindenki képes is azonnal 0j elvek szerint tanitani. A felkészitd
tanfolyamok minden jo szandéka ellenére a tartalmi valtozds nem min-
deniitt jart egyiitt a javasolt modszerek alkalmazasaval.

Mégis, azt lehet mondani, hogy néhany évtized alatt hatdsa lassan
megujitotta a kdozépiskolai matematikatanitas sok teriiletét, és foleg mod-
szereivel igen nagy hatassal volt a kés6bbi altalanos iskolai tantervi és
modszertani megujulasra is (Szendrei, 2005).

Lassanként valtoztak a tanitasi modszerek is. A matematikai gondolko-
dasban kulcsfontossagunak tekinthetdé megértés igénye mar fontossa valt.

Nemzetkozi tendencidk

Az els6 szovjet szputnyik fellovését kovetden az USA tobbek kozott az
oktatasi rendszer javitasatol, mindenekeldtt a matematika €s a természet-
tudomany tanitdsanak eredményesebbé tételétdl varta, hogy javitsa pozi-
ciojat a muszaki-technologiai versengésben. Ennek megfelelden jelentds
anyagi raforditasokkal fejlesztette e teriiletek tanitasat. Abban az ido-
szakban, a matematikai €s természettudomanyos oktatas stratégiai jelen-
téségének felismerése nyoman az iskolarendszer megujitdsa mas orsza-
gokban is fontos kérdéssé valt. Az UNESCO elkotelezett terjesztdje volt
az 1j gondolatoknak. Az 1962-ben Magyarorszagon tartott UNESCO-
szimpdziumon a vilag kitlind matematika-didaktikusai cseréltek véle-
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ményt és alakitottak ki életre sz6l6 munkakapcsolatokat. K6zottik volt
Dienes Zoltan (1916—, matematikus, kutato) és Varga Tamas (1919-1987,
matematikus, kutato) is. Dienes Zoltan gyujtd hangu eldadasa sokakat
0sztonzott arra, hogy elképzeléseiket a gyakorlat terén is megvalositsak.

A Nicolas Bourbaki alnevet felvevo, az 1930-as évek végétdl e néven
publikalo, tobbnyire francia matematikusokbol 4116 csoport a matemati-
kai kutatdsokat kivanta egységesiteni az egyes teriiletek kozott analdgiak,
parhuzamok és egyéb kapcsolatok feltarasa révén (Borel, 1998). Nagy
jelentésége volt e munkanak abban, hogy a kiilonbdz6 teriileteken dolgozo
matematikusok kozos nyelvet talaljanak, és a matematika egész rendszere
jobban attekinthetd legyen. Ugyanilyen fontos az iskola szempontjabol,
hogy a matematika tananyaga ne kiilonalld részdiszciplinak (szamtan, al-
gebra, geometria, trigonometria, analizis) laza egybefiizése legyen, hanem
egységes szempontok szerint épiiljon fel (Varga, 1972, 1988). A vilagten-
dencia altal inspiralva kiilonboz0, a szamtan €s mértan tanitasat korsze-
rusitd kisérlet indult Magyarorszagon is.

A vilag szamos orszagaban tartja még magat az a gyakorlat, hogy a ma-
tematika egyes témakorei kiilon tantargyakat alkotnak az iskolaban. En-
nek az okat elsésorban abban latjuk, hogy a tanarképzésben a szaktargyi,
szakmodszertani képzésre a magyarorszagihoz képest kevés id6 jut. Még
azokban az orszagokban sem mindig keriil arra sor, hogy ezek a témakd-
rok egymashoz szervesen kapcsolodjanak, fogalmaik egymashoz kapcso-
lodva erésddjenek, ahol valamennyi matematikai témakort egy tantargy
keretében tanitjak.

Varga Tamas volt az egyetlen olyan kutato, aki a teljes altalanos isko-
lai tantervet és a modszereket egységes egészként akarta megujitani. Ki-
sérletét az integralt matematikatanitasra torekvés hatarozta meg, amely a
magyar egyetemi képzés, a szinvonalas pedagogusképzés mellett lehet-
séges volt, hiszen a pedagdgusképzés soran a tanitd- és tanarjeldltek
valamennyi matematikai teriileten igen széleskort és alapos képzést kap-
nak. A témakoroknek ezt az 0sszeszovését kisérelte meg a Varga Tamas
vezette kisérlet, amelyet a nemzetk6zi szakirodalomban az ,,OPI project”
néven ismernek® (Klein, 1987).

3 Az OPI, az Orszagos Pedagogiai Intézet volt a kisérlet intézményi iranyitoja.
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A megujitasnak az is célja volt, hogy a matematika kevéssé kedvelt
tantargybol kedves tantarggya valjék.* Az OPI projektje le kivanta don-
teni a tanuld matematikai fejlodése elé allitott mesterséges akadalyokat.
Fontossa valt az addigi tanitas soran ki nem mondott, de valojaban fel-
hasznalt matematikai fogalmak (példaul halmaz) kiépitése és az, hogy a
matematikatanulds kultiraja minden tanuld szdmara elérhetd legyen. A pro-
jekt célja volt azt elérni, hogy a kozépiskolai matematikatanulas az alta-
lanos iskolaban mar jol megalapozott fogalmakra, eljarasokra tdmasz-
kodhasson.

Az integralt matematikatanitasi kisérlet

A 20. szazad egyik jelentds magyar matematikaoktatasi mozgalma volt
az integralt (eredeti szohasznalattal komplex) matematikatanitasi kisér-
let. Az ,,integraltsag” itt tobbféle értelemben is jellemzd. Jelenti a mate-
matika mint egységes egész szerepeltetését, vagyis azt, hogy nem kiilon-
allé szamtan, mértan stb. tanitdsar6l gondolkodtak a kisérlet tervezodi és
megvalositoi. A kisérlet elnevezésében az integraltsag arra is utal, hogy
a kialakult elképzelést a matematikadidaktika, pszichologia, pedagogia,
neurologia kutatasi eredményeinek alkalmazasa jellemezte. Végiil abban
is integraltsag jellemezte ezt a kisérletet, hogy nem pusztan modszertani
megujitasrol vagy kiilon tantervi anyagvaltozasrdl gondolkodott, hanem
e kett6t egységként, egylitt probalta szakmailag jobba és egyben a tanulo
¢életkori sajatossagainak megfelelobbé tenni.

Az 1j elképzelések iskolai megvalodsitdsa az 1960-as, *70-es években
— mas teriileteken, mas tantargyakban is — engedélyhez kotott folyamat
volt, hiszen ekkoriban egyetlen tanterv, egyetlen tankdnyvsorozat volt
érvényben. Kisérleteket szigoru feltételek mellett engedélyeztek, ame-
lyek sikerét bizonyitani is kellett. A fejlesztOknek minden esetben azt
kellett garantalniuk, hogy a kisérletben részt vevo tanulok tudni fogjak
azt is, amit a hagyomanyos oktatdsban tanul6 tarsaik tudnak. Ez a mate-
matika esetében nem volt nagyon nehéz, mert az altalanos iskolai tan-
anyag igen sziik volt; kiilondsen igaz ez a szamtanra és a mértanra. Al-

4 Ezen a téren valosziniileg jelentds eredményeket sikeriil elérni. Az utobbi idében a matematika
Magyarorszagon a kozepesen kedvelt targyak kozé tartozik, messze megeldzve a fizikat és a
kémiat (lasd Csapo, 2000).
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gebrabol az els6foku, egyismeretlenes egyenlet megoldasa volt tananyag.
A negativ szdmokra is csak a nyolcadik osztalyban keriilt sor.

Varga Tamas, a kisérlet tervezdje tankonyvek, matematikat népszert-
sité konyvek irojaként az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetemen tanitott
matematika-moddszertant. A kisérlet idején azonban mar az Orszagos Pe-
dagobgiai Intézet Matematika Tanszékén dolgozott. Ott Cser Andor, majd
Hodi Endre tanszékén egy klasszikus értelemben vett ,,matematikatani-
tasi iskolat” alkotott. Koré tomoriiltek azok az emberek, akik jelentds
er6feszitéseket tettek a matematikatanitas jobbitasaért. Szeminariumokat,
oralatogatasokat szervezett az egyetemistaknak. Szakirodalmat forditott.
Minden forumon terjesztette a széles nyelvtudasa révén is megszerzett
matematika-modszertani tudasat. Allandé kapcsolatot tartott a vildg sza-
mos kutatojaval, folyamatosan bovitette, kontrollalta, formalta matema-
tikatanitasrol kialakult koncepcidjat: a jo elgondolasokat atvette és a
magyarorszagi lehetdségekre adaptalta, elvetette a formalizmusba hajlo
tévutakat. A tanitok, tanarok alkototarsak lettek. Az igéretes vagy a ke-
vésbé jonak tiind elgondolasokat megvitattak, majd elfogadtak vagy el-
vetették. A komplex matematikatanitasi kisérlet 1963-ban kezd6détt, és
folyamatosan tartott még az Uj tanterv bevezetése utan is.

Az 1978-as matematika tanterv és el6zményei

A Miivelddésiligyi Minisztérium létrehozta az un. Korszerisitési Bizottsa-
got Szendrei Janosnak (1925-2011), a Juhasz Gyula Tanarképzo6 Féiskola
foiskolai tanaranak vezetésével. A kisérleti helyek latogatasa, az irdsos
anyagok tanulmanyozasa utdn a Bizottsag azt a javaslatot fogalmazta meg,
hogy a komplex matematikatanitasi kisérlet legyen az 1ij tanterv alapja.
A matematikusok rendkiviil sok segitséget adtak. Igen sokan, kozottiik Rényi
Alfréd (1921-1970), Kalmar LaszIo (1905-1976) és Péter Rozsa akadémi-
kusok, Surdanyi Janos (1918-2008), valamint a Magyar Tudomanyos Aka-
démia szakmai bizottsdga megadtak a sziikséges szakmai tamogatast.

Az iskolai tantargy neve mar az els6 osztalytol kezdve matematika
lett. Az 1972-t6l fokozatosan bevezetésre kertilt a tantervbe szamos, ad-
dig nem tanitott témakdr: halmazok, logika, fliggvények, sorozatok, az
algebra, kombinatorika, valoszinliség ¢és statisztika elemei. Ezek nagy
részét a tanitok, tanarok nem tanultak a képzésiik soran.
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Mas témakorok (példaul a negativ szam) pedig mar sokkal korabban
keriiltek targyalasra, mint azeldtt szokasos volt. Ezért csak olyan tanitonak
engedélyezték az Uj tanterv tanitasat, aki felkészitd tanfolyamon vett részt.
Ezeket a tanfolyamokat foként a megyei pedagogiai intézetek szervezték.

A tanterv széles korii elterjedését azonban az dsszes tantargyra kiter-
jedd tantervi munkalatok elkezdédése megakadalyozta. 1978-t6l a koz-
oktatds valamennyi teriiletén uj tanterveket vezettek be felmend rend-
szerben. A matematika esetében sem engedélyezték azt, hogy csak az a
tanito vezesse be, amelyik szeretné, és mar hosszu felkészit6 folyamat all
mogotte. Otddik osztalytdl kezdve az un. ,,ideiglenes tanterv” szerint
tanitottak, hogy az 0j témakdrok tanitdsara a felsd tagozatos tanarok is
felkésziiljenek. Ez a hagyomanyos alsoé tagozatra épitve hozott 0j tan-
anyagokat, uj modszereket a tanitasba. Ehhez is tartottak kozponti és
megyei felkészitd tanfolyamokat. Az 1j tanterv 1978-as kotelezo beveze-
tése azonban mar a maga idejében jol lathatéan elhamarkodott oktatds-
politikai dontés volt.

Varga Tamas és munkatarsai igyekeztek mar a tervezés iddszakaban
elejét venni a széls6ségeknek. A révid tanfolyamokon nem sikeriilt min-
denkinek megérteni az egyes U1j témakorok bevezetésének céljat. Példaul
azt, hogy a mas szamrendszerekrdl valo tudas, az azokban végzett
manipulativ munka célja a tizes szamrendszer mély megértését késziti
csupan eld. A jelolések és elnevezések korai hasznalata annyira csabito
volt, hogy néhanyan ,lelkesen” szdmoltattdk mas szamrendszerekben
a diakokat. A fogalmak megfelel szintli alapozasa nélkiil megtanittattak a
,halmaz”, ,relacios jel” stb. szakszavakat.

Sokan leroviditették a szamfogalom fejlesztésének eredetileg javasolt
hosszu utjat, példaul azt, hogy sokféle egységgel dolgozva adjunk mo-
dellt az egységgel valdo mérésnek; a szamnak a mérdszam tartalma is ke-
riiljon elso osztalytol kimunkalasra. Néhany javasolt munkaeszkozt igen
formalisan hasznaltak, stb.

Az 1j tanterv tanitdsara valo attérés soran ugyanis nemcsak az 0j té-
makorok jelentettek Gjat, hanem a matematika tanitasanak addig csak a
tanitok kisebb része altal gyakorolt, javasolt modszerek is. Felkésziilt,
magat allandéan tovabbképzd, onallé dontésekre képes, alkotd tanitora
volt sziikség. Olyanra, aki jartas a kiilonféle matematikai témakorokben,
aki az oraira megtervezi, megszervezi a tanulok tevékenységeit, biztosit-
ja a tobbféle érzékeléssel valod tapasztalast, kidolgozza az absztrakcid
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tovabbi Iépéseit, kitalalja és biztositja az eszk6zok sokoldalu hasznalatat,
igazodik a gyerekek megnyilvanuldsaihoz, beszédértéséhez, messzeme-
nden figyelembe veszi a tanuldk életkori sajatossagait, engedi a vitat,
oromteli és demokratikus tanulasi légkort teremt.

Ujbol érdemes hangsulyozni, hogy ez volt az elsd olyan tanterv Ma-
gyarorszagon, amelyik nemcsak a tananyagra és a szakdidaktikai mod-
szerekre, hanem a didkok és tanarok egylittes munkajanak megval6sitasi
modjaira, az osztalytermi munkalégkor kialakitasara is javaslatokat ki-
vant adni. Mai szohasznalattal erre nem is tanterv, hanem talan az okta-
tasi program elnevezés illik.

Varga Tamas nagyon fontosnak tartotta a matematika alkalmazhat6sa-
ganak iskolai megmutatasat, amikor a tanulok matematikatudasa a valo-
sag problémainak megoldasahoz jelent hatékony segitséget. A matemati-
ka eredményes alkalmazasahoz tobbek kozott elengedhetetlen eszkdznek
vélte a kombinatorika, a valdsziniiségszamitas €s a statisztika megismer-
tetését, valamint az ezekhez sziikséges megfeleld szemlélet kialakitasat.
Ez utobbi teriileteken a 78-as tanterv és a korrekcios tanterv idGszaka
nem hozta meg a kivant eredményt. A matematika iskolai oktatdsaban a
matematika alkalmazasainak szerepeltetése csak kismértékben kapott
teret. A témakorok koziil a kombinatorika, a valosziniiség témakor és a
statisztika tanitasa is a perifériara szorult: a tanarok tobbsége igyekezett
elkeriilni vagy minimalisra szoritani ezeket a részeket a tanitasban. Varga
Tamas munkéssaga nagy hatast gyakorolt a holland matematikatanitasi
torekvésekre, els6sorban Hans Freudenthallal fenntartott munkakapcso-
latan keresztiil (Freudenthal, 1980a, 1980b).

Az IEA Masodik Nemzetkdzi Matematikai Vizsgalat (Second Inter-
national Mathematics and Science Study — SIMS) idején lehetdség nyilt
az ideiglenes és a régi tanterv szerint tanuld nyolcadik osztalyosok ered-
ményének dsszehasonlitasara. A reprezentativ minta tanuldinak 46, illet-
ve 44%-a ugyanis az ideiglenes, illetve a régi tanterv szerint tanult. Min-
den tanuld két matematikai feladatsorozatot oldott meg: egy 40 feladat-
bol allo fiizetet (8. fiizet), valamint négy, egyenként 34-34 feladatot tar-
talmaz6 flizet egyikét (7/A, 7/B, 7/C, 7/D fiizet). Az ideiglenes tanterv
szerint tanulok nemcsak az 6sszpontszam alapjan, hanem a feladatoknak
matematikai ismeret, megértés, alkalmazas szerint csoportositott katego-
ridiban is jobb eredményt értek el, mint a régi tanterv szerint tanulok,
valamint kevesebb feladatot hagytak ki (Radnainé, 1983).
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Tantervek 1986 utan

A tapasztalatok feldolgozasa utan az 1986-os korrekcié ezeket az alapo-
kat nem valtoztatta meg, csak korszerisitette, s még gyermekkozelibbé
tette. Sziikitette a szamkort negyedik osztalyban, még inkabb hangst-
lyozta a szemléletformalast és tapasztalatszerzést a halmazok, logika,
geometria, kombinatorika, valdsziniiség, statisztika témakban, csdkkent-
ve a kdvetelményeket. A matematikai gondolkodas teriileteinek fejleszté-
sével megkisérelte emelni a gondolkodas altalanos kulturajat.

Az 1990-es években az iskoldk ex-/ex modon kezelték az 1986-os kor-
rigalt tantervet. A demokratikus konyvkiadas és a tandri szabadsag
szlogenek lehetdséget adtak a tanitasi modszerek valtozatossaganak meg-
nyirbalasara. Erdekes modon, az 1978-ban annyira furcsanak tartott mun-
kalapok, feladatlapok alkalmazéasa azonban altalanossa valt. A tanar eléké-
szitd, katalizalo, 6sszegz0 munkaja a tanitds soran sok helyen elmaradt.

Ezt a helyzetet mintegy stlyosabba tette a szakfeliigyelet rendszerének
atalakitasa, majd annak fokozatos megsziintetése/elsorvadasa. A tanarok
eleinte oriiltek az ellendrzo testiilet elttinésének, de a gyakorlati munka-
ban segitd, hirvivo, uj otleteket ado kiilsd ,,munkatars” hidnya lassanként
elbizonytalanitd hatast eredményezett. Nemcsak az ellenérzo szakfel-
tgyelo tint el a pedagdgiai rendszerbdl, hanem a segitd, jo tanart védo
kiils6 szakértd is.

Szamos kozponti kezdeményezés indult a széttartani latszo tantervi
keretek 6sszehangolasara. Szerencsés modon a matematika tantargy ese-
tében a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szakmai szerepe erésodott.
Egyre népszeriibbé valt a matematika problémakdzpontu tanitasa (Burk-
hardt, 1984; Szendrei, 2007; Kosztolanyi, 2000). ()sszességében elmondha-
to, hogy az 1986-os korrigalt tanterv az, amelyikre az iskolak ma is épitik
helyi tanterveiket.

A Nemzeti alaptanterv, a NAT
Az 1995-ben bevezetésre keriild Nemzeti alaptanterv kiemelte a témako-
rok koziil a gondolkodasi modszerek alapozasat, és valamennyi témakort

athato fejlesztési szempontta tette. Kozponti feladatta emelte a gyerekek
eltérd absztrakcids képességéhez vald igazodast, a differencialt fejlesz-
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tést. Hangsulyozta a valosag és a matematika kapcsolatanak felfedezte-
tését a mindennapi életben. Felismerte, hogy a matematikai szovegértd
képesség fejlesztésre szorul. Tovabbra is megtartotta a halmazszemléle-
tet. Csokkentette a kovetelményeket, de tovabbra is szorgalmazta a tevé-
kenységre ¢épiild feldolgozasmodot.

A témakoroket és kovetelményeket csak 16 éves korig fogalmazta meg.
A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat azonban tantervi ajanlast fogalma-
zott meg a kovetkezd két évfolyam szamara is. A matematika also és
fels6 tagozatos tananyagaban, felépiilésében, a kdvetelmények egymasra
éplilésében és modszertani ajanldsaiban a NAT egyenes folytatasa a kor-
rigalt tantervnek. Az alsos szakaszon beliil a tanévekre bontasban is jo
alapokat talalhatnak a helyi tantervek kidolgozoi az ,,el6d” tantervben.

A NAT 1995 Matematika kovetelményrendszerében a korabbi évekhez
képest Iényegesen nagyobb hangsullyal szerepeltek a matematika alkal-
mazasai, valamint a valoszinliségszamitas és a statisztika. Varga Tamas
mar a nyolcvanas évek elején fontosnak tartotta a szamologépeknek és a
rohamos fejlédést mutatdo szamitogépeknek az oktatasban torténd fel-
hasznalasat, maga is kereste ennek megfelel6 maddjait, és nem értett egyet
azokkal a szélsdséges nézetekkel, melyek szerint meg kell tiltani a sza-
mologépek, személyi szamitogépek iskolai hasznalatat. A NAT-ban tobb
helyen is talalunk konkrét utalasokat a zsebszamologépek megfeleld
hasznélatara.

A NAT, mint minden korabbi tanterv, sok vitat valtott ki. A biralatok
¢s ellenvetések hatasara 1999-ben megindult az un. kerettantervek kidol-
gozasa. Ezek jelentették a kdzbiils6 1épést, a kozvetitd eszkozt a NAT és
a helyi tantervek kozott, tehat segitséget, eligazitast nyujtottak a tanarok
szamara.

Az 1-6. osztaly matematika anyagaban ez sem hozott lényeges valto-
zast; a megfogalmazas modosulasaval csupan aprobb hangsulyeltoloda-
sok torténtek. A leglényegesebb valtozas az 6raszdmok jelentds csokke-
nése volt, ami megkérddjelezhette a felsd tagozatban mar feltételezett,
sOt elvart képességek ¢s készségek kialakulasat.

Megallapithatjuk azonban azt, hogy a mai napig ezek a kovetelmények
¢lnek akkor, amikor egységes mércével kivanjak értékelni a kiilonb6zo
tantervi teriileteken elért eredményeket. Ugyancsak ezek adnak tAmpon-
tot a késobbi NAT-valtozatok értelmezéséhez is, amelyek a fejlesztési
feladatok oldalarol kivanjak szabalyozni a matematika oktatasat.
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NAT 2003 — NAT 2007

A NAT 2003 matematika fejezetének el6zményét az E6tvos Jozsef Sza-
badelvii Pedagogiai Tarsasag NAT 2002 (Szendrei, 2002) tervezete jelen-
tette. Ez igen eltért felfogasaban az addigi tantervekt6l, mert nem a tan-
anyagot irta eld els6dlegesen, hanem azoknak a képességeknek a korét
is, amelyek kialakitasat a tananyagok altal a matematika célul tiizi ki.
Szamos olyan képesség fejlesztésének feladata is megfogalmazodott itt,
amelyet addig a matematikatanitas felhasznalt ugyan, de a fejlesztésérol
kevésbé gondoskodott. A tananyag itt szervesen €piil be a matematikai
képességek fejlods rendszerébe. Mivel az Uj Pedagdgiai Szemle mellék-
leteként jelent meg, a szakma széles rétegei reflektaltak ra. Sokan idvo-
z0lték 6rommel azt, hogy a hangstly olyan erésen a fejlesztés feladataira
helyezte a hangsulyt, szemben a korabbi NAT eléirt tananyag—kovetel-
mény kettdsével szemben. Természetesen sokan fogalmaztak meg agga-
lyaikat olyan értelemben, hogy a tantervirok, tananyagkészitk ¢élni fog-
nak-e azokkal a lehetdségekkel, amelyre a NAT felhatalmazza éket. Gon-
dolhatunk itt a tananyag szerkezetének atalakitasara, vagy példaul a fo-
galomrendszer-épités hagyomanyos megoldasainak megvaltoztatasara.

Ezekben a dokumentumokban a komplex matematikatanitasi kisérlet
egyik fontos tanulaselméleti vivmanya €l tovabb, nevezetesen az, hogy a
kutatasok eredményeinek megfeleléen biztositani kivanja a személyes
tapasztalatszerzésbol induld ismeretszerzést. Minden tanuld szamara biz-
tositani kell az elegendden széles kort személyes tapasztalas lehetdségét
— megfeleld targyi, manualis és gondolati tevékenységeket szervezve
szamukra —, hogy tanitoi/tandri irdnyitassal, segitséggel a sajat tapaszta-
latok altalanositasabol és absztrahalasabol jussanak el az ismeretekig (tény-
ismeret, képzet, fogalmak, dsszefiiggések ismerete, fogalmi rendszerek).

Részben a meggy6z6dés hianyaval, részben idohianyra valo hivatko-
zassal, esetenként a felkésziiltség hianyahoz jaruld kényelemszeretettel
is magyarazhatd, hogy ma még mindig sok helyen a tabla-kréta, fiizet-
ceruza ¢s a tandri kozlés (magyarazat) a tanitas-tanulas f6 eszkoze. Tor-
ténik ez annak ellenére, hogy a pedagdgusképzés igen nagy erdfeszitést
tesz a korszerli matematikatanitdsi modszerek ataddsara.

Igen nagy jelent6sége lenne annak, hogy nagyobb szamban folyjanak
a gyakorl6 pedagogusok altal megismert matematika tantargy-pedagogi-
ai kutatasok annak még hatékonyabb aldtamasztasara, hogy a 612 éves
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tanulok egyes matematikai témakdrokkel kapcsolatos ismeret-elsajatitasi
folyamatat és kognitiv képességeik fejlédését milyen modon lehet a pe-
dagogusi munkaban szolgalni. Ne lehessen — tudatlansagbol vagy egyéb
okokbdl — olyan modszereket kinalni és alkalmazni, amelyek hatraltatjak
a gyerekek fejlodését, akadalyozzak vagy akar lehetetlenné is teszik fo-
galmi rendszeriik épiilését. A Szendrei Julianna altal vezetett matemati-
kai bizottsag a szakma széles rétegeinek bevonasaval alakitotta ki a NAT
2003 és NAT 2007 1-6. osztalyos anyagat.

Tantervi matematikai témakorok
épiilése az 1-6. osztalyban — a matematikai
gondolkodas kiilonb6z6 formai

Az 1978-as tanterv eldtt a matematikai témakorok a szdmtan és a mértan
(aritmetika, geometria) elemi fogalmaira és f6ként a négy alapmiiveletre
terjedtek ki. A tanitasi modszerek koziil nagymértékben a bemutatas,
bevésés, szamonkérés harmasa terjedt el széleskdriien. Igen nagy volt a
tanarok kozott az eltérés a megértés fontossdganak, a gyakoroltatas érde-
kessé tételének, a szamonkérés egységességének kérdésében.

A tantervbe keriild 0j témakorok a matematika korszerii felépitését
tartottdk szem eldtt. Jogossaganak, fontossaganak megitélése ugyancsak
megosztotta a szakmat. Az elmult harminc év azonban nemzetkozi foru-
mokon is kikristalyositotta azokat a témakoroket, amelyek a kisiskolasok
matematikaoktatasat jellemzik. Ez pedig pontosan megegyezik a 78-as
tanterv témakoreivel (Dossey és mtsai, 2000).

Magyarorszag kozoktatasara jellemz0, hogy abban a nemzetkdzi atlag-
nal nagyobb szerepet kap a matematika, és a tantervek elkészitése soran
mélyebben meritiink a matematika tudomanya altal kinalt tartalmakbol.
A TIMSS mérések hattéranyagai szerint (pl. Mullis és mtsai, 2008) a ma-
tematika 6raszamaiban és a hangsulyosnak itélt tantervi kovetelmények
lefedésében felismerhetd a hazai kdzoktatas matematikatanitas iranti el-
kotelezettsége. Erre a matematika szaktudomanyi képzést is alapozo ta-
nitéképzésiink ad lehetdséget, amely matematika draszamaban, gyakor-
lati képzésében kiemelkedik mas orszagokhoz képest.

A kovetkezokben kicsit részletesebben bemutatjuk, hogy egy-egy té-
makor az iskolai anyagba kertilésekor milyen problémat jelentett a tani-
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toknak, tanaroknak, mert ez egyuttal az eredményes tanitas hatdsanak
elemzésekor is magyarazé tényezé lehet.

Szamok, miiveletek, algebra

A matematika tudomanya szempontjabol a szamok, a miiveletek és az
algebra témakoroknek a korai iskolai tanitasa alapvetd. Ezeknek a mate-
matikai témakoroknek az esetében nemcsak a tartalom valtozasat java-
solta mar az 1978-as tanterv is, hanem a tanitasi modszerekét, ami egyut-
tal az eredményes elsajatitasnak is alapkove.

Az egyik oktatas-modszertani jellegzetesség az volt, hogy mar az elsd
osztalytol kezdve modszeresen ismerkedtek a tanuldk a szam kiilonféle
jelentéseivel (pl. darabszam, mérészam, értékmérd, jel). Maig tartd el-
lenérzés fogadta azokat a torekvéseket, amelyek nyoman a mérdszam
tartalom mar a szamfogalom kialakitasanak kezdetén megjelent a darab-
szam fogalom egyenrangu tarsaként. Ennek a felépitésmodnak az erénye
az, hogy ezaltal a tortszam fogalom szerves folytatasa a kezdeti szamfoga-
lomnak, nem pedig erdltetett kiegészitd fogalmi tartalomként jelenik meg.

Jelentds tartalmi valtozast jelentett az, hogy a negativ szam fogalma és
az algebra a nyolcadik osztalynal hamarabb jelent meg. A szam jelenté-
sének ¢és jelolésének kiilonvalasztasara nagy eréfeszitések torténtek. (Az,
hogy 2 + 3 nem miivelet, hanem egy természetes szamnak az Osszeadas
miuveletével megadott jelolése, nehezen hodit tért. Pedig a koran termé-
szetessé valo sokféle jelolés elofeltétele annak, hogy a harom alkotorész-
bol allo tortszam is egyetlen szamként, egyetlen objektumként jelenjen
meg a tanuld gondolatdban. Vagy példaul a szazalék alak sem 1) foga-
lom, hanem csupan a szam egy masik jeldlése lehessen. Ez a szisztema-
tikus, és mind a jelentést, mind a jel6lést tudatositd tanitasi moéd ma mar
elméleti alapjat is megkapta Dehaene (2002) harmaskoédelméletében.

Hasonlo nehézségeket jelent az egyenldségjel és az egyenldségfogalom
kapcsolatanak megértése. Ginsburg (1998) esettanulmanyabdl is vilagos,
hogy az egyenléségjel sokkal inkabb egy procedura, egy cselekvéssor adott
pontjanak jelzését szolgalja a gyermek fejében (,,egyenléségjel utan a
megoldas jon”), semmint az ekvivalenciarelacio egy esetének megértését.

Mindegyik 0j torekvés oriasi vitat, ellenkezést valtott ki a tanarokban,
hiszen a ,,mindig igy tanitottuk, mégis megtanultak” érv allt szemben az
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uj javaslatokkal. A pedagdgusok nagy hangsulyt kezdtek fektetni arra,
hogy a tanuldk jol értsék az egyes miiveletek jelentését az dsszeado-,
szorzotablak automatikus megtanulasa el6tt. Altaldban elfogadtak és ta-
nitottak a tanarok az egyes szorzotablak kozotti kapesolatot, bar sokszor
csak nagyon formalisan.

Megfigyelheto a torekvés a matematikai miiveletek egységes jelolésére,
nevezetesen az, hogy mind a négy alapmivelet ugy keriiljon bevezetésre,
hogy az operanduszt kdvesse az operator (amivel a miiveletet végezziik).
A szorzas mivelete esetében nagy ellenallast valtott ki ez a torekvés.
Hiszen mind a kéznyelvi sz6hasznalat, mind a késObbi algebraban hasz-
nalt jelolés az els6 tényezdt emliti szorzonak. Ma még nem kellden elter-
jedt a matematikaoktatasban, hogy a miiveletek 6-7 éves gyerek szamara
torténd bevezetéskor torekedni kell az egységes, érthetd, egyértelmi értel-
mezésre. A megértett miivelet esetében mar élhetiink tovabbi moédosita-
sokkal. A fogalomalkotas pszicholdgiai sajatossagainak megértése a mai
napig sem valt a tanarjeldltek, a tanarok kedvelt és értett teriiletévé.

Az ,,0sztas esete” mas miatt osztja meg a tanarokat. Nehezen fogadjak
azt a torekvést, hogy a fogalom tanuldsanak szakaszdban az egyenld ré-
szekre valo osztast (partition) kdvetkezetesen kiilonboztessék meg a
bennfoglald osztastol (division). S6t, a muveleti jelekre is egymastol
kiilonbozo jelolést javasolt az 1978-as tanterv: ,,/”” (ferde tortvonal) lett
az egyenld részekre vald osztés jele, illetve ,,:” a bennfoglald osztasé.
A kétféle osztas megkiilonbdztetése mar egy évszazada is gyakorlata volt
a kozépfoku tanitoképzés matematikaoktatasanak (Pethes, 1901, 224. o.).
A valédi tartalomnak a miiveletre torténd leforditasakor nélkiilozhetetlen
a pontos értés. Itt a miveleti jel kiilonbdzdéségével kivantak segiteni a
fogalmi kiillonbozoség rogzitését. Sajnos, a magyar nyelv sajatossaga
csupan, hogy nincs e két kiilonb6z6é muveletre rovid szo.

Ezzel a fogalmi alapozassal a kisgyerek alakulo fogalmaiban a tortfo-
galom megalapozasat szolgalo, az osztasi algoritmus megértését eldsegi-
té egyenld részekre valod osztast a bennfoglald osztastdol mar a kezdd
id6szakban el kivanjak kiiloniteni. A természetes szamok bennfoglalo
osztasanak eredménye nem lehet tortszam. A bennfoglalé osztas a szam-
elméletben, az ,,0szthatosag” relacioban kap szerepet. (Példaul: 7 1ég-
gomb nem oszthato el 4 egyenld részre, 7 vekni kenyér viszont egyenld-
en eloszthato 4 csalad kozott: mindegyik kap 1 teljes vekni és még harom
darab negyed vekni kenyeret.) A kétféle osztas 6sszemosasa mind a tort-
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s

sét akadalyozza. (Lasd még errdl a realisztikus matematikai modellezés-
sel kapcsolatos megfontolasokat: Verschaffel és Csikos, e kotet masodik
fejezetében.)

Mig kiilfoldon irigyelték a magyarokat a kétféle osztas kiilon miivele-
ti jelének tankonyvben vald megjelenéséért, itthon kevésbé volt lelkes
a fogadtatas. Két szakma {itkoz6pontjava valt a kérdés. A tanitoknak a
kora gyermekkori fogalomalkotas sajatossagairdl valo tudasa nem nyert
elismerést az ,,egyetlen osztas miivelet van a matematikaban” gondolattal
érveld matematikatanarok kozott. Ok voltak azok, akik sokszor bizony-
talanitottak el a tanitokat a magasabb matematikai tudasukra valo6 hivat-
kozassal. Itt azonban még csak nem is matematikadidaktikai, hanem is-
meretelméleti és pszichologiai kérdésrdl van szo.

Ugyancsak kevéssé aratott sikert a miiveletek tanuldsdnak nem sablo-
nos, hanem az egyéni szamolasi eljarasokat is tamogat6 tanitasa. J6 har-
minc évvel késébb a metakognicio (lasd Csikos, 2007) gondolatkdrének
megjelenése szerencsére azonos iranyba mutat azzal a tanitasi moddal,
amely a tanul6 sajat szamolasi modjat kivanja els6sorban benne tudato-
sitani, szorgalmazza a tarsaktol, a tanartol vald szamoléasi mintak tanula-
sat, majd a tanulonak legnagyobb biztonsagot ad6 eljarasi mod automa-
tizalasat késziti eld. A tanartol természetesen ez a modszer tobbféle algo-
ritmus ,,josaganak” elfogadéasat és kovetni tudasat varja el. Megjelent a
becslés fontossaganak kiemelése is. Ez nem a fejszamolas gyengitését,
hanem éppen annak erdsitését kivanta szolgalni.

Ugyancsak az 1978-as tantervt6l kezdve jelenik meg az a gondolat,
hogy a szamkor bdvitése, a tortszamok, negativ szamok bevezetése mar
also tagozatban kezdddjék. Bar az otlet eleinte igen furcsanak tiint (addig
a negativ szam 8. osztalyban jelent csak meg), végiil befogadasra kertilt a
sz€les tanitoi és szakmai korok altal. A részletek kidolgozasa soran azon-
ban kevés tankdnyv mutat iranyt arra, hogy a ,,tort mint szam” jelentés
megfeleld alapozast nyerjen. A fogalom alakulasa inkabb megreked a tort
mint relacio jelentésnél. Ez magyarazza azt, hogy a tortfogalommal a
tanulok nehezen birkdéznak meg. Igen hirtelen az ugras a ,,harmada”, ,,ne-
gyede” relacid szerepeltetése €s a tortnek a szamegyenesen valod jelolése
kozott.

A szamolasi eljarasok, a szamolasi algoritmusok tanitdsaban még a zseb-
szamologépek olcsosaga, a kdnyvelési munkak kotelezd gépi ellendrzé-
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sének szabalya sem dontotte meg az irasbeli algoritmus fontossaganak
hegemoniajat. Nagy szakmai vitak eredményeként keriilt el6térbe az al-
goritmus megértésének fontossaga a pusztan magolasos tanulas rovasara.
M¢ég mindig sokan valljak azonban azt, hogy ,,nem baj, hogy nem érti,
csak csinalja”. Az osztasi algoritmus nehézsége éppen abban rejlik, hogy
a tobbjegyli szam egyjegyli szammal val6 szorzatanak elérebecslése nem
kap elég hangsulyt a tanitds soran, ez nem jut el készségszintre. Holott
ez az osztasi algoritmus pillére. Feltehetd, hogy a mainal késobbi életkor-
ra kellene keriilnie az algoritmusnak, amikor a kétféle osztas egyenérté-
kiisége valdban kialakul a gyerekekben, és az algoritmust mint emberi
alkotast is értékelni tudnak. Ennek az algoritmusnak késobb a kozép-
iskolai elemi algebraban van nagy szerepe.

Altalanos dilemmaja a kozoktatasnak az, hogy kisiskolas kortdl kezd-
ve meg kell taldlni az egyensulyt a praktikus ismeretek (képletek, ,,re-
ceptek™) elsajatitasa és az értd, problémamegoldo, dsszefliggés-orientalt
gondolkodasfejlesztés kozott.

A szamelmélet elemeinek tanitasa joval tobb célt kivant megoldani
annal, hogy a természetes szamokat a ,,paros-paratlan” csoportokba be-
ossza. A szamtulajdonsagokra valo figyelés lehetdséget ad arra is, hogy
a szamokat mint egyedeket vizsgaljuk meg, ezaltal az egyes szamok
»személyes ismerdsokké” valjanak. A szamrendszerbeli felirastol fiiggd
tulajdonsagokra valo figyelés alkalmas a tizes szamrendszer fogalméanak
erOsitésére. A témakor alkalmas az elemi logikai ismeretek gyakorlasara,
tovabbfejlesztésére. Ebben a folyamatban fordulopontot jelent annak
megtapasztalasa, hogy tagadassal is lehet szamtulajdonsagot megfogal-
mazni (pl. a 7 egyarant rendelkezik a ,,paratlan” és a ,,nem paros” tulaj-
donsagokkal). Az elrejtett elemek, szamok barkochba moddszerrel valo
megtalalasa soran er6sodik a logikai ,,és” tartalma. A sejtés €s a bizonyi-
tas egymastol valo eltérése is megjelenik ebben a modszerben: mint a
taldlomra valé rakérdezésnek és az elemek céltudatos kizarasnak egy-
mastol valo eltérése.

Alkalmas terepet kapunk a szdmtulajdonsagokkal kapcsolatban az egy-
szerl kovetkeztetések elsajatitasara is. Ezaltal a szamtan témakor igen
alkalmassa valik a tanulok gondolkodasi modszereinek fejlesztésére.

Az algebra elemei is az 1978-as tantervtdl kezdve jelentek meg az also
tagozatos anyagban tananyagként. Az id6 probajat kialltak. Mit is jelent
ez a kezdeti algebra? Ez eleinte egy-egy ,,gondoltam egy szamra, ame-
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lyik eggyel kisebb, mint 9” tipusu szoveges feladatokhoz kapcsolodo
lejegyzési triikkként keriil bevezetésre (g = 9 — 1). A szabalyjatékokhoz
kapcsolodva jelennek meg a , keretek”, amelyek eleinte kdnnyebben koz-
vetitik a betliknél azt a tartalmat, hogy sokféle szam helyettesithetd a
keretekbe. (Pl.: Keresd meg azokat a keretbe irhatd 1 és 20 kozotti sza-
mokat, amelyikre igaz az, hogy a keretbe irt szam + 1 > 13. Vagy akar ez
a feliras is természetes kell hogy legyen: 13 < keretbe irt szam + 1. Ez az
egyenldtlenség két objektum 6sszehasonlitasat jeleniti meg. Vagyis a mi-
velet és a szam fogalmanak kapcsolata nem ér ott véget, hogy ,,szamitsuk
ki balrol jobbra, és akkor kapunk végeredményiil egy ujabb szamot”. A mii-
veleti jel szerepeltetése nemcsak folyamatra, elvégzendé miiveletre utal-
hat, hanem objektumot is megjelenit.)

Ez a Iépés azért olyan fontos, mert a szamfogalomnak, a miiveletfoga-
lom alakuldsanak idészakaban nemcsak a ,,szdm mint egy folyamat ered-
ménye”, hanem a ,,szam mint objektum” tulajdonsaga is alakul. Amely
kettdsség egyiitt kezelésének képessége a matematika értése szempontja-
b6l alapvetd fontossagu. Ennek a kettdsségnek a didaktikai kiemelésére
hasznalatos a process €s a concept szavakbol alkotott procept fogalom
(Gray és Tall, 1994). Tehat a szam procept, amely a fogalomalkotas ne-
hézségének egyik 6 oka. A tanitas hatékonysaganak egyik zaloga éppen
az, hogy sikeriil-e ezt a kettds természetet, valamint a fogalmi arculatok
egyikébdl a masikba valo atlépést, majd visszalépést a tanulok szamara
természetessé tenni. (A 13 < keretbe irt szdm + 1 esetében is éppen ezt
a mentalis folyamatot varjuk el a tanuloktol. A ,keretbe irt szam + 17
rész értéséhez és a szamitashoz a fogalom folyamat arculatat kell érteni.
A megoldas megadasahoz pedig mar a ,keretbe irt szam + 1” objektum
arculatanak kezelése, azaz szamok nagysaganak Osszehasonlitdsa sziik-
séges.)

Tovabbi eldrelépést jelent az algebra tanulasaban a szaballyal rendel-
kezo gépek, tablazatok ,,mikodését” leird szabalyok igazsagéanak, azo-
nossaganak vizsgalata. Egy ilyen feladatot mutat be a 3.7. abra.
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Valaszd ki, hogy melyik 6sszefliggés teljesiil ennek a tablazatnak min-
den oszlopéra!

v’4’7‘9‘5 ‘11‘13 ‘15 ‘19
A‘Z‘S ‘7 ‘3 ‘9 ‘11 ‘13 ‘17

a) ¥:2=A
b) v-2=A
c) A+2=w
d) $-3<A

3.1. abra. Példa a ,,szaballyal rendelkezé gép” tipusu feladatokra

Ezeken a feladatokon keresztiil olyan tapasztalatokat szereznek a ta-
nulok, amelyek az azonossagok, azonos atalakitasok, ekvivalens atalaki-
tasok témakdreit készitik el6. Az ilyen feladatok megoldasa egyébként a
szabalyindukciora épiil, és fejleszti az induktiv gondolkodast is. Ugyan-
akkor a fliggvényfogalom alakulasat is segitik az ilyen feladatok, természe-
tesen megfeleld tanitasi-tanulasi modszerek €s ehhez csatlakozo tevé-
kenységek esetén.

A szoveges feladatokkal kapcsolatban természetes mdédon segithetd
a pre-algebrai ismeretek alakulasa: az algebra nyelvére valé forditas fo-
lyamata. Itt rendkiviil sok esetben talalkozunk azonban a sietséggel, a for-
malizmust erdlteté gyors megoldasokkal. Az 5—6. osztalyos tankonyvek
egy része is igen hamar szorgalmazza a formalis eljarasok tanitasat és az
olyan kifejezésekkel val6 manipulalast, amelynek megértése még nem
torténhetett meg.

Holott az egyedi esetek kiilonallo megoldasa, a tevékenység (pl. legyen
a palcika hossza az els6 nap alatt megtett ut! ...), a rajz, a rajzos model-
lek kialakitasa €s annak algebrai nyelvre torténd leforditasa sok idot
igényl6 feladat. Altalanos modellként valo alkalmazasuk elétt azonban
konkrétum kozeli mély megértés sziikséges. (Egy » + 10 = 100 osszefiig-
gésben nem mindegy az algebra, a formuldk jelentésének kés6bbi meg-
értése szempontjabol, hogy a tanulo6 arra gondol-e, hogy r a radirt jelen-
ti, vagy tudja azt, hogy r a radir arat jelenti ebben az dsszefiiggésben,
mégpedig abban a pénzegységben, amelyben a 10 és a 100 adatokat is
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megadtak a feladatban. Eleinte a formalis megoldasban nem akad meg a
folyamat akkor sem, ha nem megfelel6 a szemlélet, de kés6bb elérkezik
a tanul6 egy olyan szakadékhoz, amelyen az elsietett absztrakcio kovet-
keztében mar igen nehezen ugrik at.)

Reldciok, fiiggvények, sorozatok

A relaciok, fliggvények, sorozatok tartalmi teriilet egyarant szolgalja a ma-
tematikatol mindenki altal elvart ,,logikus gondolkodas” fejlesztésének,
valamint a matematikai fogalmak, modellek tovabbi alakulasanak lehet6-
ségét.

Merdben Gjnak szamitott a témakdr egésze az 1978 el6tti tananyagok-
hoz képest. A sorozatok témakdrnek az elddjeként a ,,sorminta” rajzolasa
tekinthetd, ami igen jo volt, de sajnos a legtdbb helyen kikopott a tanitoi
eszkoztarbol. Jol szolgalja a sorozat informalis fogalmanak bevezetését,
és diszitésként valo alkalmazasa a minta (pattern) esztétikai vonasat
emeli ki, ami a ‘matematika szép’ gondolattal segiti a matematika iranti
pozitiv attitid kialakulasat.

A kezdeti id0szakban a relaciok bizonyos tulajdonsagok észrevételét,
kiemelését szolgaljak. Nyelvi megfogalmazasuk, jel6lésmodjuk a mate-
matikai kommunikacioba valo belépést jelenti. Amikor eligazodni tanul-
nak adott konkrét kapcsolatokban, dolgok, fogalmak kozott talalnak
olyan Osszefliggéseket, amelyek egyre jobb megértésiiket teszik lehetd-
vé. A mondott tevékenységek fejlesztik a tanulokban elemi gondolkoda-
si formék alakulasat, viszonyok attekintésének képességét.

Az 1-6. osztalyokban sokkal inkabb a ,,modellszerep” emelddik ki
(relacio, fiiggvény, sorozat mint egy valddi probléma matematikai mo-
dellje). A témakor fontos feladata az Osszefiiggés-felismerd képesség
fejlesztése. Természetesen sok elemi ismeret is feltarul a harom témakor-
rel kapcsolatban, de a legfontosabb maga az 6sszefliggés-felismerd ké-
pesség fejlesztésének folyamata, nem pedig a néhany memorizalhat6
jelolés, fogalom elem.

Ki kell emelni az ardnyossagi gondolkodas fejlesztésének feladatat,
amelynek elnagyoldasa még mindig jellemzi az iskolai gyakorlatot. Talan
itt hianyzik legjobban a tanarok beleérzd képessége, nem értik a tanulo
gondolkodasanak lassu fejlédését, nem értik a sok-sok tapasztalat bemu-
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tatasanak sziikségességét. Azt hiszik, hogy konnyu példaul az allando
novekedés latasat, érzetét felvaltani az aranyos (szorzasos) novekedésé-
vel. Az a tény, hogy sok helyen mar a megfelelden kialakult aranyossagi
gondolkodas eldtt erdltetik a mértékegység-valtasi feladatokat, éppen
errél a szakmai hianyossagrol tantiskodik.

Megoldhat6 korai aranyossagi gondolkodassal az a feladat, hogy: ,,me-
lyik tobb, fél 6ra vagy 50 perc?” Ekkor a gyerek ugy gondolkodik, hogy
30 + 30 = 60, tehat fél ora tartama 30 perc, €s erre alapozza megoldasat.
Ha azt javasoljak neki, hogy a feladatot ugy oldja meg, hogy ossza el
a 60-at kettovel, akkor mar a

@-2=60
2

forditott aranyossagi gondolkodast kellene hasznalnia, amelyet esetleg
csak 11-12 évesen sajatit el. Sok mértékegység-valtasi feladat nem kel-
16en atgondolt megfogalmazasa ugyanigy a forditott aranyossagi kapcso-
lat alkalmazasat varja el mar korai idészakban (akar alsé tagozatban)
a tanulotol.

A relaciok, fiiggvények tanitasanak gyakorlata irott, rajzolt modelleket
készit eld; a szamegyenes, tablazat, graf, parhuzamos szamegyenesek, derék-
sz0gl koordinata-rendszer mint modellek beépiilnek a kommunikacios
eszkoztarba; ezaltal magasabb szintli fogalmi gondolkodas elérését teszik
lehetéve. Segitségiikkel kozelitheté meg példaul a relcio, a fiiggvény in-
verzének eleinte ugyan elemi gondolatkdre mar az adott iskolai fokoza-
tokon is.

A matematika szamos témakdre lehetdséget ad a relaciok—fliggvények
témakor fejlesztésére is. Példaul a geometridban is segitséget ad az egye-
nesek parhuzamossaganak, merélegességének relacioként valo vizsgala-
ta is stb.

Ugyanakkor a témakor elterjedt tanitdsi modja, amelyik igen alkalmas
a sejtés €s a bizonyitas kiilonbozoségének megérzésére, nem fektet elég
sulyt a bizonyitasi igény fejlesztésére (Csikos, 1999). Sok tanar megelég-
szik példaul egy sorozatban mutatkozo6 szabaly kimondasaval, de annak
a gondolata, hogy a szabaly akarmilyen természetes szamra valo fennal-
lasa még nem nyilvanvalo, nem keriil eld. Sem az, hogy a megfogalma-
zott sejtés felhasznalasa bizonyitasra is szorul. Ezekre a gondolkodasi
folyamatokra kevesebb rutinfeladat megoldasa esetén keriilhet sor, vala-

125



Szendrei Julianna és Szendrei Maria

mint a kételkedés mint természetes emberi tulajdonsag allandé jelenlé-
tekor.

Geometria, mérések

A geometria iskolai tanitasa koriil sok nemzetkdzi vita folyt. A geometria
tradicionalis axiomatikus tanitdsa nyilvanval6 kudarcot vallott. A Bour-
baki-csoport nagy harcot folytatott azért, hogy nemcsak a matematika
tudomanyabodl, hanem az iskolai targyalasmodbdl is keriiljenek ki a
szemléletes targyaldsmodra épité didaktikai megoldasok. Euklidesznek
mennie kell! — adta ki a jelszot Dieudonné (Robitaille és Garden, 1989).
Tobb orszagban ezek hatasara a geometria [ényegében kiszorult az isko-
laban tanitott témakorok koziil. Ami megmaradt, az a keriilet- és tertilet-
szamitas témakore volt, ami lassan még kiegésziilt néhany elemi alakzat
és minta (pattern) vizsgalataval a nyolcvanas években. Nem kdvette azon-
ban ezt a tendenciat a magyar matematikatanitas gyakorlata. Itt is valto-
zas tortént az 1978 elotti tantervekhez képest. A valtozas nemcsak a tan-
anyagban tortént, hanem a tananyag javasolt feldolgozasaban is.

A geometria tanitdsaban az als6 tagozatban addig szokatlan egyedi
esetekbdl valo kiindulas modszere keriilt elétérbe. (Tehat nem a pont,
egyenes, szakasz stb. fogalmakbol indulunk.) Példaul az épitések kap-
csan el6bb keriilnek el6 a térbeli alakzatok, mint a sikbeliek; sokféle négy-
szoggel valé munka, ezek tulajdonsdgaik szerinti csoportositasa elézi
meg a négyszogek definidlasat stb. Holott korabban éppen a specialis
esetek tanitasaval vald kezdésre tevédott nagy hangsuly. A kisgyerek
fogalomalkotasahoz valé alkalmazkodas kezdte fokozatosan athatni a
geometriai fogalmak alakitdsanak utjat. Rickart (1998) szerint a geomet-
ria egyik sajatossaga (példaul az aritmetikahoz ¢és az algebrahoz képest),
hogy a benne hasznalt fogalmak egészen kozel allnak a hétkoznapi
nyelvhez, és emiatt a didkok nagy része konnytinek érzi az elemi geo-
metriat. A geometriai definiciok alkotasa sokéves elokészité munka so-
ran, apranként valik a tanulok kommunikacios eszkozévé, felhasznalva a
készen magukkal hozott, naiv, hétkoznapi fogalmakat, €s azokat preciz
matematikai tartalommal toltve meg.

A geometriai fogalmak egymasra épiilésének egy modelljét van Hiele
alkotta meg. A modell explicit hatdsa nyomon kdvethetd az amerikai
matematikai értékelési keretekben (National Council of Teachers of
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Mathematics, 2000). Van Hiele modelljében a geometria tanulasanak
egymasra épiild, szekvencialis 1épcséi szerepelnek (van Hiele, 1986; Senk,
1989). A geometriai tudas elsajatitasa ez alapjan a vizualizaciobodl indul
(vagyis a vizualis képzetek és a megnevezésiikre szolgalo fogalmak Osz-
szekapcsolasabol), és végiil a deduktiv elemzés szigoraig jut el a geomet-
riai gondolkodas. Figyelemre méltd, hogy bar ez a sorrendiség €s egy-
masra épiilés tudomanytorténetileg és a gyermeki gondolkodas fejlodé-
sében is megfigyelhetd, a tanarképzésben gyakran alarendelt szerepet
kap ennek a fejlodési utnak a végigjarasa, és a deduktiv felépités valik
dominanssa.

Alapkoncepcidjaban a van Hiele modellel rokon az ugynevezett SOLO-
modell (Structure of the Observed Learning Behavior), amelyet piaget-
ianus és bruneri-dienesi alapokon allva hasznalhatunk a matematikai (és
ezen beliil specialisan a geometriai) tudas értelmezésére és értékelésére.
A van Hiele-i szintekhez képest tovabbi elem, hogy jellemzo életkori
szakaszokhoz kapcsolja a tudasfejlédés ciklusait. A ciklus kifejezés szan-
dékolt, hiszen latszolag ugyanazokat a matematikai elveket és fogalma-
kat ¢életlink soran ujra és Ujra tanuljuk és mentalisan reprezentaljuk.
A most minket érdekld 6—12 éves korosztily szamara a SOLO-modell
tanulsaga az, hogy a korabbi életkorokbol a szenzori-motoros (enaktiv)
¢és ikonikus tudaselemekhez az iskolazas éveiben csatlakoznak hozza az
irott nyelvi és a matematikai szimbo6lumok. Jellemzd, hogy a tanulasi
ciklusok soran a tanul6 elészor egy adott szempontra vagy adatra figyel,
majd tobb forrast hasznal, végiil pedig egy koherens képet alkot onmaga
szamara, majd a kovetkez6 tanulasi fazisban eldlrdl kezdédik egy ujabb
ciklus. A tanulasi ciklus elemeihez oktatési és értékelési fazisok tarsitha-
tok (Pegg ¢és Tall, 2010).

A tanulok tevékenysége, a geometriai konstrukciok létrehozasa tobb-
féle fejlesztést szolgal, egyuttal tobbféle geometriai teriilet elokészitésé-
ben is szerepe van. Ez a kiindulépontja a geometriai transzformaciok
tanitdsanak, ami ugyancsak ujként jelent meg az 1978-as tantervben.
A konstrukciokrol valo beszélgetés, kommunikacié segiti a tulajdonsa-
gok kiemelését, nem ,,ratukmalja” a gyerekekre az elnevezéseket, hanem
azok mint altaluk keresett nyelvi pontositasok ,,keriilnek el6”. (Példaul a
parhuzamos papirszalagbol vagott négyszogek 0sszefoglald neve lehet
az, hogy ,.trapéz”. A megépitett tetraéder ¢lét alkotd szivoszal helyett egy
id6 utan azt mondjuk, hogy ,,é1” stb.)
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A ,,sz6g” fogalma is elOkeriilhet Gigy, mint a kommunikaciot segitd
kifejezés, amikor példaul a gyerekek egy deltoid alaku sarkdnnyal kap-
csolatban spontdn modon csak a szélesebb-keskenyebb kifejezést hasz-
nalnak. A szog fogalmanak tanitdsa még egyaltalan nem érte el azt a
mélységet, ami elvarhato. Igen sok helyen nem alakzatok, helyzetek
megkiilonboztetésére, leirasara alkalmas fogalomként kertil elé (pl. mit
jelenthet az erds sz6 ebben a szakszovegben: ,.er0s lejtés esetén a csapa-
dek hatasossaga az esO befejeztével gyakorlatilag megszlinik”?). Igen
sok tankdnyvben is a sz0g mérése, a szoggel kapcsolatos elnevezések
tanitasa az, ami eldkeriil. Ezaltal egyaltalan nem torténik meg a késébbi
évek, példaul a kozépiskola szogfiiggvényeinek fogalmi eldkészitése.
Kevesebb paradoxon keriil be a tanitasi gyakorlatba, esetleg azzal a kifo-
gassal, hogy ,,nem akarjak megzavarni a gyerekeket”. Holott a jol el6készi-
tett paradoxon meghivja a belsd motivaciot, segiti a tanultaknak a hosszu
tavi memoriaba vald bekeriilését.

Az adott feltételt konstrukciok készitése a gondolkodasmodok koziil
kiillonosen fejleszti a kombinativ gondolkodas alakulasanak kezdetét,
amikor a ,,minél tobbféle megoldast allits el6¢” utasitasnak megfelelden
tevékenykednek a tanuldk. A specialis konstrukcios eszkdzok szerepelte-
tése, a feltételek valtoztatasa, szigoritasa pedig akar az eukleidészi szer-
kesztés gondolatkdrének megértését segiti eld.

A méretes geometria elemeinek tanitasa nem szamitott 1j témakdrnek.
Az azonban, hogy maga a mérés elméleti megalapozasa mar a kisiskolas
korban kezdddik, valamint a kozelités elve is koran megemlitésre, sot
alkalmazasra keriil, ujnak szamitott. Ugyancsak maig tartd értetlenség
kiséri azt a javasolt tanitdsi mdodszert, amely a kertilet-, teriilet- és felszin-
szamitast konkrét problémak megolddsa soran mar alkalmazza, ugyanak-
kor a ,,képlet” megtanitasanak idszakat elnyujtja.

A geometria és a mérések tartalmi teriileten beliil a tantervek, a tan-
konyvek és az értékelés szamara is tobb részteriiletet lehet definilni.
Megjegyezziik, hogy az IEA tarsasdg nemzetkozi rendszerszintli mérése-
iben a geometria és a mérés elkiiloniilt tertiletekként jelentek meg. Ezt
részben az SI bevezetése koriili atmeneti idészak indokolta. A ,,szoro-
sabb értelemben” a geometridhoz sorolt teriiletek kozott a kiillonbozd
geometriai alakzatok létrehozasa (manipulativ, majd képi szintli konst-
rukciodja) és a geometriai alakzatokkal végzett transzformaciok jelente-
nek tovabbi részteriileteket. Tovabbi részteriiletként a térben torténd ta-
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jékozodas hatarozhatd meg, ugyanakkor ennek szamos atfedése van a
,Foldiink-kornyezetiink” és az ,,Ember a természetben” miiveltségi terii-
letek tartalmi kovetelményeivel.

Kombinatorika, valosziniiségszamitas, statisztika

Az 1978-as évben ezeknek a témakdroknek a tantervbe keriilése (C. Ne-
ményi, Radnainé ¢s Varga, 1977) igen nagy felfordulast okozott. Egyrészt
amiatt, hogy a tanitoék még nem tanultak a képzdintézményekben. A ta-
nulok gondolatainak megértése, esetleges korrigalasa ezekben a témako-
rokben kiilondsen proba elé allithatja a tanitokat, tanarokat. Ez is oka
lehet a témakorok keriilésének. A szililok sem tanultak ezeket a témako-
roket az iskoladban (esetleg csak egyetemi szinten), szamukra tal ,,magas-
nak” vagy tul jatékosnak, idot vesztegetonek tliint zaszlok szinezésérdl,
kockadobasrol beszélgetni a tanorakon. Az uj matematika tanterv koriil
fellangoloé publicisztika, amely javarészt tamado volt, ugyancsak ezen
témakorok tanitasa terén bizonytalanitotta el legjobban a tanitokat, tana-
rokat. Azt mondhatjuk, hogy ez a hat4s a mai napig tart. Még hosszu kép-
z¢si, tovabbképzési folyamat sziikséges ahhoz, hogy a tanitok, tandrok
kell6 rugalmassaggal vallaljak a tanulokkal valo egyiittgondolkodas buk-
tatoit, tovabba fontosnak érezzék — a tananyag megtanitasa mellett —
a tanulok gondolkodéasanak fejlesztését, amelyre a kombinatorika és a
valdszinliségszamitas témakor kiilondsen sok lehetdséget nyujt (lasd
Rényi, 1973). Azonban barmilyen formalizald, axiomatikushoz kozelitd
felépités éppen ellentétes célt érhet el. Iskolarendszeriinkben a valoszi-
ntiségi gondolkodas fejlesztésének sziikségességére empirikus kutatasok
is felhivtak a figyelmet (Bdn, 2002).

A valoészinliségi és a kombinativ gondolkodast 6sszekapcsolja a meg-
kozelitésmod induktiv jellege, vagyis a pszicholdgiai értelemben vett
tapasztalati, induktiv, sok esetben divergens gondolkodas. Hiszen a kom-
binativ gondolkodas az, amelyik nem elégszik meg azzal, hogy egy fel-
tételrendszernek egyetlen megoldasat talaljuk meg csupan, hanem az
Osszes esetet szamitasba veszi. Majd ezt a tudast felhasznalva kereshetd
meg egy adott helyzethez illeszkedd optimalis megoldas. A valdsziniisé-
gi és statisztikai gondolkoddsmod, amelyet a szakirodalom a sztochasz-
tikus vagy korrelativ gondolkodasmod névvel is illet, képes gondolkodni,
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dontéseket hozni nem determinisztikus eseményekkel kapcsolatban. S6t
a determinisztikus eseményekkel kapcsolatos megallapitasokat, dontése-
ket is sokszor azokat sztochasztikus eseményeknek tekintve hozzak meg
a tudosok, gyakorlati emberek (példaul a meteorologiaban, menetrendek-
kel kapcsolatban, szimulaciok igénybevétele soran stb.).

Mivel ezek a gondolkodasmodok azzal a sajatos vonassal rendelkez-
nek, hogy a nem biztos eseményekrol is sokat tudunk mondani matema-
tikai modszerekkel, ezért ezeket a gondolkodasmodokat a lehetd legko-
rabban az iskolaban is fejleszteni kell (hiszen spontan médon minden-
képp fejlédnek valamilyen iranyba a kéznapi €élet ¢lése soran, lasd még
Vancso, 2010). Ellenkez6 esetben olyan torzulas, ,,merevség” tapasztal-
hato, amely a tobbféle alternativa felvazolasat, az azok kozotti valasztast
vagy a nem determinisztikus eseményekkel kapcsolatos ésszeri dontést
lehetetlenné teszi. Hasonloan mas matematikai teriilletekhez, a természe-
tes emberi gondolkodas (és ezen belill a mar 6vodaskorban fejlédé gon-
dolkodasi komponensek) matematikai szempontbol ,,tévképzetnek”,
szebben fogalmazva: inkorrekt heurisztikanak tekinthetd. A valdszinlisé-
gi és kombinativ gondolkodas teriiletén ilyen elhajlést tart f6l Tversky és
Kahneman (1983), valamint Even és Tirosh (2008).

Maga a tananyag nem nagy, de a gondolati fejlédés hosszu ut eredmé-
nye. Arrél nem is beszélve, hogy a véletlen eseményekkel kapcsolatos
intuitiv gondolkodastol azt varjuk, hogy meritsen az iskolaban szerzett
tapasztalatokbol.

A valoszinliség témakore a tortekkel valo miveletvégzéshez alkalmas
terepet nyujthat, akar szazalék, akar mas alakban adott az esemény valo-
szintsége. A témakor tanitdsanak gyakorlata egyelére kevesebbet valosit
meg ezekbdl anndl, mint ami az 1978-as tanterv készitdinek reménye
volt. A tortekkel vald miveletvégzés ugyanugy tanitasi anyag, mint az-
elott, a valosziniiségek kiszamitasat mint gyakorlati terepet azonban ki-
hagyjak a tanitasi anyagok, a kerettantervek készitoi.

Az elemi szamitasok kihagyasanak az a veszélye, hogy a gyakorisag,
relativ gyakorisag, statisztikus valoszinliség, a szamtani atlag fogalmak
nem a problémamegoldasban gyokereznek; az adatabrazolasok jelentésé-
nek az 1-6. osztalyban elvarhaté fogalmi elokészitése esetleg puszta for-
malitds (verbalis definicio) marad.
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»A matematikai gondolkodds modszerei” tartalmi teriilet

A ,,matematikai gondolkodds modszerei” témakor Magyarorszagon a 78-
as tanterv bevezetésével keriilt be elészor az iskolai tananyagba. A hal-
mazok témakdrrel vald kdzvetlen foglalkozas a nemzetkdzi szinten meg-
ujuld tantervek legtobbjében szerepelt, de a targyalds modja és formalis
volta (a definiciok, jeldlések hasznalata) korantsem volt olyan visszafo-
gott, mint a magyar tanterv esetében. Bar hamarosan a magyar tanitok és
tanarok is hajlottak arra, hogy minél tobb szaksz6 hasznalataval mutas-
sak meg azt, hogy ,,milyen komoly” matematikat tanitanak. (A matema-
tikai gondolkodas fejlesztésének pszichologiai kérdéseirdl részletesebben
lasd e kotet elso fejezetét.)

Eleinte nehézséget okozott a matematikat oktatok korében annak elfo-
gadasa, hogy a személyek, targyak Osszehasonlitasdnak, sokasagokbol
valo valogatasnak, rendezésnek mennyire nagy szerepe van a ,tulajdon-
sagok észrevevésében”, az akaratlagos megfigyelés fejlesztésében, a ta-
pasztalatok rogzitésében, a megfigyelések megfogalmazasaban.

Uj témat jelentett a fogalmak kapcsolatainak és halmazok kapcsolata-
inak megfeleltetése (példaul: alarendelt—folérendelt fogalom). A magyar
nyelvben hasznalatos ,,nyelvi-logikai” fordulatok (,,minden...”, ,,van
olyan...” stb.) hasznalatanak a matematikaban valo elérehaladassal valo
szoros kapcsolatara is ekkor kezdtek figyelni a tanarok. Azaz az elnevezé-
sek hasznalata nélkiil a kvantoros allitasok és tagadasaik tudatos feldol-
gozasara kertilt sor. Tobbek kozott éppen ezek a nyelvi-logikai fordulatok
hianyozhatnak az iskolaba keriild hatranyos nyelvi helyzetii gyerekek
nyelvhasznélatabol. Ezért a matematikai megértés elemi feltétele ezeknek
a hianyoknak a felszamoldsa. Hasonlé modon a problémamegoldashoz
sziikséges szovegértés fejlesztése is alapvetden fontos a matematikadran
is (Csikos, 2003).

A logika elemeinek megjelenése segitette annak a gyakorlatnak a ki-
alakulasat, hogy a tanulo feladata allitdsok megfogalmazasa is legyen,
nemcsak az, mint korabban, hogy masok altal kimondott allitasokat pon-
tosan megtanuljon. Igen nagy vitat valtott ki a ,,nyitott mondat” témakor
megjelenése. Nem segitette a helyzetet, hogy a témakor mar mas orszagok-
ban iskolai anyag volt. Nehéz volt elfogadni azt, hogy ennek — az egyen-
letet, egyenlétlenséget is magaba foglalo tagabb kategoridnak, a logikai
fliggvénynek — a tanitasara keriiljon sor.
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A bizonyitas igényének megjelenitése mar az elsé osztalytol kezdve
fejlesztendd teriilet, de az ebben vald egyéni elérehaladas tanulonként na-
gyon eltérd lehet. Ennek ellenére érdemes megkivanni az egyes témako-
rok targyalasa soran a kételkedés, az érvelés, a bizonyitas gondolatkdrének
jelenlétét, valamint a tanulok aktiv elérehaladasat ezeken a teriileteken.

Az alsé tagozatos tantervi torekvéseket a felsd tagozat részérdl renge-
teg tamadas érte. Cikkekben, tanari testiiletek tilésein gyakori szlogen
volt: ,,ti csak tanitsatok meg a gyerekeket szamolni, mi a felsd tagozaton
majd megtanitjuk éket gondolkodni”. Ez a felfogds nem csupan azért
téves, mert a szamolas megtanitdsaban is jelentds gondolkodasfejlesztés-
re van szlikség €s lehetdség. Tetten érhetd benne az a felfogds, amely a
szamolast mechanikus készségként értelmezi, €s nem vesz tudomast ar-
r6l, hogy a legegyszeriibb szamolasi miiveletekben is — még felndttkor-
ban is — jelentds stratégiavaltasok torténnek (Lemaire és Lecacheur,
2004). A gondolkodasfejlesztés fontossagat fejezte ki a Ratz Laszlo van-
dorgytlésen Suranyi Janos professzor emlékezetes mondata: ,,Nem tu-
dom, hogy meg lehet-e a gyerekeket tanitani gondolkodni, de azt tudom,
hogy a gondolkodasrél igen nagy sikerrel lehet leszoktatni 6ket.”

Azt lehet mondani, hogy ennek a tantargyi fejezetnek a tanitasa lassan
haladt elére. Ugyanakkor mara a magyar matematikatanitas részévé valt.
A NAT 95-ben jelent meg el6szor az 6nallo ,, Gondolkoddsi modszerek”
fejezet, és ebbe keriilt a 78-as tantervben még kiilon szerepld ,, Halma-
zok, logika” témakor. Ez egyuttal mindségi valtozast is jelentett, mert ez
az a ,tantervi pillanat”, amely a gondolkodas fejlesztését nem a matema-
tikatanitas melléktermékeként, hanem a tanitas fokuszaként jeleniti meg.

A matematikai gondolkodas mibenlétének megragadasa, modszereinek
leirasa sarkalatos, ugyanakkor nehéz kérdés (Byers, 2007). Nem konnyt
vallalkozas, hogy megfogalmazzuk, mi is a matematikai gondolkodas, de
tény, hogy kiilonbozik a koznapitol. Szamtalanszor hallhatjuk bizonyos
érvekre, bizonyos véleménnyel kapcsolatban: ,,latszik, hogy matematikus
vagy”, ,,ez csak egy matematikusnak jut eszébe” stb. Nagy valdszinliséggel
azért, mert a matematika raszoritja az embert a preciz fogalmazasra, ra-
szoktat a részletekre valo figyelésre, az egyes momentumok, informaciok
sulyozasanak fontossagara. Hozzaszoktat, hogy azonnal észrevegyiik, ha
hidnyosak az adatok, illetve ,,0sszemosodnak™ nagyon is kiillonb6z6 dol-
gok. Két legfontosabb pillére az absztrakcio és a szigoru kovetkeztetési
szabalyok betartasa.
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A matematikai gondolkodasban fontos szerep jut a kovetkezoknek:

(1) 1ényeglatas,

(2) képesség a bonyolult rendszerek, feltételrendszerek attekintésére,

egyszerlsitésére,

(3) kombinacios készség,

(4) modellalkotas, absztrakcid,

(5) intuicio, sejtések megfogalmazasa (pl. példak, specidlis esetek

vizsgalataval),

(6) algoritmikus gondolkodas (a dedukcio is ilyen).

E képességek alkalmazésa, e szellemi tevékenységek aktiv atélése sziik-
séges akkor is, ha valaki csupan alkalmazoja, felhasznaldja kivan lenni
egy matematikai modszernek, illetve megrendeldje kivan lenni egy ma-
tematikai vizsgalodasnak. Sziikségesek ezek a képességek a hibajavita-
sokban. Bizonyos mértékig pedig mindenkinek sziiksége van ezekre a
készségekre ahhoz, hogy a mai modern, technika- és szamitogép-koz-
pontu tarsadalmunk mindennapjaiban jol eligazodjon.

Sok matematikus véli gy (Dudley, 2010), hogy a kdzoktatasbeli ma-
tematikatanitas egyik legfontosabb célja — természetesen a szamolastani-
tas mellett — a gondolkodds, azaz a fent felsorolt készségek fejlesztése.
Nemrég jelent meg Dudley cikke az American Mathematical Society
lapjaban, amelynek cime — ebben a folyoiratban legalabbis — igen figye-
lemfelkeltd, bar rogton az elsé mondat pontositja a témat: ,,What is mathe-
matics education for?” (Mire vald a matematikaoktatas?). A szerzd eb-
ben amellett érvel, hogy a matematikatanitasnak a szamolastanitastol
eltekintve semmi mas célja és haszna nincs, mint a gondolkodasfejlesz-
tés. A f6 érve ennek alatdmasztasara pedig az, hogy azokban a munkakd-
rokben sem hasznalnak komolyabb matematikat a munkavallalok, ahol a
munkaltato elvar ilyen ismereteket. A folyoirat néhany késobbi szama
(AMS, 2010) tobb olvasoi hozzaszolast kozol ehhez a cikkhez. Az egyik
alatamasztja e cikk érvrendszerét azzal, hogy tapasztalata szerint a legtobb
természettudos, mérnodk €s kockazatelemzo is legfeljebb Excelt és altala-
nos iskolai szintli matematikat hasznal. Mas hozzaszolok is foglalkoznak
a munkavallaloktol elvarhatdo matematikai ismeretek témajaval. A vitaban
megjelenik az a szal is, hogy a matematika maga az emberi kulttra része,
hasonloan az irodalomhoz, torténelemhez, zenéhez stb., melyeket szintén
nem csupan azért tanitunk az iskolaban, mert a munkavallaloknak sziik-
ségiik van ezen ismeretekre munkajuk soran. Viszont egyik hozzaszolo
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sem vitatja, hogy fontos a matematikatanitas gondolkodasfejlesztd hata-
sa, ¢s hogy korreldcié van a magasabb matematikatudas és a jobb mun-
kavallaloi képesség kozott.

Nagyon fontos a matematikatanitas a gondolkodasfejlesztés szempont-
jabol. Természetesen nem hihetjiik azt, hogy mas iskolai tantargyak ne
fejlesztenék a logikus gondolkodast. Eppen az a feladatunk, hogy azt a
sajatosat keressiik meg, amelyet a matematika targy keretében tudunk
nyujtani. Azonban a matematika tantargy léte nem oldja meg automati-
kusan a logikus gondolkodas fejlesztését. A megfelel6 modszerek meg-
talalasaval fenntarthaté az allando érdeklddés, szokassad valhat a kapott
informaciok ellendrzése, az ok-okozati Osszefiiggések felismerése izgal-
manak atélése (Polya, 1945, 1954, 1981).

Az sem magatol értet6dod, mit jelent egy-egy ismeret birtoklasa. Ahhoz
példaul, hogy valaki érdemben hasznalni tudja az Excelt — azaz ne csak
arra hasznalja, hogy szavakat gépeljen tablazatokba, hanem Gsszetettebb
szamitasokat, kimutatasokat, statisztikakat készitsen vele — egyrészt is-
mernie és hasznalnia kellene tudni a beépitett fliggvényeket, amelyek
megértése kevés kivételtdl eltekintve meghaladja az altalanos iskolai
matematika anyagot, sok esetben a kdzépiskolait is. Masrészt — és ez a
nehezebb, a komolyabb gondolkodast igényld feladat — egy gyakorlati
probléma esetén ki kell talalnia, hogyan fordithaté le a feladat a matema-
tika nyelvére, majd ezutdn azt, hogy a rendelkezésére alld fiiggvények
segitségével hogyan tudja ezt meg is valdsitani. Nem konnytl az ismere-
tek, eljarasok ért6, nem pedig ,,papagéajszerii” megtanitasa. Az egész ma-
tematikatanitasunk torekvése az lehet, hogy mar a legkisebb kortol az
ért6 tanulas keriiljon elétérbe.

Mennyire fiiggetlenek egymastol
a tantervi matematikai témakorok?

Figyelembe kell venniink, hogy a tantervi t¢émakdrok nem puszta tanitasi
célt fogalmaznak meg, hanem egyuttal a tanuld személyiségfejlesztésé-
nek és matematikai gondolkodasfejlesztésének is szinterei. Sok szempont
teszi sziikségessé azt, hogy a matematikai témakorok egymassal parhu-
zamosan (de ne mozaikszertien) keriiljenek targyalasra. Példaul a termé-
szetes szam darabszam, valamint mérdszam tartalmanak fejlodése egyiitt
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és egymast erdsitve halad a miiveletek fogalmanak alakulasaval. Mind-
kett6t erdsitheti a sorozatok témakdrének el0szor akar mint 11j probléma-
szituacionak a megjelenése. Ugyanakkor a szamsorozat mint objektum
er6s kiindulo belsé képet szolgaltathat a tanulok szamara a természetes
szamok halmazanak fogalmi megragadasahoz. A témakorok egylittes tar-
gyalasa sok didaktikai lehetdséget hordoz.

Természetesen az egyes témakorok didaktikai felépitésének belsd logi-
kaja azt is sziikségessé teszi, hogy egy-egy témakdrben jobban, hosszabb
id6tartamban elmélyedjenek a tanulok. Ezaltal érezhetik meg a témakor
sajatos belso logikajat, ,,jatékterét”.

A témakorok dsszeszovésének didaktikai modszere, a komplex mod-
szer, amely Varga Tamas didaktikai koncepciojanak egyik alapeleme
volt, a tanitasi gyakorlatban megvalosulni latszodik (Halmos és Varga,
1978). A tanulé gondolkodasfejlodésének litemében ad lehetdséget a ma-
tematika egységének, témakori 6sszefonodasainak bemutatdsara mar kis-
iskolas kortol. A gondolkodasfejlodés apro eldrelépései nem teszik lehe-
tové azt, hogy egy-egy témakdr tananyagaban nagy elorehaladast lehessen
elérni. A szimultan fejlesztés viszont egyrészt azt biztositja, hogy vala-
mennyi matematikai témakor épiilésében elorehaladjanak a tanuldk ad-
dig, amig azt a gondolati fejlédés adott szintje lehetévé teszi. Masrészt
biztositja azt, hogy ne kelljen gondolati ugrasokat, fogalom szintii elére-
haladast siettetni. A gondolkodas absztrakcids szintjének elérehaladéasa
ad lehetdséget a jeloléshasznalat egyre magasabb szintjére, a matemati-
kai objektumokrol valé gondolkodas és a verbalis megfogalmazasok fej-
16désére is.

A tanulok egyes témakorokben valo elérehaladdsa nem egymastol fiig-
getlendl torténik. Példaul az aranyossagi gondolkodéas megfeleld szintjének
kialakuldsa eldtt teljesen esetleges az, hogy mértékegység-atvaltasokat
tudnak-e végezni a tanulok. Ugyancsak akadalya lehet ez a geometriai
mennyiségek kozotti 6sszefiiggések fiiggvényszerti latasmodjanak.

A matematikai gondolkodas modszereinek aprodonként vald elsajati-
tasa hozhatja mozgasba ezeket a tudaselemeket. Ez jelenti azt a szovetet,
amely a széthulld ismereteket kompetenciakba szervezi, és egyre maga-
sabb szintli elvonatkoztatasokra, Iényegkiemelésre, szerkezeti vaz atlata-
sara teszi képessé a fejlodo gyermeki személyt. Ez biztosithatja, hogy a
hatodik osztaly végeztével a kisdiakok a matematikai gondolkodas egyre
kompetensebb hasznaldi legyenek.
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4.

A diagnosztikus matematika mérések részletes
tartalmi kereteinek kidolgozasa:
elméleti alapok és gyakorlati kérdések

Csikos Csaba

Szegedi Tudomdnyegyetem Neveléstudomdnyi Intézet

Csapo Beno

Szegedi Tudomdnyegyetem Neveléstudomdnyi Intézet

Bevezetés

Ennek a fejezetnek az a f6 funkcidja, hogy kapcsolatot teremtsen az eld-
z0 harom elméleti fejezet és a kovetkezd részben bemutatasra keriild
részletes tartalmi leirasok kozott. Itt foglalkozunk tovabba a tartalmi
keretek miifaji sajatossagaival, és bemutatjuk azokat a megfontolasokat,
amelyek az altalunk alkalmazott megoldasokat indokoljak.

Az els6 két fejezet a nemzetkozi kutatasok alapjan vazolta fel a mate-
matikai gondolkodas fejlesztésével és altalaban a matematika gondolko-
dasfejleszt6 szerepével kapcsolatos eredményeket, elsdsorban a fejlédés-
lélektani megkdzelités alapjan. A masodik fejezet a matematikatanitas
kiilsé céljai feldl kozelitette meg a problémat, ugyancsak a nemzetkozi
tudomanyos eredmények felhasznalasaval. A harmadik fejezetben mar
megjelentek a magyar kozoktatds hagyomanyai, tantervi adottsagai, ¢és
felsejlett az a gyakorlat is, amelyhez a diagnosztikus rendszert illeszteni
kell. Ezekb6l mar lathato az egyik megoldando feladat is: ugy kell a tu-
domany élvonalanak eredményeit adaptalni, hogy azok mind az egyéni
tanulokra, mind pedig az oktatasi rendszer egészére a lehetd legnagyobb
fejlesztd hatast gyakorolhassak.
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A diagnosztikus mérési rendszer harom {6 teriileten keriil egymassal
parhuzamosan kidolgozasra, minden tekintetben azonos alapelvek sze-
rint.! Az olvasas, a matematika és a természettudomany azonos keretek
kozott kezelését szamos pszichologiai és pedagogiai alapelv és oktatas-
szervezési adottsag is indokolja. Megfeleld szintli szovegértés nélkiil
nem lehet sem matematikat, sem természettudomanyt tanulni, ugyanak-
kor a matematika €s a természettudomany olyan szovegek olvasasanak
¢és megértésének képességeit is fejleszti, amelyekre a szépirodalmi szo-
vegek nem kinalnak lehetséget. A matematika és a nyelv logikaja kol-
csondsen erdsitheti egymast. A természettudomany a legjobb gyakorlote-
rep a matematikaban elsajatitott 0sszefiiggések alkalmazasara. A sokféle
kapcsolatrendszer figyelembevétele és kihasznalasa kiillondsen fontos az
iskola kezd6 szakaszaban, amikor a tanulok értelmi fejlédése nagyon
gyors, ¢s rendkiviil érzékeny a stimulal6 hatdsokra.

A hérom teriilet parhuzamos kezelésének tovabbi elonye, hogy kdlcso-
nésen megtermékenyitik egymast, az egyik teriileten megjelend otleteket,
formai megoldasokat fel lehet hasznalni a masik teriileteken is. A fel-
adatrendszerek kidolgozasa, az egységes skalazas, adatelemzés és a visz-
szajelzd rendszerek kifejlesztése is sziikségessé teszi a harom teriilet
parhuzamos kezelését és bizonyos kozos alapelvek kovetését. A parhuza-
mok azonban kompromisszumokat is igényelnek: ugyanazokat az alapel-
veket csak bizonyos mértékig lehet a harom teriileten azonos médon
kovetni. Az egységesség érdekében megorizziik és parhuzamosan alkal-
mazzuk a haromdimenzios megkdzelitést, ugyanakkor az egyes dimenzi-
ok értelmezésében figyelembe vessziik a teriiletek sajatossagait.

A parhuzamos munka tovabbi elénye lehet a komplementer hatas. A ha-
rom teriiletet dsszesen kilenc elméleti fejezet alapozza meg. A fejezetek
szerkezetének felvdzolasa sordn mar nem torekedtiink a szigort parhu-
zamra. Igy lehetévé valt, hogy az egyik teriilet az egyik, mig a masik va-
lami mas kérdést bontson ki részletesebben. Példaul az olvasas kotet elsd
fejezetében hangsulyosabb a fejlodés-1¢lektani, idegtudomanyi megkdze-
lités, amelynek fontos iizenetei vannak a matematika és részben a termé-
szettudomany szamara is. Néhany gondolkodasi képesség leirasa részle-
tesebb a természettudomany kotet elsé fejezetében, ugyanakkor ezek a
képességek fejlesztendok a matematikaban is. A kotetek masodik fejeze-

1 Ez a fejezet is tartalmaz olyan részeket, amelyek mind a harom kotet azonos funkcioju fejezetében
megjelennek.
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tei a tudas alkalmazasi kérdéseivel foglalkoznak, barmelyik fejezet alta-
lanos érvényli megallapitdsai a masik két mérési teriileten is érvényesit-
het6k. A harmadik fejezet mindegyik teriileten gyakorlati, tantervi kérdé-
seket is targyal, k6zos benniik a kotddés a magyar kozoktatas torténeti
hagyomanyaihoz, mai gyakorlatdhoz. Ugyanakkor az oktatas tartalmanak
kivalasztasa és elrendezése terén is felmertiil a progressziv nemzetkozi ten-
dencidk kovetésének, a masutt elért eredmények alkalmazasanak igénye.

Ezeknek az elveknek megfelelden a kilenc elméleti fejezetet egyiittesen
tekintjiikk a diagnosztikus mérési rendszer elméleti alapjanak. Az egyes
elméleti fejezetekben feldolgozott hattértudasbol mindegyik teriileten
merithetiink, anélkiil, hogy a k6zos kérdéseket minden parhuzamos feje-
zetben részletesen kibontottuk volna.

E fejezet elsé részében attekintjiik a tartalmi keretek kidolgozasanak f6
szempontjait. Els6ként az oktatds céljainak és a mérések tartalménak le-
irdsara hasznalt eszkozrendszereket tekintjiik at, és bemutatjuk a diag-
nosztikus mérések tartalmanak részletes leirasara altalunk hasznalt meg-
oldast. A tovabbi részekben kifejtjiik, miképpen alkalmazzuk ezeket az
elveket a matematika tartalmi kereteinek kidolgozasaban.

Taxonomiak, standardok és tartalmi keretek

A diagnosztikus mérések tartalmi kereteinek kidolgozasa soran kiilonbo-
z0 forrasokra tamaszkodhatunk. Munkank soran azt a fejlodési iranyt
kovettiik, amely az oktatas céljainak és a mérések tartalmainak pontosan
meghatarozasara torekszik. Elsoként a tartalmak leirasara hasznalt rend-
szereket tekintjiik at, és ezekhez viszonyitva jellemezziik az altalunk al-
kalmazott modszert.

Taxonomiai rendszerek

A tantervi célok preciz leirasara valo torekvés az 1950-es évekig vezethe-
t6 vissza. Tobbféle folyamat egyiittes hatdsaként ekkor jelentek meg Bloom
és munkatarsainak taxondmiai rendszerei, amelyek azutan erételjesen
befolyasoltak az azt kovetd évtizedek pedagogiai torekvéseit. A taxono-
miak kidolgozasanak egyik kivalté oka a tantervi célok megfogalmaza-
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sanak homalyossagaval valo altalanos elégedetlenség volt, egy masik
pedig az oktatasban abban az idében megerdsddo kibernetikai szemlélet-
mod. Megjelent a szabdlyozhatdsag igénye, amelyhez sziikség volt a
visszacsatolasra, a visszacsatolas pedig feltételezi a célként kitlizott €s az
aktualisan elért értékek mérését. A cél és az aktualis allapot 6sszehason-
litasa alapjan lehet megallapitani a hidnyossagokat, és ezekre alapozva
lehet megtervezni a beavatkozast. Az ugyanebben az idében mas folya-
matok hatasara megerdsodd pedagogiai értékelés, a tesztek elterjedése
szintén a mérés targyanak pontosabb meghatarozasat tette sziikségessé.

A taxonémia lényegében egy szerkezeti vaz, amely megmutatja, hogy
hogyan lehet bizonyos dolgokat — esetiinkben az elsajatitandé tudast —
elrendezni, rendszerbe foglalni, osztalyozni. Olyan, mint egy fiokos szek-
rény, amelynek fiokjain ott vannak a cimkék, amelyek megmutatjak, mi-
nek kell abba keriilnie; vagy, mint egy tablazat, amelynek a fejléce ki
van tdltve, €s igy ki van jeldlve, mi lehet az egyes oszlopokban és sorok-
ban. A korabbi altalanos leirdsok utan egy ilyen formalizalt rendszer
alapjan torténd tervezés valoban nagy eldrelépést jelentett, és a konkrét
tantargyi célok kidolgozoéit a tanitds eredményeként elvart viselkedés
alapos végiggondolasara késztette.

A legnagyobb hatasa az elsdként megjelend kognitiv teriilet taxono-
miai rendszerének volt (Bloom és mtsai, 1956), amely 0j tavlatokat nyi-
tott a tanterv- és értékeléselmélet szamara. A taxonomiai rendszer konkrét,
megfigyelhetd kategoridkban irta le a tanuloktol elvart viselkedésforma-
kat. A legnagyobb ujdonsagot a hat egymasra épiild, és minden tudasterii-
leten egységesen alkalmazhat6 keretrendszer jelentette. Ezen tal a korab-
bi hasonlo torekvéseket nagymértékben meghalado részletesség, pontossag
¢és konkrétsag jelentett szamottevo eldrelépést. Tovabbi elony volt, hogy
ugyanazt a részletes leirast lehetett hasznalni a tanulasi folyamatok meg-
tervezésére €s a méréeszkozok elkészitésére. Innen ered a cél- és értéke-
léstaxonomidk elnevezés, amely utal a kettés funkcidra.

A Bloom-féle taxonémidk els6ként az Egyesiilt Allamokban valtottak
ki jelentésebb kozvetlen hatast, majd ez a rendszer alapozta meg az elso
nemzetkdzi IEA felméréseket is. Az empirikus vizsgalatok nem minden-
ben igazoltak a tudasnak a taxondémiai rendszerben feltételezett hierar-
chiajat. A Bloom-taxondmiat meghatarozo viselkedés-lélektani megkdze-
lités is hattérbe szorult az oktatasi folyamatok pszichologiai értelmezé-
sében, atadva a helyét mas paradigmaknak, mindenekel6tt a kognitiv
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pszichologianak. igy az eredeti kognitiv taxonémiak alkalmazasara is
egyre ritkdbban kertilt sor. Az affektiv és a pszichomotoros teriilet hason-
16 taxondmiai csak késébb késziiltek el, de — bar sok teriileten alkalmaz-
tak azokat — nem valtottak ki a kognitivhoz hasonloan széles kora hatast.

A taxondémiak mint rendszerezési elvek ,,iires rendszerek”, nem foglal-
koznak a konkrét tartalommal. A taxonémidkat bemutatd kézikonyvek-
ben a tartalom csak az illusztracid szerepét tolti be. Ha példaul Bloom
taxonomiajanak hat szintje a tudas (knowledge), a megértés (comprehen-
sion), az alkalmazas (application), az analizis (analysis), a szintézis (synt-
hesis) ¢s az értékelés (evaluation) a kémia egy konkrét teriiletén elérendd
célok leirdsaban keriil alkalmazasra, akkor azt kell pontosan megadni,
mit kell tudni kémiabol, mit kell megérteni, mit alkalmazni stb.

Az eredeti taxondmiak hatasara vagy azok atdolgozasaként, korszer-
sitéseként a késobbiekben is sziilettek és folyamatosan sziiletnek jabb
rendszerek és a célok leirdsat segité hasonld szelleml kézikonyvek
(Anderson és Krathwohl, 2001; Marzano és Kendall, 2007). Ezek k6z6s
jellemzdje, hogy folytatjak a Bloom altal meghonositott hagyomanyt,
tovabbra is kozponti kérdésként kezelve a célok operacionalizalasat, a
tudas konkrétan felmérheté alapelemekre vald lebontasat. A taxondmiai
rendszerek elkészitése soran kialakult modszerek késébb a standardok
kidolgozasanak is hasznos modszertani forrasai lettek.

Standardok az oktatasban

A standardok kidolgozésa az 1990-es években kapott lendiiletet. Elsésor-
ban az angolszasz orszagokban volt latvanyos ez a folyamat, amelyek
kozoktatasaban korabban nem voltak a tanitas tartalmat szabalyozo nor-
mativ dokumentumok. Volt példaul olyan orszag, ahol — kis tGlzassal —
minden iskoldban azt tanitottak, amit helyi szinten eldontottek. Ilyen
feltételek mellett az oktataspolitika lehetdségei besztkiiltek, az iskola-
rendszer teljesitményének javitasara kevés lehetoség adodott. Ezért indul-
tak el azok a folyamatok, amelyek az iskolai oktatas céljainak valamilyen
szinten (tartomanyi, nemzeti) kozponti meghatarozasahoz vezettek.

Az oktatasi standardok 1ényegében az egységes oktatasi kovetelmé-
nyeket jelentik. Ellentétben a taxonomiakkal — mint rendszerekkel —, a stan-
dardok mindig konkrét tartalommal foglalkoznak. Altalaban kiilon szak-
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mai csoportok készitik, igy a kiilonboz6 diszciplinak sajatossagaitol fiig-
gben sokféle formai megoldast alkalmazhatnak.

A standardokat altalaban a szakteriilet specialistaibdl szervez6d6 mun-
kacsoportok készitik el a legfrissebb elméleti koncepciok és tudomanyos
eredmények felhasznalasaval. (Az Egyesiilt Allamokban példaul a mate-
matikatandrok szakmai szervezete — National Council of Teachers of
Mathematics, NCTM — dolgozta ki a kozoktatas 12 évfolyamat atfogo
standardokat.) A standardok altalaban leiro jellegliek, és azt fejezik ki,
milyen tudas varhat6 el a tanuloktol az adott targybol egy adott évfolyam
befejeztével. Ebbdl kovetkezden a standardok fogalmanak a magyar tan-
tervi szakirodalom kévetelmények kifejezése felel meg legjobban.

A standardok kidolgozasaval parhuzamosan elterjedt azok alkalmaza-
sa, a taxonodmiai rendszerekhez hasonldéan mind az értékelésben, mind az
oktatas folyamataban. Kézikonyvek sokasaga jelent meg, amelyek rész-
letesen bemutatjdk a standardok kidolgozasanak ¢s alkalmazdsanak
modszereit. A hangsulyok azonban masok, mint amelyek a taxondmiai
rendszerek esetében érvényesiiltek. A standardok kozvetleniil inkabb az
oktatasban hatnak (lasd pl. Ainsworth, 2003; Marzano és Haystead, 2008),
és csak masodlagos az ezekhez igazodd értékelés (pl. O’Neill és
Stansbury, 2000; Ainsworth és Viegut, 2006). A standard alapu oktatas
(standard-based education) 1ényegében azt jelenti, hogy vannak részle-
tesen kidolgozott, egységes kovetelmények, melyek elérése az adott élet-
koru tanuloktol elvarhato.

A magyar ¢és az egyéb er6sen kdzpontositott oktatasi rendszerekben
tapasztalatot szerzett szakemberek szdmara a standardok és a standard
alapll oktatds nem mindenben jelent tjdonsagot. Magyarorszagon az
1990-es évek eldtt egy kozponti tanterv irta eld a tanitas tartalmait,
amelyre egy tankonyv épiilt. Az altalanos iskola minden tanuldja ugyan-
azt a tananyagot tanulta, és elvileg mindenkinek ugyanazokat a kdvetel-
ményeket kellett teljesiteni. Az egységes tanterveket egyes teriileteken
évtizedek gyakorlati szakmai tapasztalata csiszolta (matematika, ter-
mészettudomanyok), mas teriileteken ki voltak szolgaltatva a politikai-
ideologiai 6nkénynek. Az 1990-es években elindult folyamatokra erdtel-
jesen hatott a korabbi angolszdsz modell, azonban az inga effektus is
érvényesiilt, és a tantervi szabalyozas atlendiilt a masik oldalra, a Nem-
zeti alaptanterv mar csak minimalis kdzponti eldirast tartalmaz. Ez a
folyamat ellentétes azzal, ami ugyanebben az idészakban mas orszagok-
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ban lejatszodott. Osszehasonlitasként érdemes megjegyezni, hogy az
amerikai matematika standardokat bemutat6 kotet (National Council of
Teachers of Mathematics, 2000) 6nmagaban terjedelmesebb, mint
a Nemzeti alaptanterv elsd, 1995-ben megjelent valtozata. I[dokdzben a
magyar Nemzeti alaptanterv még rovidebb lett.

A standardok megjelenése és a standard alapt oktatds azonban nem
egyszeriien egységesitést vagy kozpontositast jelent, hanem a tanulds
tartalmainak szakszer(i, tudoméanyosan megalapozott elrendezését. Ebben
a tekintetben eltér a korabbi magyar kozponti szabalyozastol, ahol ez
csak részben volt igy. Az 1) szemléletli standardok kidolgozasa olyan
orszagokban is meghatarozova valt, amelyeknek korabban is voltak egy-
séges tantervei. Példaul Németorszagban, ahol az oktatés tartalmait tar-
tomanyi szinten korabban is részletesen szabalyoztak, elkezdédtek az
egységes standardok kifejlesztésére iranyulo kutatasok (Kl/ieme és mtsai.,
2003). A standardok legfontosabb, meghatarozé vonasa a tudomanyos
megalapozas igénye. A standardok kidolgozasa, a standard alapu oktatas
vilagszerte kiterjedt kutato-fejleszté munkat inditott el.

A diagnosztikus mérések tartalmi kereteinek kidolgozasa soran meri-
tettlink mind a standard alapu oktatas elméleti megfontolasaib6l, mind az
egyes konkrét standardok tartalmi €s formai megoldasaibol. Kovettiik
a standardok kidolgozasanak hagyomanyait abban is, hogy az egyes tar-
talmi-mérési teriiletek sajatossagait érvényesitettiik, és nem torekedtiink
az olvasas, a matematika és a természettudomany tartalmainak leirasaban
a pontosan megegyez6 formai megoldasokra.

Az éltalunk kidolgozott tartalmi keretek azonban kiilonbdznek is a stan-
dardokt6l abban a tekintetben, hogy nem kdvetelményeket, nem elvaraso-
kat hatdroznak meg. K6z0s vondsuk azonban a standardokkal a részletesség,
a konkrét, pontos leirasra torekvés €és a tudomanyos megalapozas igénye.

Tartalmi keretek

Az altalunk elkészitett részletes leirasokra a ,.tartalmi keretek” megneve-
zést hasznaljuk (az angol framework megfelel6jeként). A mérések tartal-
mi keretei annyiban hasonlithatnak a standardokra, hogy a tudas részletes,
rendszerezett leirasat tartalmazzak. Kiilonbség azonban, hogy a standar-
dok a kimenet feldl kozelitik meg az oktatast. A hagyomanyos tantervek-
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kel ellentétben nem azt rogzitik, hogy mit kell tanitani vagy megtanulni.
Nem hataroznak meg elérend6 kovetelményeket sem, bar a tartalmi le-
irasok implicite kifejezik, hogy mit lehetne/kellene tudni a maximalis
teljesitményszinten.

A tartalmi keretek legismertebb példai a nemzetkozi felmérésekhez
késziiltek. A sok orszagra kiterjedd mérések esetében értelemszertien
szoba sem johet kovetelmények rogzitése. A tartalmi keretek ebben az
esetben azt mutatjak be, mit lehet, mit érdemes felmérni. A tartalom ko-
rillhatarolasanal kiilonb6z6 szempontokat lehet érvényesiteni. A korai
IEA mérések esetében a részt vevo orszagok tantervei jelentették a kiin-
dulasi alapot, tehat az, hogy altaldban mit tanitanak az adott teriileten.

A PISA mérések tartalmi keretei a f6 mérési teriileteken azt irjak le,
hogy milyen alkalmazhat6 tudasra van sziikksége a modern tarsadalmak
tizenot éves fiataljanak. Ebben az esetben a tudas alkalmazéasa és a mo-
dern tarsadalom sziikségletei, az alkalmazas tipikus kontextusai megha-
tarozo szerepet jatszanak a tartalmi keretek kidolgozasaban, és természe-
tesen az adott diszciplinak, iskolai tantargyak tudasanak alkalmazasarol
van sz6 benntk.

Egy harmadik megkdzelités lehet a tanulasra €s a tudasra vonatkozo
tudomanyos kutatas feldli, a fejlédéslélektan és a kognitiv pszicholdgia
eredményeibdl kiinduld leiras. Ez a szempont dominans azokon a ke-
reszttantervi teriileteken is, amelyek nem egy (vagy néhany) iskolai tan-
targyhoz kotddnek. Ilyen mérés volt példaul a tanulési stratégiakat és az
Onszabalyozo tanulast kozéppontba allitd negyedik teriileten a PISA 2000
felmérésben, amelynek tartalmi kereteit alapvetéen pszichologiai szem-
pontok, a tanulasra vonatkozé kutatasi eredmények hataroztak meg (Ar-
telt, Baumert, Julius-Mc-Elvany és Peschar, 2003). Pszichologiai szem-
pontok alapjan lehet leirni a tanuldk attitiidjeit, amelyek vizsgalata szin-
te minden nemzetkdzi mérésben szerepel, és kiilondsen kiemelkedd sze-
repet jatszott a PISA 2006 természettudomany vizsgalatdban (OECD,
2006). Hasonloképpen, a pszichologiai kutatasokbol ismerjiik a problé-
mamegoldo gondolkodas szerkezetét, ami a 2003-as PISA kiegészito
mérési teriilete volt (OECD, 2004), és a legfrissebb kognitiv kutatasokra
éptl a PISA 2012 keretében lebonyolitandd dinamikus problémamegol-
das felmérés.

A diagnosztikus mérések szamara készitett tartalmi keretek (lasd az 5.
fejezetet) meritettek a nemzetkdzi mérések tartalmi kereteinek munkala-
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taibol. Annyiban hasonlitanak a PISA tartalmi kereteire (pl. OECD, 2006,
2009), hogy harom f6 mérési teriiletre fokuszalnak, az olvasés, a mate-
matika €s a természettudomany felmérését alapozzak meg. Kiilonbéznek
azonban abban a tekintetben, hogy a PISA egy korosztalyra, a tizenot
évesekre fokuszal, igy egy metszetet ad a tanulok tudasardl. Ezzel szem-
ben a mi tartalmi kereteink hat évfolyamot fognak at, fiatalabb tanulok-
kal foglalkoznak, és jelentds hangsulyt kap a fejlodési szempont.

A PISA tartalmi keretei egy adott mérési ciklusra késziilnek. Bar az
egyes mérési ciklusok kozott sok az atfedés, minden egyes ciklusban
frissiilnek is. A PISA tartalmi keretek az egész értékelési folyamat leira-
sat atfogjak, a mérési teriilet meghatarozasatol (defining the domain)
a terliletet szervezo alapelvek kifejtésén (organizing the domain) keresz-
till az eredményeket leird skalakig (reporting scales) és az eredmények
interpretalasaig. Az altalunk kidolgozott tartalmi keretek e folyamatbo6l
csak a mérési teriilet meghatarozasat, a szervezo elvek bemutatasat és a
tartalom részletes leirasat fogjak at. Bemutatjak a mérések {6 dimenzioit,
a mérési skalak tartalmat, de nem foglalkoznak a skalan elérhet6 szintek-
kel és a skaldzas kvantitativ kérdéseivel. Tekintettel a fejlodési szem-
pontra, a skalak kidolgozasara csak tovabbi elméleti elémunkalatok €s az
empirikus adatok birtokaban kertil sor.

A mérések tartalmanak tébb szempontii megkoézelitése

Az utobbi évtized oktatasi innovacioit foleg az integrativ szemlélet hata-
rozta meg. Az érdeklédés kozéppontjaba keriilt kompetencidk maguk is
kiilonbozo tudaselemek (egyes értelmezések szerint tovabbi, affektiv ele-
mekkel kiegésziilt) komplex egységei. A kompetencia alapu oktatas, a
projektmoddszer, a tartalomba agyazott képességfejlesztés, a tartalomba
integralt nyelvtanitas és még sok mas innovativ tanitasi-tanuldsi modszer
egyidejlileg tobb célt valosit meg. Az ilyen integrativ megkozelitések
révén megszerzett tudasrol feltételezhetd, hogy konnyebben transzferal-
hato, szélesebb korben felhasznalhatd. A szummativ jellegli kimeneti
tesztek hasonl6 elvek szerint épiilhetnek fel, ezt a megkdzelitést kovetik
a PISA tesztek és a magyar kompetenciamérések is.

Masfajta mérési megoldasra van azonban sziikség akkor, ha a tanulas
problémait szeretnénk megelézni, a lemaradasokat, a késobbi sikereket
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veszélyeztetd hidnyossagokat szeretnénk azonositani. Ha a mérések ered-
ményét a sziikséges beavatkozasok meghatarozasara hasznaljuk, nem
elég a tanulok tudasarol globalis indikatorokat szolgaltato tesztet készi-
teni. Nem elég megallapitani, hogy a tanul6é meg tud-e oldani egy komp-
lex feladatot. Fel kell deriteni azt is, hogy mi az esetleges kudarc oka,
vajon az alapvetd ismeretei hianyoznak, vagy pedig azok a gondolkoda-
si miiveletei nem kellden fejlettek, amelyek az ismeretek logikus kovet-
keztetési lancokka szervezéséhez sziikségesek.

A diagnosztikus mérésekhez a tanuloi tudas részletesebb leirasara van
sziikség, ezért a tanitasban érvényesiilo integrativ megkozelitéssel ellen-
tétben az analitikus megkozelitést alkalmazzuk. Ugyanakkor a tanulast
segitd méréseknek igazodniuk is kell az oktatas konkrét folyamataihoz.
E kovetelménynek megfelelden kialakuloban van a diagnosztikus és for-
mativ felmérések technoldgiaja, amely merit a nagymintds szummativ
mérések tapasztalataibol, ugyanakkor szamos 1j elemmel gazdagitja is
a mérési eljarasokat (Black, Harrison, Lee, Marshall és Wiliam, 2003;
2005; Leighton és Gierl, 2007).

A diagnosztikus mérések tartalmi kereteinek kidolgozasa szempontja-
b6l szamos tanulsaga van a hasonlé teriileteken végzett korabbi munkak-
nak, kiilonosen a kisgyermekkorban alkalmazott felméréseknek (Snow és
Van Hemel, 2008) és az iskola kezd6 szakaszara kidolgozott formativ
technikaknak (Clarke, 2001). Szamunkra ezek koziil is a legfontosabb
a tobb szempontu, analitikus megkozelités, a pszichologiai és a fejlodési
elvek hangsulyossa tétele. Ugyanakkor a korabbi formativ és diagnoszti-
kus rendszerek papir alapu teszteket hasznaltak, ami erésen korlatozta
a lehetéségeiket. Mi online szamitdgépes teszteket alkalmazunk, ami
gyakoribb és részletesebb méréseket tesz lehetové. A korabbiaknal na-
gyobb felbontasu felméréseket végezhetiink, amelyhez alkalmazkodni
kell a tartalmi kereteknek is.

A mérend6 tartalom elrendezésének szempontjai
A felmérések tartalmat harom f6 szempont szerint rendezhetjiik el. A ha-
rom valtozé szerinti elrendezés egy haromdimenzids tombot alkot, mely-

nek vazlatat a 4.1. abran mutatjuk be. A mérések tartalmanak kifejtésé-
hez azonban ezt a hAromdimenzids tombot, annak egyes blokkjait linea-
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risan kell elrendezni. A tdmb elemeit tobbféle modon felsorolhatjuk, attol
fliggden, hogy hogyan szeleteljiik fel, melyik dimenzié mentén készitiink
metszetet eldszor, masodszor, majd harmadszor. Itt azt az elrendezési
szempontot mutatjuk be, amelyik legjobban megfelel a diagnosztikus
értékelés kovetelményeinek.

Az els6ként kiemelt szempont maga is egy tobbdimenzios rendszer,
amely az elemzésiink harom f6 dimenziojat, a pszicholdgiai (gondolko-
dasi), a tarsadalmi (alkalmazasi) és a diszciplinaris (szaktargyi) dimenzi6-
kat jeleniti meg. Ez a harom dimenzi6 az, melyekre mindegyik f6 mérési
teriileten (olvasas, matematika, természettudomany) fejlédési skalakat
dolgozunk ki. (Az 5. fejezetben foglalkozunk vele részletesebben.)

A tanulas dimenzioi

4.1. abra. A mérések tartalmanak tobb szempontu elrendezése

A masodik szempont a fejlddés. Ebben a tekintetben a hat évfolyamot
harom kétéves blokkra bontottuk. az 1-2., a 3—4. és az 5-6. évfolyamo-
kat foglalva egy-egy csoportba. Mivel azonban a hat évfolyamot egysé-
ges fejlodési folyamatnak tekintjiik, ez csak egy technikai megoldas a
tartalom elrendezésére. Empirikus bizonyitékok hianyaban az ¢letkorhoz
(évfolyamhoz) rendelés egyébként is csak hozzavetdleges lehet.

Végiil a harmadik szempont az adott mérési teriileten rendelkezésre
allo tartalmak kore. Az igy lebontott tartalmi blokkok alkotjak a részletes
tartalmi keretek egységeit. A kiilonb6z6 szempontok kombindlasa miatt
az egyes szempontok értékeinek ndvelése konnyen kombinatorikai rob-
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banishoz vezethet. gy esetiinkben a konkrét mérési tartalmak szamat
kell mértéktartéan kezelni. A harom fejlédési dimenzidt, harom életkori
blokkot és matematika esetén négy f0 tartalmat megkiilonbdztetve 36
blokk adodik. Tovabbi részteriiletek megkiilonboztetésével ez a szam
rohamosan ndvekedne.

A diagnosztikus mérések skalai, a pszicholégiai,
az alkalmazasi és a diszciplinaris dimenzié

Korabbi empirikus vizsgalataink tapasztalatai alapjan egy olyan modellt
dolgoztunk ki, amelynek harom dimenzidja megfelel az oktatas harom 6
céljanak. Ezek a célok végighuizoédnak az iskolazas torténetén, és megfe-
lelnek a modern iskolai teljesitménymérés f6 iranyainak (Csapo, 2004,
2006, 2010).

Az értelem kimiivelése, a gondolkodas fejlesztése olyan cél, amely
nem kiilso tartalmakat nevez meg, hanem belsd tulajdonsagra hivatkozik.
Modern terminologiaval ezt pszichologiai dimenzidnak nevezhetjiik. Az
el6z6 részben mar utaltunk arra, hogy a PISA vizsgalatokban is megje-
lent ez a dimenzid. Tobb olyan mérési teriiletet is lattunk, amely pszicho-
logiai eredmények alapjan értelmezte a mérés tartalmat. A matematika
terén ez a dimenzid azt vizsgalja, fejleszti-e a matematika a gondolkodast,
az altalanos kognitiv képességeket vagy a sziikkebb értelemben vett mate-
matikai gondolkodast az elvarhatdo mértékben.

Egy masik régi cél, hogy az iskola nyujtson hasznosithato, iskolan
kiviil is alkalmazhat6 tudast. Ezt a szempontot tdrsadalmi dimenziénak
nevezziik, és a tudas hasznosithatosagat, alkalmazhatosagat érjiik alatta.
A tudas alkalmazasa rokon fogalom a tudastranszferrel, amely egy adott
kontextusban elsajatitott tudas alkalmazasat jelenti egy masik kontextus-
ban. A transzfernek lehetnek fokozatai, amelyet a transzfertavolsaggal
lehet jellemezni. A matematikai tudas alkalmazasa minden olyan feladat-
megoldas, amely a matematika egy adott teriiletén tanultakat egy masik
teriileten alkalmazza (kozeli transzfer), vagy kivezet a tiszta matematika
vilagabol, és a feladatot mas tantargyak keretei kozé vagy gyakorlati
kontextusba helyezi (tavoli transzfer).

A harmadik gyakran emlitett cél az, hogy az iskolaban a tanulok elsa-
jatitsdk mindannak a tudasnak a 1ényeges elemeit, amelyet a tudomanyok
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¢és a muivészetek felhalmoztak. Ez a cél valosul meg, amikor a tanuldk a
diszciplina, a tudomanyteriilet szempontjai és értékei szerint kozelitenek
a tanulashoz. Ez a szaktantargyi vagy diszciplindris dimenzi6. Az utobbi
években tobb olyan oktatasi torekvés indult el, amely a korabbi, egyol-
dalu diszciplinaris megkdozelitést kivanta kiegyenstlyozni. A kompeten-
cia alapu oktatds ¢és az alkalmazast kdzéppontba allitd tudasszintmérés
némileg elhomalyositotta a szaktudomanyok szempontjait. Ahhoz azon-
ban, hogy a tananyag szaktudomanyi szempontbol 6sszefiiggo, egységes
és igy megérthetd rendszert alkosson, sziikkség van azoknak a tudasele-
meknek az elsajatitasara is, amelyek kdzvetleniil nem szolgaljak az al-
kalmazast vagy a gondolkodas fejlesztését. A fogalmak tudomanyos ér-
vényességének kialakitasa, a pontos meghatarozasok ilyen tudaselemek.

A haromdimenzids modell azt jelenti, hogy ugyanaz a tartalom (eset-
leg kisebb hangsulyeltolddassal) felhasznalhaté mindhdrom dimenzidéban
feladat irdsara. Ezt a kombinativ képesség példajaval szemléltethetjiik.
A gyerekekben kialakul a kombinativ képesség elemi szintje pusztan
a kornyezettel valod interakcio révén. Ezt a gondolkodast fejlesztik az
iskolai gyakorlatok, és ennek megfelelden fel lehet mérni, hol tart a kom-
binativ gondolkodas, mint az altalanos kognitiv fejlodés egyik tertilete.
Készithetiink egy olyan feladatot is, amelyben a kombinativ gondolko-
dast és esetleg az iskolaban tanult kombinatorika tudasat 1j, hétkoznapi
helyzetben kell alkalmazni. Végiil ellendrizhetjiik, hogy a tanuldk tud-
jak-e, mi a variacio és a kombinacio, tovabba hogyan lehet a kiszamita-
sukhoz sziikséges formulédkat levezetni. Ez utdobbi mar olyan tudas, ame-
lyet nem lehet a kognitiv fejlédést stimulald gyakorlatokkal kialakitani,
csak a megfeleld szaktargyi matematikatudas elsajatitasaval.

A harom mérési teriilet kozott a matematika sajatos helyzetet foglal el
abban a tekintetben, hagy a matematikai gondolkodas fejlddése — kiilo-
ndsen az iskola kezd6 szakaszaban— szorosan 0sszefiigg az altalanos ér-
telmi fejlodéssel. A matematika minden teriiletén meghatarozé szerepe
van a miveletvégzésnek, a gondolkodasnak. Ezért a harom dimenzid
nem minden esetben valik el olyan €élesen egymastol, mint a masik mé-
rési teriileteken. Ebbol kdvetkezden gyakran egy feladaton beliil is meg-
jelenthetnek a kiilonb6zo dimenzidk szempontjai.
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A matematikai gondolkodas képességei

A matematikai gondolkodas elemeit a kotet elsd fejezete tekinti at. A fe-
jezet a matematikai gondolkodas képességeinek foltarasaban egyarant
tamaszkodik Piaget és Vigotszkij munkassagara, és ezen tul egy olyan
képességrendszert javasol, amely kell6en altalanos, és ugyanakkor saja-
tosan matematikai. A kelld altalanossag azt jelenti, hogy a gyakran kii-
16nb6z6 elnevezésekkel illetett matematikai gondolkodasi folyamatok
leirasat négy alapvetd gondolkodasi formara vezeti vissza. A fejezetben
vazolt képességrendszer ugyanakkor mégis sajatosan matematikai. Fiig-
getleniil a matematikatudomany konkrét teriileti tagozodasatol €s a tarsa-
dalmi elvarasokbol fakado kovetelményektdl, az egész és a racionalis
szamok, az additiv és multiplikativ gondolkodasi formak egyiittes rend-
szere a matematikai gondolkodas leirasat nyujtja. A kovetkezOkben két
olyan fogalomkdron keresztiil teremtiink tovabbi kapcsolatot az elméleti
fejezet €s a részletes tartalmi keretek kozott, amelyek fontos szerepet
jatszottak az elmult két évtized nemzetkdzi kutatasaiban.

Problémamegoldo gondolkodas

A matematikai gondolkodas kutatdsanak irodalméban jelentds aranyt
képviselnek azok a megkdozelitések, amelyek az altalanos problémameg-
oldés részteriileteként tekintenek a matematikai gondolkodasra. Altalanos-
sagban az olyan feladatot nevezziik problémanak, amelynek megoldasi
folyamatdban nincs kész algoritmusunk, amelyet kovethetiink, hanem a
feladat tudatos tervezési, nyomon kovetési és ellendrzd folyamatok fel-
hasznalasat igényli. Az olyan kérdésekre adando6 valaszadas, mint példaul:
,hogyan mérhetd le az iskolaudvar hossza a 1épéseinkkel?” vagy ,,hany
liter viz fér az otthoni fliird0kadba?”, lehetdvé teszik, hogy a tanuldink a
problémat részekre bontsak, analizaljak, majd a problémamegoldas 1épé-
seit attekintsék, a problémat megoldjak. Az ilyen mddon értelmezett
problémamegoldé gondolkodas fejlédésének feltétele és segitdje a mate-
matikai fogalmak, szimbolumok ismerete és a matematikai készségek és
képességek fejlodése.

A matematikai problémamegoldasban, a szitkebb értelemben vett (és
az 1. fejezetben részletesebben bemutatott) matematikai képességeken tul
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a gondolkodas mas képességei is szerepet jatszanak. Ezek teszik lehet6veé,
hogy a matematikai miiveleteket 1), ismeretlen helyzetekben alkalmaz-
zuk, a begyakorolt rutinfeladatokon talmutatd problémak megolddsaban is.

A problémamegoldd gondolkodas vizsgalata elsésorban a szdveges
feladatok kitizésének és a megoldasi folyamat elemzésének technikajat
alkalmazza (Csikos, Kelemen és Verschaffel, 2011). A szoveges feladatok
mint a problémamegoldo gondolkodas fejlesztésének természetes eszkozei
mar az 1-2. osztalyban megjelennek. A szoveges feladatok megoldasanak
azonban eléfeltétele a megfeleld szovegértés. A szoveg hosszisaganak,
nyelvtani bonyolultsagi fokanak igazodnia kell a tanuld fejlettségi szint-
jéhez. Ez eleinte két-harom egyszeri mondatot jelenthet csupan. Ujabb
fejlodési fokozat, amikor a szoveget mar nem hallas utan kell feldolgozni,
hanem 0nallé olvasas soran. A 3—4. osztalyban mar megfigyelhetd, hogy
az eredetileg a problémamegold6 gondolkodas fejlesztésére — a valdsag
matematikai modellezésének valtozatos eszkozein keresztiil — lehetdséget
nyujto szoveges feladatok egyre inkabb a szdmolasi készség tovabbi fej-
lesztésének gyakorloterepévé valnak. Fontossa valik emiatt a feladat szo-
vegének megértése €s a megértést lehetdvé tevo problémareprezentacio.

A problémamegoldé gondolkodas fejlesztésének fontos mddszere a
gondolkodasi folyamatok szavakba ontése, a ,,miért?” kérdések megfo-
galmazasa (Pdlya, 1945/1957). A feladatrdl alkotott belsd, mentalis ké-
peink megbeszélése, a feladatokhoz rajzok készitése (amelyek egymastol
jelentdsen kiilonbozhetnek, hiszen a mentalis modellek egyénre szabot-
tak) eldsegiti a problémamegoldd gondolkodas stratégiai, metakognitiv
elemeinek fejlodését.

Matematikai készségek és képességek

Az utébbi két évtized jelentds torekvése volt azoknak a készségeknek és
képességeknek az azonositasa, amelyek a matematika teriiletéhez kothe-
tok, akar a fejlesztés, akar az értékelés szemszogébol. Az intelligencia-
kutatas egyik iranyzata példaul arra vallalkozott, hogy a mérhet6 pszichi-
kus tulajdonsagok kozotti kiillonbségek alapjan az intelligencia szerkezetét
foltarja. Carroll (1993) monografidban Osszegezte az ilyen kutatdsok ta-
pasztalatait, majd kés6bb vallalkozott az intelligencia képesség-rendsze-
rében a matematikai képességek leirasara. Carroll szerint a matematikai
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teljesitményben a fluid intelligencia szamos Osszetevéjének kozvetlen
szerepe igazolhato. Példaul az altalanos kovetkeztetéses gondolkodas,
a mennyiségi gondolkodas vagy az ugynevezett piaget-i gondolkodas.
A kristalyos intelligencia elemei koziil is tobbet kiemel, mint a matema-
tikai képességek fontos dsszetevojét.

A nyelvi fejlodés jelentdsége tobbek kozott abban van, hogy az embe-
rek hajlamosak egy bizonyos, kitiintetett nyelven szamolni, és a kiilonbdzo
nyelvekben megfigyelheté szamelnevezések hatassal vannak a szamolasi
készség mikodésére is. A verbalis és irott nyelv megértésének képessége
is nyilvanvaléan fontos szerepet jatszik a matematikai szoveges felada-
tok megértésében. A szamolasi készség tobb Osszetevoje is azonosithatd
az intelligencia faktoraiban: az atfogo kognitiv gyorsasag és a szamolasi
konnyedség egyarant mérhetd elemei a gondolkodasnak.

A szamolasi készségek kialakulasanak, illetve korai fejlodésének vizs-
galatara a magyarorszagi kutatdsi programok koziil a legrészletesebben a
PREFER, illetve a DIFER mérdeszkozok kifejlesztése soran kertiilt sor
(Nagy, 1980; Nagy, Jozsa, Vidakovich és Fazekasné, 2004).

A matematikai gondolkodas képességeinek egy masik jelentds teriile-
tét jelentik az altaldnos kdvetkeztetéses gondolkodas képességei. Ot olyan
gondolkodasi képességet emlitiink, amelyek a hazai pedagogiai gondol-
kodasban és a diagnosztikus értékelési programokban mar megjelentek:
induktiv (Csapo, 2002), deduktiv (Vidakovich, 2002), rendszerezési (Nagy,
1990), kombinativ (Csapo, 1998) és korrelativ (Ban, 2002) gondolkodas.
Ezek a matematikaban is szerepet jatszo képességek valtozatos matema-
tikai tartalmak esetén értékelhetdk és fejleszthetdk.

A matematikai tudas alkalmazasanak teriiletei

A matematikai fogalmak kialakuldsa sordn természetesen folyamatos
kolcsonhatas van a megfigyelt jelenségek és a kialakuld matematikai
fogalmak kozott. Reényit (2005. 39. o.) idézve: ,,Amikor a gyereket sza-
molni tanitjak, el6szor kavicsok vagy palcikak megszamolasara tanitjak
Oket. Csak ha mar a gyerek meg tud szamolni kavicsokat és palcakat,
akkor képes eljutni odaig, hogy megértse, nemcsak két kavics és harom
kavics az 6t kavics, hanem, hogy két valami és harom valami az mindig 6t
valami, vagyis hogy kett6 meg harom az 6t.”
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A matematikai fogalmak megértése és hasznalata tobb szinten lehetsé-
ges: a megértés kognitiv tudomanyi értelmezése gyakran a belsd disszo-
nancia megsziinéseként tekint a megértésre (Dobi, 2002). A megértésnek
az a szintje, amikor — ahogyan példaul Rényi Alfréd teszi — magukrol a
matematikai fogalmakrol tesz megallapitasokat, a megértésnek egy ma-
gasabb szintjét jelentik. Ezt a magasabb szintet Skemp (1975) reflektiv
matematikai gondolkodasnak nevezi.

A matematikai tudas alkalmazasanak értékelése soran szoveges felada-
tokat oldanak meg a tanulok, amelyekben helyet kapnak a hétkdznapi ta-
pasztalataikbol ismert fogalmak és matematikai jelenségek. Az dkortol kezd-
ve a szoveges feladatoknak legalabb harom funkcidja él egymas mellett.

(1) A matematikai tudas ,,szovegbe 6ltoztetése”, vagyis a matematikai
készségek és képességek fejlesztése €s gyakoroltatasa szoveges
feladatokon keresztiil. Ebben az esetben a feladatok szovege isme-
r0s, baratsagos, ugyanakkor nem feltétleniil egy gyakorlati prob-
lémat jelenit meg. Az ilyen feladatokat Szendrei Julianna ,tanpél-
danak” nevezi (Szendrei, 2005). A tanpéldak — vagy ahogyan
a tovabbiakban nevezziik dket: szoveges gyakorlofeladatok — tehat
els6sorban a matematikai készségek €s képességek fejlesztésére,
a gyakoroltatasra szolgalnak, ¢és a feladatok szovegének konkrét
tartalma — bizonyos keretek kdzott — szabadon valtogathato.

(2) A matematikai szoveges feladatok az embert koriilvevd vilag mate-
matikai modellezésének eszkdzeit is jelentették. Az okori egyiptomi
irnok és a reneszansz kori velencei kalmar matematikai képzésében
olyan feladatok uralkodtak, amelyekben hétkoznapi szituaciok, a ké-
sObbickben valésdgosan megoldandd problémak jelentek meg.

(3) Szintén tobb ezer éves multja van a rekreacios és rejtvény jellegli
matematikai szoveges feladatoknak. Archetipusa ennek a feladat-
nak a ,,hany éves a kapitany?” jellegii nonszensz feladatkitiizés ¢s
az olyan feladatok, amelyekben a megoldénak ki kell talalnia, va-
jon mire gondolt valdjaban a feladat kittizéje. Ide tartoznak a nyil-
vanvaldan adathidnyos feladatok ugyanugy, mint azok, amelyeket
1émék koz¢ sorolnak (Kontra, 1999).

A szoveges feladatok emlitett funkcidi gyakran egymassal dsszekap-

csolodnak. Elképzelhetd, hogy egy adott iskolai évfolyamon beliil egye-
sek szamara egy feladat rutinszertien megoldhato szoveges gyakorlofel-
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adat, mig masok szamara a vilag matematikai modellezésének eszkoze.
Sot, a feladatkitlizés modjatol is fiigghet, hogy a tanuldé ugyanazt a szo6-
veges feladatot gyakorlo tanpéldanak tekinti vagy pedig olyannak,
amelynek megoldasa soran ismereteit mozgositva tobb lehetséges mate-
matikai modell koziil valaszthat. A matematikai tudas alkalmazasarol
sz616 elméleti fejezetben tobb példat is lathatunk, amelyekben hatranyba
keriiltek azok a tanulok, akik nem tanpéldanak tekintettek egy-egy szo-
veges feladatot. Altalanossagban elmondhato, hogy a széveges feladatok
megoldasanak menetére vonatkozé informacié a matematikai tudas ré-
szét képezi. A pedagbdgus szerepének jelentéségére utal az a megallapi-
tas, miszerint osztalyonként mas €s mas szocio-matematikai normakat
sajatitanak el a tanulok a feladatmegoldas mibenlétérél, menetérdl és
ritualéjarol.

Realisztikus szoveges feladatok

A matematikai tudas alkalmazasardl szold elméleti fejezetben leirtak
alapjan a szoveges feladatoknak van egy olyan csoportja, amelynek el-
sOdleges funkcioja nem valamely matematikai miivelet vagy tudaselem
szovegbe Oltoztetése, hanem a tanulok szamara ismert, a képzeletiitkben
¢és tapasztalatukban megragadhaté tudaselemek matematikai modellezé-
sének eldsegitése. Hol huzodik a hatar a tanpéldak és a realisztikus szo-
veges feladatok kozott?

Onmagaban véve egyetlen feladatot sem nevezhetiink realisztikusnak
vagy nem realisztikusnak. A nem realisztikus ¢s a realisztikus feladatok szét-
valasztasahoz tobb tényezot sziikséges figyelembe venni. Legalabb harom
tényezotol fiigg, hogy egy szoveges feladat realisztikusnak tekinthetd-e.

(1) A feladat szovegében el6forduld dolgok és tulajdonsagok szerepe:

amennyiben a feladat szovegében szerepld dolgok (szerepldk, je-
lenségek, tulajdonsagok) 1ényeges részét képezik a feladatnak abban
az értelemben, hogy ezek megvaltoztatasa a megoldas folyamata-
ban is Iényeges valtozast okoz, valdsziniisithetd, hogy realisztikus
feladatrol van szo.

(2) A feladatban szerepld dolgok és a meglévd tanuldi tudas viszonya:

a realisztikus jelzo eredeti értelmében a feladatban szerepld dolgok
elképzelhetoségére utalt. Nem kdvetelmény egy realisztikus feladat
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esetében, hogy a hétkdznapi valosag targyai szerepeljenek a szo-
vegben; lehetséges, hogy a hétfejli sarkanyrol szo6l6 kombinatorikai
feladat realisztikus.

(3) Az osztalytermi szocio-matematikai normak hatarozzak meg, hogy
mennyire kotott ritualéja és szabalyrendszere van annak, hogy a
szoveges feladatok soran milyen I1épéseket varunk el. Ebbdl a szem-
pontbol gyakran a realisztikus feladatok indikatora lehet, ha a sz6-
veges gyakorlofeladatoknal ismertetett, ,,megszokott” algoritmus
cs6dot mond a feladatmegoldas folyamataban.

Gyakori, hogy realisztikus feladatok esetén mar az adatok kigytijtése,
majd pedig az elvégzendd miiveletek meghatarozasa olyan matematikai
modell kivalasztasaval jar, amelyben tervezd, nyomon kovetd és ellenor-
706 (tudatos) folyamatok zajlanak.

Autentikus feladatok

A realisztikus feladatok halmazan beliil egy sajatos csoportot alkotnak az
ugynevezett autentikus feladatok. A vonatkozo elméleti fejezetben defi-
nialtuk a feladattipus jellemzdit, azokat a részletes tartalmi és értékelési
keretek fejezeteiben a konkrét matematikai részteriileteken jellemezziik
¢s peldakkal illusztraljuk.

Az autentikus feladatok a tanuld tapasztalataira s tevékenységére €pii-
16 szoveges feladatok, amelyek gyakran intranszparens problémak. A rea-
lisztikus feladatok kozott az autentikus feladatok sajatossaga, hogy hang-
suly keriil a tanuléi tevékenységre, amely sziikségszeriien kapcsolddik a
motivaltsag €s a bevontsagérzés kategoriaihoz. Kiilso, formai jegyek
alapjan az autentikus feladatok gyakran a hosszabb szovegiikr6l ismer-
heték fel, amelyben egy valosagos problémahelyzet leirasa torténik,
gyakran — matematikai szempontbdl — f6losleges vagy éppen hianyzo
adatokkal. Ugyancsak formai jegye lehet az autentikus feladatoknak, ha
azokban a tanulot a leirt problémahelyzethez kapcsolodo feladatkitiizés-
re kérjik. A feladatmegoldo folyamat jellemzéi kozil pedig azt emeljiik
ki, hogy az autentikus feladatokban nincs kdzvetlen, nyilvanvalé algorit-
musa a megoldasnak, tehat valodi matematikai modellalkotasra van sziik-
ség, amelynek soran ugynevezett tevékenység zajlik. A kiilsé szemlélod
altal is megfigyelhetd tevékenységformak kozott megemlitjilk az adat-
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gyljtést (akar kiils6 forrasokbol, akar megbeszélés modszerével), a mé-
réseket, az eldzetes tanuloi tudas alapjan folytatott vitat és parbeszédet.

Sok esetben — ahogyan az a hétkoznapok autentikus problémaira is
jellemz6 — nincs egyetlen, jol definialt megoldasa a feladatnak, viszont
pedagodgiai szempontbdl a matematika miivelésének folyamata (a terve-
zés folyamatabdl induld, a feladatmegoldast nyomon kdvetd és értékeld
matematizalas) gyakran dnmagaban az autentikus probléma megoldasa-
val egyenértékii. Az autentikus feladatok megoldasanak folyamata gyak-
ran zajos csoportmunkat igényel, ilyen médon folrigva olyan hagyoma-
nyokat, amelyeket laikusok és pedagdgusok is a matematikadrak jellem-
z0jeként kezeltek korabban.

A matematikai problémamegoldas egyik elsé altalanos modellje Polya
Gyorgy (1945/1957) nevéhez flizodik. Azok a 1épések, amelyeket 6 alta-
laban a sikeres matematikai feladatmegoldas Iépéseként leir, legszembe-
tinébben a realisztikus (és azon beliil az autentikus) feladatok megoldasa
soran érthetdk tetten. Azok a kérdések, amelyeket Polya munkajaban
megtalalunk — és amely kérdéseket az utokor metakognitiv kérdéseknek
nevez — a probléma matematikai jellemzdi mellett a megoldo személy és
a matematikai probléma viszonyara vonatkoznak. ,,At tudod-e fogalmazni
a problémat a sajat szavaiddal?” ,,Tudsz-e olyan abrara vagy diagramra
gondolni, amely segithet a probléma megoldasaban?”

A matematikatudomany szerinti részteriiletek

A matematikai tudas diagnosztikus értékelése soran a feladatok természet-
szerlileg kotddnek a matematikatudomany egy-egy részteriiletéhez. A har-
madik fejezetben leirtak alapjan az iskolai matematika teriiletei alapve-
téen megfelelnek a matematikatudomany jelenlegi tagozodasanak. Kii-
16nb6z6 évfolyamokon mdés-mas teriiletre keriil a hangsuly, és az egyes
teriileteknek eltéro torténeti fejlodési vonaluk van a hazai kdzoktatasban.

Szamok, miiveletek, algebra

A szamok, miveletek, algebra témakor a matematikatanitas alappillére.
Az 1. és 2. osztalyos matematikaban a legtobb id6t és energiat a szamo-
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lasi készség fejlesztése veszi igénybe. Ez a tartalmi teriilet magaban fog-
lalja a szamfogalom fejlodését, a szamkor boviilését, a négy matematikai
alapmivelet elsajatitasat és a szamok helyett alkalmazott jelekkel az al-
gebrai gondolkodas eldkészitését. Ezen tul az alkalmazott matematikai
tudas kdvetelményei kapcsan a valosagban megfigyelhetd szamossagok
és a matematikai alapmiiveletekkel leirhatdé hétkéznapi jelenségek mo-
dellezése is ehhez a teriilethez tartozik.

Kulcsfontossagt a témakor megértéséhez szamba venni Dehaene
(1994) harmaskdodelméletének pedagogia konzekvenciait. A szamok (el-
sOsorban a természetes szamok) nevei, az arab szdmok leirt alakja és az
adott szamhoz kapcsolodd mentalis mennyiségreprezentacié kolcsonods
kapcsolatrendszerei teszik lehetdvé, hogy a tanulok biztos szamfogalom-
mal rendelkezzenek. Mar 6vodaskor el6tt néhany szam nevét tudjak a
gyermekek, kisebb szamossagok esetén azt érté mdédon hasznaljak is
(példaul két fiil, harom ceruza), a szamok leirt alakja azonban jellemzden
az iskolas években kapcsolodik dssze a szamnevekkel.

A szamokhoz k6t6d6 mennyiségreprezentaciok fejlodésével kapcsola-
tos kutatasi eredmények szerint példaul a mentélis szamegyenes 2. osz-
talyos korban a 100 alatti természetes szamok esetében meglehetdsen
pontos és mar linearis felépitésti (Opfer és Siegler, 2003), lehetové téve,
hogy 2. osztaly végére az ugynevezett szazas szamkorben a szamok leirt
alakja, a szdmok verbalis elnevezése ¢s mindezekhez valamilyen meny-
nyiségreprezentacio hatékony kapcsolatrendszere j6jjon létre.

A matematikai alapmiiveletek elsajatitasanak leirasaban a készségfej-
16dés és -fejlesztés torvényszeriiségeit alkalmazhatjuk. A fejlédés szakasza-
it jol ismerjiik: a nevezetes szakadasi pontokat, amelyek a szamlalasban
akadalyokat jelenthetnek, mint 6 utdn a 7-hez, vagy 16 utan a 17-hez eljut-
ni (Nagy, 1980). Arrdl is vannak adataink, miként valik az alapmiiveleti
szamolasi készség mikddése esetenként tiilautomatizalodotta az also6 tago-
zatos korban; ez a probléma a szoveges feladatok és a valdsag mennyisé-
gi Osszevetése (illetve ennek elmaradasa) esetében szembetling. Az algeb-
rai jelolések bevezetésében az egyszerii geometriai formak dominalnak
ebben a korosztalyban (négyzettel, korrel, félkorrel stb. jeldljiik az isme-
retlen mennyiségeket).
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Reldciok, fiiggvények

A gondolkodas egyik sajatossaga, hogy szabalyszertiségeket, mintazato-
kat keres az Ot koriilvevo vilagban. A matematikai gondolkodas teriiletén
az Osszefliggések felismerése ¢és leirdsa tobb tartalmi teriilethez is beso-
rolhato, attol fliggden, hogy milyen adatok és jelenségek kozott keresiink
Osszefliggést, és az Osszefliggést determinisztikus vagy valoszintségi
jelleglinek tekintjiik.

A relaciok és fiiggvények matematikai definicidiban halmazok és hal-
mazok kozotti hozzarendelések szerepelnek. Mind a halmazok, mind a
hozzarendelések a matematikai alapfogalmak kozé tartoznak, vagyis fo-
kozott jelentdsége van annak, hogy ezeket az alapfogalmakat a tanulok
hétkdznapi tapasztalataihoz, a mar meglévé képzetekhez és elemi fogal-
makhoz kapcsoljuk. A témakor kapcesan kiilonos nehézséget okoz, hogy
a relaciok és fliggvények absztrakt matematikai fogalmait milyen mér-
tékben kothetjiik olyan vizualis képzetekhez, mint amilyenek a ,,gépjaté-
kok” tablazatai vagy a kétdimenzids Descartes-féle koordinata-rendszer-
ben abrazolt gérbek.

A Nemzeti alaptantervben a fliggvényekkel kapcsolatos kovetelmé-
nyek jelentds része nincs iskolai évfolyamhoz kotve, ami az értékelési
keretek szempontjabol azt jelenti, hogy a tanulok fejlédé gondolkodasa-
nak értékelését jol definialt, egymasra épiilo feladatrendszerhez érdemes
kapcsolni. Példaul az a Nemzeti alaptantervben szerepld kovetelmény,
hogy ,,Egyiittvaltozd mennyiségek Osszetartozo adatparjainak, adathar-
masainak jegyzése: tapasztalati fliggvények, sorozatok alkotasa, értelme-
zése stb.” a kozoktatas valamennyi évfolyamara érvényes. Az értékelés
tartalmi keretei szempontjabol ugyanakkor dontést kell hoznunk, hogy
miképpen operacionalizaljuk az egymasra €piil6 tudaselemeket, és mely
¢életkori blokkban helyezziik el azokat. Ennél a konkrét kovetelménynél
a kovetkezo kérdések lehetnek relevansak: Milyen egyiittvaltoz6 meny-
nyiségek szerepeljenek a feladatokban? Mely évfolyamokban szerepelje-
nek adatparok, és mely évfolyamokon adatharmasok? Milyen modszerrel
adja meg a tanuld az adatok kozotti 0sszefiiggést? Milyen szokincset
varunk el az egyes évfolyamokon a valtozok kozotti 0sszefiiggések jel-
legére €s szorossagara vonatkozoan? E szaktudoményi szempontu kér-
déssor mellett eldrebocsatjuk, hogy a ,,Relaciok, fiiggvények” témakort
nagyon fontos eszkoznek tartjuk az aranyossagi gondolkodas és (még
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altalanosabban) a multiplikativnak nevezett matematikai gondolkodasi
formak fejlesztéséhez.

Geometria

A geometriar6l a hagyomanyos tantervi bedgyazottsag hasonloképpen
elmondhat6, minként azt a ,,Szamok, muveletek, algebra” témakor kap-
csan tettiik. Az IEA-vizsgalatok nemzetkdzi tanterv-0sszehasonlito elem-
zése alapjan hazankban a matematika tantervekben a geometria ardnya
igen jelent6s (lasd Robitaille és Garden, 1989).

A matematika muveltségteriileten a Nemzeti alaptanterv bevezetdjé-
ben felsorolt célok, értékek és kompetenciak koziil kiemelt fontossagu
a tajékozodas, amely a geometria egyik részteriileteként definialhato.
A geometria és a mérések témakor alkalmas mind a tajékozodas a térben,
mind pedig a tajékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban célkitizések
megvalositasara.

A megismer¢s teriiletének minden pontja megjelenik a témakor feldol-
gozasa soran. Talan kiilon kiemelhetd, hogy az alkotas kiilonféle modo-
zatai (Ontevékenyen, sajat tervek szerint, adott feltételeknek megfeleld-
en), illetve a kreativitas jo terepet kap a geometria tanulasanak kezdeti
szakaszdban is. Az alkotasok velejaréja az egyiittmiikodés ¢s a kommu-
nikacio is.

A tér- ¢és sikgeometriai szemléletet a gyermekek konkrét targyi tevé-
kenységével, a valosagot bemutato, a legkiilonb6zobb technikakkal nyert
anyagok, modellek (pl. targyak, mozaikok, fotok, konyvek, vide6, szami-
togép) segitségével alakitjuk.

Az NCTM emlitett tartalmi kovetelményeiben a geometriatol elkiils-
nitett teriiletként jelenik meg valamennyi iskolai évfolyamon a mérés
teriilete. Folfogasunk szerint a geometriai teriileten beliil helyezheték el
a méréssel kapcsolatos alapelvek és kovetelmények. A kovetkezo két
lista, amelyben kiemeltiik, hogy az NCTM mit tekintett a legjelentésebb
kovetelményeknek a geometria és a mérés teriileteken, vilagossa teszi,
hogy a hazai matematikatanitasi hagyomanyban jol megfér egymas mel-
lett a két teriilet egy egységes ,,geometria” esernyd alatt.

Az NCTM Standard erre a korosztalyra geometria témakorben a ko-
vetkez0 célkitiizéseket és elvarasokat tartalmazza:

163



Csikos Csaba és Csapo Bend

(1) Két- és haromdimenzios geometriai alakzatok jellemzo6i és tulaj-
donsagainak felismerése, megnevezése, épitése, rajzolasa, jellem-
zése, matematikai vitakészség kialakitasa a geometriai Osszefliggé-
sekrol.

(2) Tajékozodas sikon és térben, térbeli relativ poziciok leirasa, meg-
nevezése, interpretalasa, ismeretek alkalmazasa.

(3) Transzformaciok (eltolas, elforgatas, tiikrozés) felismerése ¢€s al-
kalmazasa, szimmetrikus alakzatok felismerése és l1étrehozasa.

(4) Geometriai alakzatok mentalis képének eldallitasa térbeli memoria
¢s vizualis memoria felhasznaldsaval, kiilonbozd perspektivakban
abrazolt alakzatok felismerése és értelmezése, geometriai model-
lek hasznalata a problémak megoldasaban.

A mérés témakorében az NCTM Standard célkitiizései és elvarasai

szintén hasonldk a kerettantervekéhez:

(1) A targyak és egységek, rendszerek és folyamatok mérhetd tulaj-
donsagainak megértése (hosszusag, suly, tomeg, térfogat, teriilet,
1id6 mérésének megértése, targyak dsszehasonlitasa és rendezése
ezek alapjan a tulajdonsagok alapjan, hogyan mériink alkalmi és
standard mértékegységekkel, tulajdonsag mérésére alkalmas esz-
koz és egység megvalasztasa).

(2) A méretek meghatarozasara alkalmas technikak, eszkdzok és sza-
balyok alkalmazésa (a mérés 6sszehasonlitas, egység valasztasa,
a méroeszkdzok hasznalata).

Kombinatorika, valosziniiségszamitas, statisztika

A kombinatorika, a valdszinliségszamitas és a statisztika tanitasa a koz-
oktatas els6 hat évfolyaman féleg a tapasztalatszerzést célozza. Ennek
tiikrében a tantervi kovetelmények sem tartalmaznak sok ismeretet, az
alapkészségek fejlesztése kapja a nagyobb hangsulyt. A tavlati konkrét
szaktantargyi tudas azonban a kombinativ €s valosziniiségi gondolkodas
tapasztalati megalapozasa nélkiil elképzelhetetlen.

A kezd6 szakaszban a tanulék kombinativ gondolkodasat els6sorban
a rendszerezés fontossdganak megértetésén keresztiil formaljuk. A gye-
rekeknek eleinte még nem az a fontos, hogy hanyféle lehetéség van,
hanem a lehetdségek megkeresése, eldallitasa érdekes. Kétféle gondolati
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igényességet kezdiink kiépiteni. Az egyik a szemponttartas, vagyis az,
hogy a feltételt a feladat egészében szem eldtt tudjak tartani. A masik
pedig az, hogy alkotéasaikat folyamatosan ellendrizzék: nem alkottak-e
mar ugyanilyet, kiilonbdzik-e a késziild 11j elem a tobbitdl. A feladatvég-
zés azaltal fejlédik tovabb, hogy megprobalhatnak minél tobbfélét 1étre-
hozni az adott feltétel szerint, végiil a teljességre vald torekvés hangsulyos.

A kozépiskoldban az iskolai tantervek és az érettségi vizsgakovetelmé-
nyek sokkal nagyobb hangsulyt helyeznek a valdszinliség témakdrre,
mint korabban. Ehhez igazodva a téma sokkal koriiltekintébb elékészitd
munkat igényel az alsébb évfolyamokon is. Nagy kiilonbség van azon-
ban a valosziniiségi szemlélet fejlesztése, és a valdszinliség szamitasa
kozott. Az elméleti szamitasok élesen elvalnak a kisérletek soran szerzett
tapasztalatoktol. Az utobbit inkabb a gyerekek érzéseire hagyatkozva, de
egyre tudatosabban, mas koriilményeket is megvizsgalva végezziik. Ki-
emelt jelentOséget kap az adatok lejegyzésének egyre tudatosabb volta,
mely nélkiilozhetetlen a statisztika témajanak mélyebb megértéséhez.
Kezdetben az a valosziniiség tartalma, hogy ami ténylegesen gyakrabban
eléfordult, az valdszintibb. Csak egy kovetkezd szakaszban modosul ez
ugy, hogy ami tobbféleképpen eléfordulhat, az valdésziniibb (még akkor
is, ha a tényleges kisérleti adatok ezt nem tamasztjak ald). Ennek megfe-
lelden a tantervi fejlesztési feladatok és az értékelés formai is tapaszta-
latszerzésre alapoznak: A ,,biztos”, ,,nem biztos”, ,,valészinii”, ,,lehetsé-
ges” fogalmak kialakitasa jatékkal, tevékenységgel, hétkoznapi példak
gyljtésével célravezeto.

Osszegzés és tovabbi feladatok

A matematika részletes tartalmi keretei csak kiinduldépontot jelentenek
a diagnosztikus mérési rendszer kidolgozasdhoz. Egy hosszu fejlodési
folyamat kezd6 szakaszardl van szd, melynek soran elkészitettiik a méré-
si koncepciot, dsszegeztiik a rendelkezésre allo tudomanyos eredménye-
ket, és részletesen leirtuk a mérés eszkdzrendszerének kidolgozasahoz
felhasznalhat6 tartalmakat.

Az elméleti hattér és a részletes tartalmi keretek tovabbfejlesztésének
tobbféle forrasa lehet. A munka iddbeli keretei altal szabott korlatok mi-
att nem keriilhetett sor a kiilsé szakmai vitara. Most e kotetekben megje-
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lennek magyarul és angolul, és igy a legszélesebb tudomanyos és szak-
mai kozdsségek szamara hozzaférhetdvé valnak. A tovabbfejlesztés elsd
fazisaban e szakmai korbdl érkezo visszajelzések feldolgozasara és fel-
hasznalasara kertilhet sor.

A fejlesztés masodik, 1ényegében folyamatos szakasza az 0j tudoma-
nyos eredmények beépitésével valosulhat meg. Néhany teriileten kiilono-
sen gyors a haladas, ezek kozé tartozik a kora gyermekkori tanulas és
fejlodés kutatasa. A tudas, a képességek, a kompetencidk értelmezése,
operacionalizalasa szintén szamos kutatasi programban megjelenik. Ha-
sonloan ¢élénk munka folyik a formativ és diagnosztikus értékelés terén.
E kutatasok eredményeit fel lehet hasznalni az elméleti hattér Gjragondo-
lasahoz és a részletes leirasok finomitasahoz.

A tartalmi keretek fejlesztésének legfontosabb forrasa alkalmazasuk
gyakorlata lesz. A diagnosztikus rendszer folyamatosan termeli az adatokat,
amelyeket fel lehet hasznalni az elméleti keretek vizsgalatara is. A most
kidolgozott rendszer a mai tudasunkra épiil, a tartalom elrendezése és a
hozzavetdleges életkori hozzarendelés tudomanyelméleti értelemben
csak hipotézisnek tekinthetd. A mérési adatok fogjak megmutatni, me-
lyik életkorban mit tudnak a tanulok, és csak tovabbi kisérletekkel lehet
valaszt kapni arra a kérdésre, hogy hatékonyabb tanulasszervezéssel
meddig lehet eljuttatni 6ket.

A kiilonb6z0 feladatok kozotti kapesolatok elemzése megmutatja a fej-
16dés leirasara szolgalo skalak Osszefiiggéseit is. Rovid tavon elemezni
lehet, melyek azok a feladatok, amelyek az egyes skaldk egyedi jellegét
meghatarozzak, ¢s melyek azok, amelyek tobb dimenzidhoz is tartozhat-
nak. A diagnosztikus mérésekbdl szarmazé adatok igazan fontos elemzé-
si lehetdségei azonban az eredmények longitudinalis dsszekapcsolasaban
rejlenek. Igy hosszabb tavon elemezni lehet azt is, milyen az egyes fel-
adatok diagnosztikus ereje, melyek azok a teriiletek, amelyek tudésa
meghatarozza a késobbi tanulds eredményeit.
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A matematika részletes értékelési keretek felépitése a bevezetd fejezetek-
ben kifejtett elméleti hattéren alapszik. Ebben a fejezetben haromszintii
tagozodas érvényesiil a kovetkezd séma szerint. A matematikai tanulasa-
nak harom dimenzidja hatarozza meg a fejezet elsédleges tagolasat. Ezen
beliil is a pszichologiai elveket kiemel6 fejezet keriilt az elsé helyre,
ezzel is hangsulyozva, hogy csak az értelmi fejlodés természetes folya-
mataihoz igazodo, gondolkodast fejlesztd matematikatanitas lehet ered-
ményes. A masodik helyre tettiik a matematikai tudéas alkalmazasi szem-
pontok szerinti leirasat, és a harmadik alfejezetbe keriilt a matematika
szorosabb értelemben vett diszciplinaris elvei szerinti attekintés. A mate-
matikara kiilonosen érvényes a harom dimenzio dsszefonodasa, és ahogy
az el6z6 fejezetek tobbszor hangsulyoztak, az elkiilonités elsésorban a
részletes diagnosztikus értékelés céljait szolgalja. Természetesen a tani-
tasban a harom dimenzio integraltan, szinte észrevétleniil jelenik meg, €s
parhuzamosan szerepelnek a kiilonb6z6 dimenziok feladatai az értékelés-
ben is.

A masodik szerkezeti tagolas az évfolyamok alapjan torténik. A tanu-
lok kozotti nagy kiilonbségek miatt az életkor szerinti hozzarendelés
csak hozzavetdleges lehet, ugyanakkor a tobb szintre bontassal hangsu-
lyozzuk az egymasra épiilést és a fejlédési alapelvet. A harmadik rendezd
szempontot a matematikatudomanyi alapokon meghatarozott teriiletek
jelentik. Mivel a fejlesztés tobb évfolyamot atfog, ezek a tartalmak mas-
mas szinten mindegyik évfolyamon megjelennek.

Az itt leirt szerkezeti felépitésbol kovetkezik, hogy ez a fejezet 36
részfejezetre tagolodik. Az egyes életkori savokhoz 12-12 egység tarto-
zik; a matematikatudomany egyes teriileteit 9-9 részfejezet képviseli, a
harom tudasdimenzidhoz pedig szintén 12-12 részegység sorolhatd. Az
egyes tudasdimenzidk leirasa vonatkozo elméleti fejezetekben (e kotet
elsé harom fejezete) megtalalhatok az életkori savok alkalmazasanak és
a tudasteriiletek kivalasztasanak szempontjai. A fejlodés sajatossagaibol
kovetkezik, hogy egyes teriiletek fejlesztésének stulypontja korabbra, ma-
soké késobbre esik. Ezért az itt kovetkezd 36 rész nem minden tekintet-
ben ardnyos vagy azonos mértékben részletes. A részletek tovabbi pon-
tositasa azonban csak felmérések, az empirikus adatok birtokaban lesz
lehetséges.
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A matematikai képességek
diagnosztikus értékelése

Az 1-2. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

Az also tagozatos fejlesztés soran a jol megtervezett konkrét cselekvd
tevékenységekbodl, a didkok altal megtapasztalt valosagbol kiindulva, a
valosagot bemutatd vizualis, audiovizualis abrazolasokon at jutunk el az
absztraktabb rajzos, verbalis, végiil a jelekkel, szimbolumokkal torténd
megfogalmazasokig. A valosag, a fogalom ¢és a szimbolum (jel) helyes
0sszhangba hozasa, egymasnak valo kolcsonos megfeleltetése sok-sok
tevékenységgel torténik. Mar 6vodaskorban elkezdédik annak a képes-
ségrendszernek a fejlesztése, amelyet az egész szdmok értd hasznélata
jelez. Az egész szamok — mint matematikai gondolkodaselemek — meg-
feleld szinti fejlettségét mutatja (tobbek kozott), ha az iskolaba 1épo ta-
nulé szamara vilagos, hogy nagyobb mennyiséget nagyobb szam repre-
zental.

Egy jellemz6 6vodai feladat:

Rajzolj tobb karikat a jobb oldalra, mint amennyit a bal oldali keretben
latsz!

OO
O

Az els6 osztalyban kiegészitjiik a kérdéseket, utasitasokat:

1. Rajzolj 3 karikaval tébbet a jobb oldalra, mint amennyit a bal oldalon
latsz!

2. Ird le szamtannyelven is, amit az abran latsz! (Megoldas: 3+3+3=9;
3+6=9; stb.)
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5. Részletes tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez

A masodik osztalyban tovabb béviil a kérdések matematikai tartalma:

1. Rajzolj annyi kort a jobb oldalra, hogy az abran ésszesen 18 kort las-
sunk!

2. Irj ésszeaddasokat, kivondsokat az dabrarél! (Megoldas: 18-3=15;
3+3+12=18; 15-3=12; stb.)

3. Piros szinnel keritsd koriil ugy a koroket, hogy minden keritésen beliil
ugyanannyi kor legyen! (Megoldas: I x18 kér vagy 2x9 kor vagy 3x6
kér vagy 6 %3 kor vagy 9x2 kor vagy 18%1 kér)

A koz0s élmények, tapasztalatok, az egyiitt végzett matematikai tevé-
kenységek egyfajta kozos hivatkozasi alapot jelentenek egy osztaly/cso-
port szamara. Minél gazdagabb és mobilabb ez a hivatkozasi alap, annal
biztosabb, hogy a késdbb elhangzé kérdések, allitasok, egyéb megfogal-
mazasok soran minden tanulonal ugyanazt a képzetet, cselekvéssort, em-
1éket, gondolatot hivjuk eld.

Szamok
Az 6vodabol érkezd gyerekeknek vannak emlékeik arrol, hogy targyakat,
képeket hasonlitottak Ossze, tulajdonsagokat vizsgaltak, kapcsolatokat
kerestek, viszonyokat probaltak megfogalmazni a maguk szintjén. Az
iskolaban folytatodnak a jol elékészitett és valtozatos tevékenységek,
tudatosulnak a fogalmak tartalmi jegyei. A tanulok ezaltal megértik és jol
alkalmazzak a tobb-kevesebb (pl.: kdlcsondsen egyértelmli megfelelteté-
sekkel), ugyanannyi (pl.: parba allitasokkal, mely parositas e kapcsolat
ért6 kialakitasanak modszere), kisebb-nagyobb, hosszabb-rdvidebb illet-
ve magasabb-alacsonyabb (pl.: 6sszemérésekkel), stb. relaciokat. A rela-
ciokhoz kapcsolodo jeleket (>; <; = szimbolumokat) a gyermeki kdrnye-
zethez, a mesevilaghoz kapcsolodd elnevezéssel illetik (pl.: a roka szaja
arra nyilik, mert ott 14t tobb tytukot), de van, ahol a ,,relacids jel” megne-
vezést hasznaljak. (Ovatosan kell banni a matematikai kifejezések korai
bevezetésével, mert eléfordulhat, hogy emiatt rosszul (pl.: szitkebb tarta-
lommal) rogziilnek, s ez késobb hatranyt, meg nem értést okozhat a gon-
dolkodasban.)

A megfigyelések, Osszehasonlitdsok sorozata képessé teszi a tanuldkat
az azonositasra, a megkiilonboztetést segitd 1ényeges tulajdonsagok fel-
ismerésére, megnevezésére, fokozatos absztrahalasra (pl. egy kiskutya
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két képen valod abrazolasa kozotti kiilonbségek felfedeztetése), nemcsak
a fizikai konturokra (pl. lehtizza vagy felemeli a kutyus a fiilét), de akar
érzelmi/hangulati allapotot kifejezd kiilonbségek észrevételére is (pl.
nyugodtan il vagy izmait megfeszitve, haragos képpel, nyitott szajjal
van lerajzolva). A kiillonbségek, valtozasok megfigyelése, megbeszélése,
tudatos kiemelése a muveletek képi megjelenitését vetiti eldre, egyfajta
elokészités a miveleti szimbolumok szamara.

A tevékenységek kozott a konkrét képeknek, abraknak, rajzoknak jol
valasztott mozgassal (pl. sorozatok képzésekor felallas, leiilés, kiilonbo-
z6 kéztartasok), versikék szétagold elmondasaval (pl. egy elem kivalasz-
tasa ,.kiszamolokkal”), hangokkal (pl. dobbantas, koppantas, taps vagy akar
valamely eléénekelt hang) valoé leolvasasa egyfajta ,,szamlalast” jelent.
Példaul:

Jeloljon a L) egy tapsot, a 'pedig egy labdobbantdast.
Az alabbi képet ,,olvassuk le” a jeleknek megfelelden!

SR VVeddWVViddhWV itV Y

Talaljatok ki mozgasok, hangok segitségével kiilonbozo leolvasasokat!

A szamlalas ugyanazon kép (szam) esetén is tobbféle modon torténhet.
Ezt sokan igy fogalmazzak meg: ,,egy szamnak tobbféle neve van”. Ez
azt jelenti, hogy a szamot példaul bontott alakjaival, kiilonbségalakokkal
is kifejezhetjiik. A felsorolt tevékenységek célja, hogy a tanulo legyen
képes a tanult szamkorben a biztos szamlalasra, az elnevezések, jeldlések
emlékezetbe vésésére, felidézésre, alkalmazasara.

A szamfogalom kialakitasat, fejlesztését altalaban harom irdnybol ko-
zelitjiik meg. Ehhez kapcsoloddan az alabbi oktatas-modszertani meg-
fontolasokat tessziik:

Mdiveletek

A matematikai képességrendszerben additiv gondolkodasnak nevezett
jelenség eklatans megjelenési és értékelési teriiletét jelentik az egész
szamokkal végzett matematikai miiveletek. Maga az additiv jelz6 szota-
rilag 0sszeadasra utal, azonban tagabb értelemben ide tartoznak a meny-
nyiségek, szamossagok dsszehasonlitdsat megvalosito tudaselemek. Ezek
a tudaselemek teszik lehetévé annak megértését, hogy adott mennyiség-
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b6l valamennyit elvéve, majd ugyanazt hozzatéve a kiinduld mennyiség-
hez jutunk.

A szamfogalom fokozatos kialakitasat, mélyitését szolgalo tevékeny-
ségek soran eldkészitjiikk az dsszeadas (+) €s a kivonas (—) muveletének
matematikai tartalmu fogalmat: a szamok kiilonb6z6 leolvasasaval, az
Osszegalakok (pl. 5 di6 és 2 alma ugyanannyi darab, mint 3 alma ¢és 4 dio)
¢és kiilonbségalakok leolvasasaval: pl. egy képen jol lathato, hogy 5 fiu
kozil 1 fia nem evett, azaz 5 fit koziil 4 megette az ételt. Az 5—4 az 1-nek
kiilonbségalakja.

A potlas (valamennyire kiegésziteni (pl. 3+/\=7)) és a bontas (az sz-
szes két vagy tobb részre osztasa (pl. 8=A+A)) tartalmilag elsésorban
az Osszeadashoz kapcsolodik, matematikai hatterét tekintve nyitott mon-
datok megoldasat jelenti. A bontas lehetévé teszi egy szam sokféle eld-
allitasat, de egy szadm eldallitasa potlassal és elvétellel is torténhet (pl. a
4 szam 1-bol, 2-bol, 3-bol potlassal, mig 5-bdl, 6-bol stb. elvétellel allit-
hato eld). A valtozatos kirakasok, a képes, szoveges szituaciok soran
szerzett, még jellemzden szoban megfogalmazott tapasztalatok a mive-
letvégzés algoritmusat is jol eldkészitik. Mire megjelenik az irasbeli le-
jegyzés, a miiveleti jelek (szimbolumok) értése, alkalmazasuk biztos tu-
dasa a tanult szamkorben jol megalapozott. Az els6 két évfolyamon elso-
sorban az Osszeadas, a kivonas fogalmat alapozzuk meg és mélyitjiik
fokozatosan (a 2. évfolyamon a 100-as szamkorre kiterjesztve), valamint
kialakitjuk az 6nellendrzés igényét.

Kiemelt szerepet tulajdonitunk a szamegyenes segitségével torténd
miveletértelmezésnek is.

Példaul:

A szamegyenesen valo kétiranyu lépegetések 0sszekapcesoljak a miive-
letet és megforditasat. A nyilak jobbra mutatva a hozzaadast, balra mu-
tatva az elvételt jelolik. Jol szemléltetik, hogy a 6-nal 5-tel nagyobb a 11,
és a 11-nél 5-tel kisebb a 6.

Tevékenységek soraval készitjiik el6 a szorzas (egyenld tagok dssze-
adasa), részekre osztas (pl. megjelenitéssel, jelolés, pl. 20/4 bevezetésével),
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bennfoglalas (megjelenités, jeldlés, pl. 20:4), maradékos osztas (kirakas-
sal, maradék megjelolésével) fogalmi jellemzdit.

A miuveletek jellemzodinek, kapcsolatainak vizsgélata soran az elsd
évfolyamon elsdsorban az Osszeadas tagjainak felcserélhetéségét, cso-
portosithatosagat fedeztetjiik fel a diakokkal, és kapcsolatot keresiink az
Osszeadas és kivonas kozott. A masodik évfolyamon a tagok valtoztatasa
¢és az eredmény valtozasa kozotti 6sszefliggést, a szorzas és osztas kozot-
ti kapcsolatot is megfigyeljiik, és konkrét targyi tevékenységrol leolvas-
suk a tényezok felcserélhetdségének értelmezését.

Algebra

A matematikatudomanyi szempontu tartalmi felosztasban az algebrai jelek
és eljarasok kiilon egységet képeztek a ,,Szamok, szamrendszerek™ tudas-
teriileten. A jelek kezeléséhez szlikséges absztrakciot feltételezi a piaget-i
értelemben vett konzervacié miivelete, amely az additiv €s multiplikativ
gondolkodas elemeként a matematikai gondolkodas alapelemét jelenti.

Relaciok, fiiggvények

A relaciok és fiiggvények témakor kiemelt szerepet jatszik egyes gondol-
kodasi képességek fejlesztésében. A multiplikativ gondolkodas elemei
kozott emlithetjiik az induktiv gondolkodast (azon beliil a szdmsorozato-
kat, a szam- és szoanaldgiakat), amelyek a ,,Relaciok, fiiggvények” téma-
korhoz tartoznak. Hasonldan, az aranyossagi gondolkodas fejlesztése
soran megjelenik az egyenes aranyossag fliggvényként valo értelmezése.

A szadmlalas készségének fejlesztéséhez kapcsoldodoan a tanuloknak
csokkend és ndvekvo szdmsorozatokat kell tudni folytatniuk a természe-
tes szamok korében, szazas szamkorben. Egyenletes valtozo sorozatok
szabalyait is fol kell ismernitik.

Folytasd a megkezdett sorozatot ket taggal! Mi lehet a szabaly?
1 4 7 10 13
A tanuloknak képesnek kell lenniiik a periodikusan ismétlodé mozga-

sok, ritmusok kovetésére és folytatasara. Szamsorozatok esetében fel kell
ismerniiik, hogy cs6kkend, ndvekvd vagy periodikus sorozatrdl van-e szo.
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Folytasd a sorozatot két taggal!

1 3 5 3 1 3

Hogyan folytatnad a kovetkezé sorozatot? Keress legalabb kétféle szabalyt!

2 4 6 __

Ugyancsak a multiplikativ gondolkodas alkalmazasi teriiletét adjak az
olyan feladatok, amelyekben szamsorozatok vagy egyéb sorozatok (tar-
gyakbol, egyéb elemekbdl), tablazatok elemei kozotti osszefiiggéseket
keresiink. A tanulok induktiv és deduktiv gondolkodasi képességeit egy-
arant fejlesztik ezek a feladatok. A képességfejlesztés szempontjabol és
a megoldasok elbirdlasa szempontjabol egyarant fontos a szabalyok sok-
féle megfogalmazasi lehetdségét megbeszélni, megvitatni, értelmezni.

Figyeljétek meg az alabbi viragokbol készitett sorozatot, és valaszoljatok
a kérdésekre!

a) Rajzold le a kévetkezo tagjat a sorozatnak!

b) Milyen szabaly szerint készitették ezt a sorozatot?

¢) Ha folytatnank a sorozat rajzolasat, mit gondolsz, mi lenne a sorozat 12.,
15., 20. tagja?

A szoveges feladatok egésze vagy egyes részei gyakran tartalmaznak
olyan gondolatokat, melyek kozds megvitatasa neveld hatasu, ezért fel-
tétleniil beszélgessiink rola (pl. szolhat a szoveg a kdrnyezetvédelemrol,
baratsagrol, onzetlen segitségnytjtasrol, az uzsonna tarsakkal valé meg-
osztasarol, a kulturdlt egyiittélés feltételeirdl, épiilhet csaladi, tinnepi,
foldrajzi, torténelmi, mivészeti témakra).

A szoveges feladatokkal vald rendszeres foglalkozas fejleszti a tanu-
tas kompetencidjanak megerdsitését, a problémamegoldd gondolkodast,
a kreativitast, az érvelésen alapuld vitak, az ellenérzés, az onellendrzés
igényének kialakitasat.
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A tanuloknak képeseknek kell lenniiik 2. osztaly végére olyan soroza-
tok szabalyainak megéallapitasara és a sorozat folytatasara is, amelyben a
szdmsorozat tagjainak kiilonbségébdl célravezetd a szabaly megfogalma-
zasa.

Folytasd a megkezdett sorozatot két taggal! Mi lehet a szabaly?

1 3 6 10 15 __

A legtobb szamsorozat esetén létezik ugyan egy kézenfekvo szabaly,
amelyet a legkisebb kognitiv eréfeszitéssel meghatarozhatunk. Az induk-
tiv gondolkodas képességének egyik eleme éppen az, hogy a tanulé fol-
ismerje az informacidelméleti szempontbol ,,gazdasagos”, emiatt kézen-
fekvének vagy legintelligensebbnek nevezheté megoldast.

Azonban az induktiv gondolkodas képességének fejlesztése mellett a
divergens gondolkodas alakitasanak kovetelményébol kovetkezik, hogy
minden olyan szabalyt el kell fogadnunk megoldasként, amelyet a tanuld
képes racionalisan levezetni. Az iménti feladat esetében példaul a sza-
mok kozotti kiilonbség mindig eggyel nd, vagyis a kovetkezd tag 6-tal
lesz nagyobb, mint 15. A leegyszerlsitd, a sorozat informaciotartalmat
nem kihasznald szabalyalkotast is el kell ismerniink, azonban a tanoran
megmutatjuk ilyen esetekben, hogy ,,t6bb” van a sorozatban, mint példa-
ul a két kovetkezo lehetséges leegyszeriisito szabaly: (1) egyszerli, mo-
noton sorozat, ahol a soron kovetkezd tag nagyobb az el6zénél. Ha ezt
a szabalyt alkotjuk meg, akkor a folytatasban barmely két természetes
szamot elfogadjuk, amelyek a sorozat monotonitdsat biztositjak. (2)
Gyakran eldfordul kisiskoldsoknal, hogy periodikusnak itélnek meg egy
szdmsorozatot, amelyet a feladat kitliz6je nem annak szant. Ebben az
esetben a 15-0t az 1 és a 3 kovetné. A feladatok kitlizése soran tehat vagy
eleve adjuk meg a sorozat folytatasanak szabalyat (vagy legalabb utal-
junk a megallapitandd szabdly tipusara), vagy pedig a szabalyalkotas
elvalaszthatatlan lesz a sorozat folytatasatol.
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Geometria

A matematikai gondolkodas rendszerében két képességet emeliink ki,
amelyek szorosan kotddnek geometriai tartalmakhoz. Az intelligenciaku-
tatas egyik élénken vizsgalt képességteriilete a térbeli gondolkodas, va-
gyis az embernek az a képessége, hogy fejben képes elforgatni sikbeli és
térbeli alakzatokat, és azokkal muveleteket végezni, példaul geometriai
transzformacioként értelmezett forgatast. A geometria egyik részteriileté-
hez, a méréshez pedig a multiplikativ gondolkodas részeként értelmezett
aranyossagi gondolkodas kapcsolhat6. Mind a teriilet- és térfogatszami-
tasban, mind a mértékvaltasban adhatok olyan feladatok, amelyek lénye-
gében az aranyossagi gondolkodas fejlettségét vagy annak hianyossagat
jelzik. Az 1-2. osztalyos kovetelmények kdzott ez utobbi képességet még
nem emlitjiik, az el6bbiekben két, geometriai tartalmakhoz jellemzden
kotodo képességteriilet emlitése volt a célunk. A térbeli gondolkodashoz
e korosztalyban a kovetkezdkben leirt tartalmak kapcsolodnak.

A transzformaciokkal 1étrejové szamtalan minta (a természetben, nép-
miivészetben, az épitett kdrnyezetben, kiilonb6zé emberi alkotdsokban
talalhaté mintakat is ideértve) megfigyelése eldkésziti a szimmetriak,
ismétlések, ritmusok, periodicitasok matematikai értelmezését. A tevé-
kenységek eldsegitik, hogy a tanulok képessé vailjanak a szimmetriak
felismerésére tapasztalati (manipulativ és képi) szinten. Legyenek képe-
sek megkiilonboztetni a tiikorképet az eltolt képtdl az dsszkép alapjan.

Masold at az alabbi abrdkat dttetszé papirra!

el R

Probald ki, hogy mely abrak hajthatok dssze ugy, hogy a két rész pontosan
fedje egymdast?

Megoldas: az 1., 3., 5. alakzatok hajthatok Ossze a feltételnek megfelelen.
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Jellegzetes feladat a térbeli képesség tesztelésére:

Szinezd grafitceruzaval azokat a lapokat, amelyek ugyanugy allnak, mint
a sziirkére szinezett lap!

be annak a lapnak a betiijelét, amelyikkel folytathat6 a fenti
parkettazas! -Hiize-at annak a lapnak a betiijelét, amelyikkel nem!

BRI

Kombinatorika, valosziniiségszamitas, statisztika

A kombinativ gondolkodas miiveletei részben a kombinatorika matema-
tikai tudasteriiletének elemeihez kothetok. A permutalds, a varialas és
kombindlas matematikai jelenségeinek pszichikus megfeleldit feltarva
szamos olyan tovabbi képességelemhez jutunk (pl. adott halmaz Osszes
részhalmazanak megkeresése, a Descartes-féle szorzathalmaz generalasa),
amely az iskolai matematikaoktatasban nem tipikusan a kombinatorika
része. A matematikai gondolkodas elemei kdzdtt azonban ez utdbbiak is
kétségkiviil a mulitplikativ gondolkodas megnyilvanulasai, pszichologiai
szempontbodl pedig a kombinativ gondolkodashoz sorolhatdk.

Altalaban a 2. évfolyam végére nem jutunk el 6nallé kombinativ ké-
pességrendszer kiépitéséhez, hiszen ez feltételezne valamely struktara-
ban val6 gondolkodast, ami viszont magas matematikai absztrakcios ké-
pességet igényel. Ezért a mérés soran sem célszeri felvetni ilyen jellegii
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problémakat, hanem érdemes kis elemszam esetén értékelni a részképes-
ségek fejlettségét.

A tovabbiakban néhany feladaton keresztiil mutatjuk be a kombinatorika
épiilését az alapozo szakaszban:

== 1-1=1

Ebben a feladatban a problémat a szempont tartasa jelenti. Megfelel-e a
feltételnek (haromemeletes, piros, kék, sarga szinek alkotjak)? Nincs az
uj tornyok kozott olyan, ami mar korabban szerepelt? A tanulok tudasa-
nak felmérése szempontjabol fontos, hogy ki mennyi Gj objektummal
bovitette a készletet, kinek sikeriilt a meglevoktdl és egymastdl is kiilon-
b6z6t alkotni.

Nehezitést jelenthet a feladat masfajta megfogalmazasa:

Piros, sarga és kék Lego-elemekbdl tornyokat épitettem. Ezutan harom cso-
portba rendeztem azokat:

THEEEEE
"

Milyet épithettem volna még? Rajzolj tovabbi tornyokat a megfeleld helyre!

A fenti feladatnal a rajz, és nem a szoveg mutatja a rendszerezés szem-
pontjat. A szempont megfejtése a feladat lényeges eleme (egy-, két-, il-
letve haromszinli tornyok). Ebben az elrendezésben azonban a teljes
rendszer atlathatdsaga kérdéses. Kérdéses tovabba az is, hogy talalhato-e
mas szempont is a megoldashoz.

A masodik csoport elrendezése azt mutatja, hogy az egymas alatt 1évo
elemek a tornyok ,,megforditasaval” johetnek létre. Ez a stratégia itt na-
gyon jol mikodik. Nem vihetd viszont tovabb a harmadik csoportra, hi-
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szen itt a példak sorabdl kimaradt néhany jellemzo elem, ezért nem tin-
het fel az esetleges hiany. Elképzelhetd, hogy valaki a harmadik csoport-
ban 1évo elemek elrendezésében érez valamiféle szabalyossagot, neveze-
tesen, hogy az elemek egymas inverzei. Ebben a rendszerben viszont
nem garantalt az 0sszes elem megtalalasa, hiszen a rajz nem mutat példat

a kovetkezo tipusra: .

A feladatban tehat mas-mas stratégiat kell alkalmazni az egy-, két-,
illetve haromszinii elemek megtalalasahoz. Elképzelhetd, hogy valakinek
épp a megoldasi stratégia jelenti a szempontrendszer alapjat, és a fenti
elemet a masodik csoportba rajzolja, hiszen

ebbdl a toronybol: I - . ez a torony megforditassal jon
létre.

A fenti feladat bemutatasaval a kombinatorikai gondolkodas sokszinti-
ségét szerettlik volna illusztralni, melynek egyenes kovetkezménye, hogy
az értékelés soran ebben a szakaszban meg kell elégedniink az adott fel-
tételrendszerbe illeszkedd tovabbi néhany elem megtalalasaval.

A 3-4. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

A szamfogalom fejlodésében az egész €s a raciondlis szamok megfeleld
reprezentacioja kulcsfontossagu. Az additiv gondolkodas megjelenési
formai kozott szerepelnek olyan képességek, amelyek elvezetnek a racio-
a szamlalo és a nevezd kozotti viszony mentalis leképezései. Mar 6vodas-
kortol elokészitjiik a részekre osztas segitségével a tortszamok tapaszta-
lati bazisat.

Az egész egyenld részekre osztasaval kiilonféle mennyiségek (hosszu-
sag, tomeg, Urtartalom, teriilet, szog) segitségével alakul az egységtort
fogalma, majd az egységtortekbdl tobb rész egybefogasaval allitanak el
kis nevezdji tortszamokat. Kétirany( tevékenységet végeznek ennek soran
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a gyerekek. Vagassal, tépéssel, hajtogatassal, szinezéssel, a részek Ossze-
illesztésével egységtortek tobbszordseit allitjak eld, illetve az egészhez
viszonyitva megneveznek eldallitott tortrészeket. Kiilonféle mennyisé-
gekbdl eloallitott torteket Osszehasonlitanak, nagysag szerint rendezik
azokat, keresik az egyenloket.

Az additiv gondolkodési formak kozé tartoznak olyan képességek,
amelyek a szamtani muveletek tulajdonsagainak megfeleld elsajatitasat
teszik lehet6vé. Az dsszeadas miiveleti tulajdonsagairdl a gyerekek folya-
matosan szereznek tapasztalatokat. A szamolasi eljarasok lehetévé teszik,
hogy a tanuldk kellé biztonsaggal valaszoljanak olyan problémafelveté-
sekre, amelyek konkrét szamokkal végzett miiveletek végzését vagy Osz-
szehasonlitasat igénylik.

Példaul:
A Szabo csalad négynapos kirandulason vett részt. Az elsé napon 380 km-t,
a masodikon 270 km-t tettek meg, és ekkor elérték az utjuk céljat. Vissza-
felé ugyanezen az uton jottek. 400 km megtétele utan értek az éjszakai
szallashelyre. Hany kilométert kellett megtenniiik a negyedik napon?

Kirakasok, szam- és szoveges feladatok kinalnak lehetéséget a zarojel
egy szamma Osszekapcsold szerepének gyakorlasara, az 0sszeg tagon-
kénti szorozhatosagara.

Példaul:
A rajz egy gyiimélcesoskertet abrazol. A piros korok almafakat, a kékek
szilvafakat jelolnek. Hany gyiimélcsfa van ebben a kertben?
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Az irasbeli szorzas soran tudatosan alkalmazzak a miveleti tulajdon-
sagokat.

Példaul:
Melyik szorzas helyes?
a) b) c)
263 - 27 263 - 27 263 - 27
1841 1841 1841
526 526 5260
2367 18636 7101

Az irasbeli muveletek koziil a legnehezebb eljaras az irasbeli osztas.
Negyedik osztalyban eszkdzhasznalattal ismerkednek meg a gyerekek az
egyjegyu szdmmal vald osztassal.

A miuveletvégzések sordan biztonsagot ad a gyerekeknek a tobbféle
ellendrzési modszer, amelyekkel az eljaras tanulasakor megismerkednek.
Az ellenérzés modszerei kozott megtalalhato a becslés, a szorzas, az osz-
tando tagokra bontasa, valamint a zsebszamol6gép hasznalata.

Negyedik osztalyban mar altaldban lehetdséget teremtiink tobbféle
megoldasi mod keresésére és a megoldasok Osszevetésére. Ily modon
fejlesztheté a modellek kozott 1étez6 kapcesolat felismerésének képessé-
ge. Tudatossa valik a gyerekek szdmara a kiilonb6z6 modellekben meg-
jelend adatok azonossaga, az dbrazolasok és a miiveletek 6sszekapcsola-
sa. A kiilonféle megoldasi modok megismertetése, ezek értd alkalmazasa
biztositéka annak, hogy 0j helyzetekben, megvaltozott feltételek esetén
is tudjak a gyerekek ezeket az eljarasokat aktivizalni, sziikség esetén a
problémaéhoz illéen modositani. igy lesz a tanulok ismerete knnyen to-
vabbfejleszthetd. A tobbféle megoldasi mod megismerése, dsszehasonli-
tasa soran a gyerekek megitélhetik azok célszeriiségét, szépségét is.

Példa egy feladat tobbféle modon torténd megoldasara:

Egy magas hegy tetejére felvonoval lehet feljutni. Nehany felvonoban
egyszerre ketten utaznak, néhany felvonéan pedig négyen. Egy 20 fis
tarsasag 8 kabinban fért el. Hany két-, és hany négyszemélyes kabin-
ban utaztak?
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1. megoldas: Tevékenységgel, eszkézhaszndlattal
A gyerekek maguk elé helyeznek 8 papirlapot, amelyek a kabinokat
szemléltetik, elokészitenek 20 korongot, amelyek az utazokat modelle-
zik. Elhelyezik a korongokat a papirlapon ugy, hogy minden lapra két,
illetve négy korong jusson.

A kérdésre a valaszt a kialakult kép alapjan fogalmazzak meg: 6 két-
személyes és 2 négyszemélyes kabinban utazott a 20 fos tarsasag.
2. megoldas: Probalgatassal, tablazat alkalmazasaval

A kétszemélyes kabinok szama 1 2 3 4 5 6
A négyszemélyes kabinok szama 7 6 5 4 3 2
A kétszemélyes kabinokban utazok szama 2 4 6 8| 10| 12
A négyszemélyes kabinokban utazok szama 28 | 24| 20| 16| 12 8
Osszes utazo szdma 30| 28| 26| 24| 22| 20

Ebbol a megoldasbol tébb informacio is leolvashato, és olyan kérdés-
re is valaszt kapunk, amelyet az eredeti probléma nem fogalmaz meg.
Példaul: 30 f6 hogyan utazhat fel a hegyre nyolc kabinban?
3. megoldas: Nyitott mondat segitségével
Jelélje a felhasznalt kétszemélyes kabinok szamat: []
Ezek szerint a felhasznalt négyszemélyes kabinok szama: 8L
A kétszemélyes kabinokban utazok szama: 1.2
A négyszemélyes kabinokban utazok szama: ( 5[] ) 4
Az Osszes utazo szama: |12 + ( 5[] ) 4 =20
Ebbol meghatarozhato, hogy a kétszemélyes kabinok szama 6.
(A gyerekek ennek meghatarozasahoz a tervszerii probalgatds
modszerét alkalmazzak.)
A felhasznalt négyszemélyes kabinok szama 2.

A fent bemutatott egyetlen feladat harom lényegesen kiilonb6z6 meg-
oldasi modja példa arra, hogy nem varhatjuk a gyerekektdl egyetlen sé-
ma alapjan a problémak megoldasat, nem ragaszkodhatunk szigortian
betartando 1épések kovetéséhez. Ezért jo, ha értekelésiink a helyes mo-
dellvalasztasra és a modellen beliili problémamegoldasra iranyul.
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Ezeken az évfolyamokon megkezdjiik késobbi fejlesztésre varo fogal-
mak, eljarasok elokészitését anélkiil, hogy ennek tudatositdsa a gyerekek
szamara megtorténne. A szervezett tapasztalatszerzés csupan kezdeti 1¢-
pése a hosszu folyamatnak (pl. kdvetkeztetés tortrészrél az egészre).
A tantervvel 0sszhangban a tanulok matematikai ismeretei a tovabbi év-
folyamokon tovabbfejlédnek, ezért indokolatlan elvarni toliik a fogalmak
pontos meghatarozasat.

Relaciok, fiiggvények

3—4. osztalyban a tanulok tudnak egyszerti grafikont késziteni, réla ada-
tokat visszaolvasni. Képesek szoveggel, képekkel adott helyzethez mate-
matikai modellt keresni, azt az adatoknak megfeleltetni. Sziikség esetén
egyéb matematikai modelleket (sorozatok, tablazatok, egyszeriisitd raj-
zok, grafikonok) hasznalnak a szoveges feladatok megoldasahoz.

Az egyszerl Osszefiiggéseket a tanuldk felismerik, kifejezik példak-
kal, elemi altalanositassal. Az 6sszefliggések felismerése, kapcsolatok
leolvasasa torténhet abrarol, tablazatbol.

A megtanult ismeretek, a készségek, képességek értékelésére kezdet-
ben az egyszerl utasitassal megfogalmazott feladatok alkalmasak. Ezek-
ben altalaban egy megtanult, begyakorlott 1épés vagy 1épéssor elvégzésére
kérjiik a tanulét. El6fordul, hogy még nem matematikai szimbolumokat
hasznalunk a feladat megszovegezésére, hanem rajzot, abrat, ¢s gyakran
az elvégzendo 1épéseket sem ,,matematikai” formaban, hanem rajzban,
valamilyen médon szemléltetve, s6t a mindennapi gyakorlatban valami-
lyen tevékenység formajaban varjuk. A kovetkezokben néhany példafel-
adattal szemléltetjiik, milyen valtozatos tartalmu feladatok nyujtanak
lehetéséget az induktiv szabalyfelismerés és -kovetés gyakorlasara.

Folytasd az abradk rajzolasat a megkezdett modon:

# o4 4% # 24 49 # 9 A

Egészitsd ki a ,,szamkigyo” hianyzo részeit a megfeleld szamokkal!
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Folytasd az alabbi sorozatot 3 elemmel a megadott szabdly alapjan:
az elemek kozotti kiilonbség mindig ugyanannyival né.
I 3 6 e

Keress Te is szabalyt, és folytasd az alapjan is a sorozatot!

Milyen jel van az (5,C) jelzéssel megadott négyzetben? ........

D © & a)
C| o Xt 283 Lt
B 1 - 3 Szinezd ki az alabbi
4 | ¢t @) @) o utasitas alapjan a
] 5 3 4 5 6 7 megaa.’ott négyzetracs
elemeit!

sarga: (3,) (4:¢) (4,8) (5:8)

piros: (2;f) (3;¢) (3.8) (4:h) (5:¢) (5:8) (6.))
zold: (3;¢) (4;b) (4;¢) (4;d) (5;¢)

barna: (1;a) (2;a) (3;a) (4;a) (5;a) (6;a)

Q| [N |og | =

|0

1 2 3 4 5 6

Milyen szabalyossdgot taldlsz a barndval szinezett négyzetek jelzésza-
mai kézott?

Az aranyossagra vonatkozoan szdmos lehet6ség adodik feladat kiva-
lasztasara. Minden mértékvaltas, vasarlas, egyenletes mozgas, munkavég-
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zés, nagyitas, stb. alkalmas egyszera rutinfeladatok megfogalmazasara.
A szamok, muveletek és algebra fejezetekben is szerepelnek hasonlé ma-
tematikai szerkezetli vagy tartalmu feladatok; az itteni megjelenést az
indokolja, hogy ezeknél a feladatoknal a matematikai mélystruktara ki-
fejezetten adatparok vagy fliiggvények kezelését igényli.

Mennyibe keriil 6 kg burgonya, ha 4 kg ara 312 Ft?

Zsofi a 27 km hosszu kerékparutat masfél ora alatt tette meg, egyenle-
tes sebességgel. Mennyi utat tett meg 10 perc alatt?

A gyerekek lépésekkel mérik meg a tanterem hosszat. Csaba 18-at tu-
dott lépni, amig az egyik faltol a masikig ért, Julcsi pedig 24-et. Me-
lyikiik tudott hosszabbat lépni?

Nagyi az unokaknak péksiiteményt készitett, osszesen 32 db-ot. Kiflit
és perecet siitott. Melyikbol mennyit?

G> |5 |6 |7 |10
& |7
Zoli hétfon kapott egy malacperselyt, és egy 200 forintost. Ezt bedob-

ta a perselybe, és minden este bedobott még egy 5 Ft-ost és egy 10
Ft-ost. Melyik napon lett a perselyben 320 Ft-ja?

A szoveges feladatok kozott nagy jelentdségliek azok, amelyek a va-
losag jelenségeit, valamilyen mozgast, valtozast irnak le. Leggyakrabban
hémérsékleti valtozast, ndvekedést, mozgast irunk le. Ezeket a valtoza-
sokat kell a tanuloknak felismerniiik, esetleg szemléltetniiik, kapcsolato-
kat, 0sszefiiggéseket, szabalyossagokat keresniiik. A jelenségek leirasa-
kor, szemléltetésekor lehetéség van a kiillonféle helymeghatarozas érté-
kelésére. A kovetkezo feladatsorozat az 0sszefiiggések felismerésének €s
a szabalykovetésnek valtozatos tartalmu lehetdségeit illusztralja.

Amikor Panni sziiletett, az édesanyja 25 éves volt. Hany éves most az

édesanyja, ha Panni 9 éves? Hany éves lesz akkor Panni, amikor az
anyukdja 50 éves lesz? Mikor lesznek ketten egyiitt osszesen 99 éve-
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sek? Keszits tablazatot kettdjiik életkorarol, és a tablazat adatai alap-
jan fogalmazz meg mas allitasokat is!

Két varos kozotti tavolsag 190 km. Mindkét varosbol reggel 8 orakor
indul el a masik varos felé egy vonat. Az egyik vonat 50 km-t tesz meg
egy ora alatt, a masik pedig 45 km-t. Készits rajzot a mozgasukrol, és
dllapitsd meg, mikor talalkoznak!

Egy tarozoban 4800 hl viz van. Egy szivattyu percenként 8 hl vizet
emel ki beldle, egy csovezetéken keresztiil pedig percenkent 2 hl viz
folyik bele. Mikor iiriil ki a tarozo?

Péter rejtvényt fejt. Egy négyzethalos papir valamely pontjabdl kiin-
dulva kell a megadott utasitas szerint rajzolnia. A nyilak a mozgds
iranyadt, a szamok a lépések szamat jelolik. Mit rajzolt Péter, ha pon-
tosan kovette az utasitast?

8t S5— 2] 3« 1| 2— 2] 2« 3| 2«

Geometria

A térbeli képességhez tartozo6 tudaselemek révén a tanulok képessé valnak
sikbeli sormintak, teriilé mintak, parkettamintak létrehozasara kirakassal,
szinezéssel, sablonnal, és halon vald rajzolassal.

A mérés teriiletén megjelenik a mértékvaltas kovetelménye. A mérték-
egységek atvaltasat a tanuloknak csak olyan esetekben kell tudniuk, ame-
lyekhez — elvileg — realis tapasztalat kapcsolodhat. gy ugyanis a mecha-
nikus szamolas technikajat (és ezzel egyiitt biztonsagat) a valds tapasz-
talatokban gyokerez6 aranyossagi gondolkodas veheti at.

Kombinatorika, valésziniiségszamitas, statisztika
A kombinatorika és valoszinliség témakban ezekben az évfolyamokban a

rendszerezéképesség fejlesztése keriil a kdzéppontba. Példaul a tanoran
a gyerekek feladata lehet, hogy alkossanak haromszintes tornyokat, pro-
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baljanak minél tobbfélét épiteni. Keressék az osszes lehetdséget. Az o6ran
a tanité megkéri a gyerekeket, hogy figyeljék meg €s gytijtsék 6ssze azo-
kat az Gtleteket, hogy melyek alapjan tudjak megallapitani: elkésziilt-e az
Osszes lehetséges torony. A teljesség igénye nem feltétleniil alakul ki a
gyerekekben dnmagatol, hosszabb id6 utan sem. Sziikség lehet a tanito
problémafelvetésére, segitségére: van-e még masmilyen, vagy ennyiféle
van, és nincs tobb? Hogyan lathatja at a kisgyerek, hogy sikertiilt-e min-
den lehet6séget megtalalnia, vagy ha nem, miféle hianyzik még? Ennek
egy fontos és jo lehetdsége, hogy az elkészitett tornyokat valahogyan
,»Szépen” elrendezik maguk elott.

Neéhanyan esetleg arra figyelnek, hogy milyen szinii a torony alsoé ele-
me, s kiilon rakjak azokat, amelyeket pirossal kezdtek épiteni, kiilon
a kék és kiilon a sarga alja tornyokat. Ez esetben raérezhetnek arra, hogy
a harom csoportban ugyanannyi toronynak kellene késziilnie, s ez tam-
pont lehet a hiany megallapitasahoz, esetleg a hianyz6 épitmény megke-
reséséhez is. Ugy szoktak megfogalmazni, hogy ,,szimmetria-oka” van,
hogy a harom csoportban ugyanannyiféle torony lesz. Ennek a gondolat-
nak az a jelentése, hogy semmi sem magyarazna, miért lehetne tobbféle-
képpen folytatni az épitést, ha alulra az egyik szint tessziik, mint ha
a masikkal kezdtiink volna.

Ennek az elrendezésnek eldnye, hogy tovabbvihetd: barmelyik szinnel
kezdték, kozépre ismét haromfélét tehetnek, s barmilyen is az also6 kettd,
mindig haromféleképpen lehet befejezni a harmadik elemmel az épitke-
z¢st. Ezt a rendszerépitést egy fahoz hasonlithaté diagrammal szemléltet-
hetjiik (igy is nevezik: ,,fa-diagram”):

BEES=
L\ A\ A\ A\ L\
B & B 8 6 8 8B & B
| 1
=
U .

A valdsziniliségi szemlélet fejlesztése soran rengeteg jatek keriil kipro-
balasra. Példaul korongokkal. A jatékot parban jatsszak. A par tagjai a ja-
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téktablan oldalt valasztanak maguknak, és egy, a 0-bdl (fehér mez6) in-
dulé babut mozgatnak. Jobbra Iéphetnek egyet, ha a 10 korong feldobésa
utan tobb a piros, mint a kék, és egyet 1éphetnek balra, ha tobb a kék,
mint a piros korong. (Ha ugyanannyi, akkor nem lépnek.)

8080
A\

Példankban jobbra lehet 1épni egyet. A jatékot az nyeri, akinek az ol-
daléan 4ll a babu mondjuk 20 dobés utan. (Ha éppen 0-an all, akkor don-
tetlen). A jaték egyszerii, a valdsziniiségi érzés azt diktalja, hogy ugyan-
olyan jo valasztas a kék oldal, mint a piros. Amikor osztaly szinten 0sz-
szevetik tapasztalataikat, ugyanezt allapithatjak meg.

Egy masik alkalommal két babuval és 10 koronggal jatszanak ugy,
hogy ,,A” akkor Iéphet, ha a piros korongok szama paros, ,,.B” pedig ak-
kor, ha a kékeké paros. Mindkét jatékos a sajat babujat mozgatja.

~
:...."0.
A\

Példankban mindkét jatékos 1ép egyet. Néhany jatékot le kell jatszaniuk
ahhoz, hogy megfigyeljék: a jaték mindenképpen dontetlen lesz, hiszen
vagy mindkét jatékos 1éphet vagy egyik sem. Erdemes azonban megtré-
falni a gyerekeket ezzel a problémaval, hiszen igy valik sajatjukka az
a gondolat, hogy a 10 csak olyan 6sszegre bonthatd, melynek mindkét
tagja paros, vagy mindkét tagja paratlan.

Ha a korongok szamat most 9-re valtoztatjuk, ismét olyan jatékot jat-
szunk, ahol a valdszinliségek megegyeznek.

Tovabbi megfigyeléseket tehetnek, ha a problémat altalanositjak. Pél-
daul mas paros vagy paratlan szamu koronggal jatszanak. A fejlesztés
soran a tanulok szamara sokkal inkabb motivalo feladat megszerezni a
paros és paratlan szamok Osszegre bontasardl a tapasztalatot egy ilyen
jaték kapcsan, mint mechanikusan végzett miiveletekkel.

Mas didaktikai céllal ismét paronként 10 koronggal jatszanak. Egy
babu 0-rol indul, de most a jatéktablat a szamegyenes valtja f6l. A ko-
rongok feldobasa utan annyit Iépjenek negativ irdnyba, amennyi piros
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korong esett az asztalra, és annyit pozitiv iranyba, amennyi kék korong

esett az asztalra!
I

Példaul ezt dobtam:

Negativ iranyba lépek hatot, majd onnan, ahova érkeztem, pozitiv
iranyba négyet. Léphettem volna elobb a kék iranyba négyet, majd a pi-
ros iranyba hatot. (A végén vajon ugyanoda érek? Vagyis a kommutati-
vitas miikodik akkor is, ha negativ szdmok is szerepelnek?)

Most tizet dobnak egymas utan gy, hogy a babu mindig onnan Iép
tovabb, ahol az el6z6 dobas utan megallt. A gyerekeknek a jaték megkez-
dése el6tt tippelniiik kell arra, hogy 10 dobas utan hova érkezik a babu
ezek koziil a leggyakrabban: —6, =3, —1, 1, 3, 8. Lehetséges, hogy a 8-ba?
Vagy a —3-ba? A jaték megkezdése el6tt minden lehetséges. A valoszinti-
ségrol alkotott képlink azt diktalja, hogy a sok dobas valahogyan kiegyen-
liti egymast, és valahol a 0 kdzelében érdemes tippelni. Igen am, de most
a 0 nem szerepel a lehetséges tippek kozott, ezért az 1 vagy a —1 esetleg a
3 vagy —3 is jo lehet.

Ha lejatszottak néhany jatékot, €s a tanitd végigkérdezi a gyerekeket,
hogy melyik par hova jutott, példaul a kovetkezd feljegyzéseket készit-
hetik: =2, -8, -2,-4,0,0, 6, 6, 4, 8, 2, 2

Vajon véletlen, hogy mindenki paros szamra jutott?

Egy ujabb kor megerdsitheti a sejtést, elkezdddhet a magyardzatok
keresése. Osszegytijthetjiik a lehetséges dobasokat, és az egy 1épés hosz-
szara vonatkozo lehetdségeket:

10p=-10 10k=10
9p+1k=-8 9k+1p=28
8p+2k=-6 8k+2p=6
Tp+t3k=-4 T7k+3p=4
6pt4dk=-2 6k+4p=2
Spt5k=0
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Vagy egyszeriien csak azt figyelik meg, hogy mi torténik, ha egyetlen
kék korongot pirosra valtoztatunk:

85850° — 82° 308
(Ot ©)
Eggyel Eggyel tobb

kevesebb

Megint egy olyan Osszefiiggés, amelyet ha a gyerekek maguk fedez-
hetnek fel, sokkal inkdbb magukénak érzik, mint a tanar szajabol elhang-
zott mondatot: ,,Ha a kisebbitend6t eggyel csokkentem, és a kivonandot
eggyel novelem, a kiilonbség kettovel csokken.”

Akérhogyan is dobunk tehat a 10 koronggal, az elsé dobas utdn min-
denképpen paros helyre ériink. A tovabbi dobasok soran pedig minden
esetben parosokat lépiink. A Iépegetés soran a gyerekek tapasztalathoz
juthatnak a pozitiv szamok ellentettjének értelmezéséhez sziikséges tevé-
kenységrél, pozitiv €s negativ szdmok Osszeadasarol, valamint arrdl is,
hogy az 0sszeg paritasara vonatkozo Osszefiiggés a negativ szamok ko-
rében is érvényes marad. A valosziniiségrdl alkotott fogalmak tekinteté-
ben élményszeriibb tapasztalathoz juthatnak lehetetlen eseményrdl, mint
egy olyan elcsépelt és tulsdgosan atlathato példaval, hogy két kockaval
dobva a dobott szamok 6sszege 13 nem lehet.

Az 5-6. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

5-6. osztalyban az egész szamok (pozitiv €s negativ egészek egyarant)
tetsz6legesen nagy abszolut értékig eldkeriilnek az iskolaban, vagyis a sza-
mossagok korabbi évfolyamokban jellemzo tapasztalati bazisat megtart-
va ki kell alakitani a ,,nagy” szamok reprezentacidit is. Matematikai szem-
pontbdl tekintve ennek eszkdze a szamok normalalakja, pszichologiai
szempontbol nézve pedig az additiv gondolkodas képességei. Az additiv
gondolkodas elemeként kialakul a szdmok nagysagara vonatkozo Gssze-
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hasonlitasban a ,,kisebb, mint” és nagyobb, mint” relaciok egymassal
felcserélhetdsége.

A tapasztalati bazishoz kapcsolhaté szamok korében természetesen
5-6. osztalyban is folytatodnak a valtozatos ¢és céltudatos tevékenység-
formak: kirakasok, vagasok, bontasok, helyiérték-tablazatok készitése, ki-
toltése, ezekbdl szamok kiolvasasa, szoban kimondott szamok leirasa, szam-
egyenesen valo abrazolasok, leolvasasok, 6sszehasonlitasok stb. A sokol-
dalu tapasztalas segiti példaul a tort, tizedes tort, negativ szam fogalmanak
mélyitését, ugyanazon értékek sokféle megjelenitését (példaul bovitések-
kel, egyszertisitésekkel), és ugyanazon értékek kiilonb6z6 formaban valo
megjelenitését (példaul tort tizedestort alakja és forditva). Csak a sokszi-
nlien megtapasztalt fogalmak, tartalmak lesznek maradandoak, mozgat-
hatoak, eléhivhatoak.

A tortek esetén is nagyon fontos lattatni (sok hajtogatassal, kivagassal,
egyforma kockakbol valod kirakdsokkal, valtozatos egységvalasztassal,
rajzolassal stb.) azt, hogy valamely egységet egyenld részekre sokfélekép-
pen oszthatunk, igy egy adott tortértéket sokféleképpen jelenithetiink meg.

Az alabbi abran harom azonos sugaru korlapot felosztottunk 4, 8, 16

egyenlo részre.
Szinezziik ki a kérlapok negyedrészét!

NI

Megoldas:

Jol szemlélteti az abra, hogy az 1/4=2/8=4/16. Ha ezek a korlapok
egyforma tortakat abrazolnanak, akkor az 1/4 résznyi tortat elfogyaszto
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gyerek ugyanannyi tortat enne, mint a 2/8 részt vagy a 4/16 részt elfo-
gyasztd gyerek. Csak az egyik 1, a masik 2 egyenld, de kisebb, a harma-
dik gyerek 4 egyenld, de még kisebb szeletet kapna ebbdl a tortabol.

Jelold be mindhdrom szakasznak az 6tédrészét! Ird le a kapott mennyiséget
a szakasz végén lathato mértékegységgel! Hasonlitsd ossze a mennyiségeket!

| | 1dm

1ttt 10em

ettt ] 100 mm

Megoldas: Atldtszé papirra masolva, dthajtogatisokkal is megtapasztal-
hatjuk, hogy 1/5 deciméter éppen 2 cm (2/10 deciméter), és éppen 20 milli-
meéter (20/100 deciméter), azaz igaz, hogy 1/5=2/10=20/100.

Sok ilyen feladat megalapozza a tortek bovitése €s egyszertiisitése fo-
galmanak megértését, és az alkalmazas soran torténd atalakitasok indo-
koltsagat (kozos nevezd keresése).

Az egészek és tortek szamegyenesen vald abrazolasa jol szemlélteti a sza-
mok egymashoz valé viszonyanak megértését, a szamok novekvo, csok-
kend sorrendiségét.

A szamegyeneshez kapcsolodo kérdések megvalaszolasa a szamfoga-
lom és miveletfogalom megértését is mélyiti.

Valaszolj az alabbi kérdésekre!

-40 -30 -20 -10 0 10 20

Melyik a kisebb szam, a 20 vagy a —40?

Mely szam tartozik a szamegyenes A-val jelolt pontjahoz?

Mekkora a tavolsag —10 és 10 kézott?

Rakd novekvo sorrendbe az 1,5; —17,8; 0; 65; —197 szamokat abszolut
ertékiik szerint!

Ird le novekvd sorrendben a —325; 3,25; 32,5; 0 és a 0,325 szamokat!
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A tanuloknak képessé kell valniuk a tanult szamok szamegyenesen
val6 abrazolasara, illetve a szamegyenes egy pontjdhoz tartoz6 szam
pontos vagy kozelitd meghatarozasara, a szamok nagysag szerinti 0ssze-
hasonlitasara.

A felsd tagozat elsé két évfolyaman is toreksziink arra, hogy szobeli
¢s irasbeli miiveletek helyes sorrendii, jo eredményt ado elvégzése mellett
a szamolasokat egyszerlsitd, gyorsitd modszereket, eljarasokat is megis-
mertessiink (pl. a miiveleti tulajdonsagok, a zarojelek felhasznalasaval).
Ez is er6siti a fogalmak mélyitését, a miiveleti algoritmusok tudatositasat.

A 6. évfolyam végére a tanulok megismerkednek a racionalis szamkor-
ben végzett alapmiiveletekkel.

A szamologépek tanorai hasznalatat csak az alapmiiveleti szamolasi
algoritmusok megértésének, a végeredményt illetéen kelléen pontos
becslés nyujtasa képességének birtokaban engedélyezziik. A papir-ceruza
tesztelés gyakorlataban altaldban nem engedjiik a szamologép hasznala-
tat. Ennek tobb oka koziil az egyenldtlen technikai feltételeket (és eset-
leg a szamologépnek latszo, de annal joval tobbet tudd technikai eszko-
z0k hasznalatanak problémajat) emeljiik ki.

A kiilonboz6 ,,tudast” zsebszamologépek akkor szolgaljak tanitvanya-
ink érdekét, ha nem vallaljak at a gondolkodas fejlesztéséhez sziikséges
1épések, miveleti elemek elvégzését ido eldtt. A problémak megoldasa-
nak modellje fejben sziiletik, a kivitelezéshez nyujtott eszkoz lehet a
szamologép. Példaul, amikor az egyenletek megoldasat tanitjuk, akkor
fejben ¢és irasban dolgoznak a gyerekek, mert megértetni és megtanitani
szeretnénk a megoldas algoritmusat. A nehezebb szoveges feladatok ese-
tén a matematikai modell felallitasa a kihivas; ha a modell mar megvan,
akkor esetleg hasznalhato a szamologép, a szamitogép egyenletmegoldo
programja. Ha példaul a becsiilt vagy kiszamitott eredmény helyességét
szeretnénk gyors visszahelyettesitéssel ellenérizni, akkor szintén indo-
kolt Iehet a szamologép hasznalata. A konkrét feltételek ismeretében
donthetiink csak helyesen arrél, hogy mikor és miért hagyjuk hasznalni
a szamologépeket, szamitogépeket. A hasznalat vagy annak tiltasa indo-
koltsagat mindig értelmes pedagogiai érvek tamasszak ala!

A fejlett informatikai kornyezet alkalmazasa sziikségessé teszi a jo
becsloképesség kialakitasat. Ha technikai okok miatt nem miikddnek a
gépek, akkor a jo becsléképesség biztonsagérzetet ad (pl. a kifizetend6/
visszajaro Osszeg kiszamitasaban).
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A szoveges feladatok megértésének uj elemei

Az 5-6. évfolyamon a folyamatosan boviilo ismeretek (racionalis szam-
korre kiterjesztett miiveletek, a miiveleti sorrend, az egyenes és forditott
aranyossaggal és a szazalékszamitassal kapcsolatos ismeretek) lehetévé
teszik Osszetettebb szoveges feladatok megjelenését. Elvarasként fogal-
mazdodik meg a megoldasok igényesebb kivitelezése (lejegyzési, esztétikai
szempontbol), tudatosul, hogy a kerekités szabalyait feliilirhatja a valosag
(pl. ha a méterben kaphat6 drotkeritésbol 56,3 méter kell, akkor 57 métert
vesziink, ha a konkrét szamitott teriilet alapjan a burkolashoz 37,2 darab
csempe kell, akkor minimum 38 darabot és még néhanyat vesziink), fej-
16dik a becslési készség és az ellendrzés, onellendrzeés igénye.

A szoveges feladatok ezen a két évfolyamon is elsGsorban a kovetkez-
tetéses gondolkodas fejlesztését (pl. egyszert elséfoku egyenletek,
egyenldtlenségek megoldasa kovetkeztetéssel, lebontogatassal), az ara-
nyos kovetkeztetések fejlodését (pl. szabvanymértékek atvaltasa, egyenes
¢és forditott aranyossag, egyszerlibb szazalékszamitasi feladatok), a problé-
mamegoldé képesség (problémafelismerés, problémaazonositas és -meg-
oldas) fejlesztését, az értd-elemzo olvasas fejlesztését szolgaljak.

A fejlesztés soran folyamatosan tudatosulnak a tanulokban a szdveges
feladatok megoldasanak egymast koveto 1épései (a szoveg alapos megérté-
se, értelmezése, a feltételek és a kérdés egyértelml szétvalasztasa, az
adatok (és felesleges adatok is) felismerése, a szovegbdl kiolvashaté kap-
csolatok, Osszefliggések felismerése, megallapitasa, abrazolasa, lejegyzése,
megoldasi terv(ek) készitése, az eredményre vonatkoz6 becslés rogzitése,
az eredmény kiszamitasa (szdbeli és irasbeli miiveletekkel), meghataro-
zésa, ellendrzése, a becsiilt értékkel és a valosaggal valo dsszevetése, szo-
vegesen megfogalmazott valasz elkészitése), fejlodik a tobbféle megoldas
keresésének igénye.

A tanuloknak tudniuk kell egyszerli els6foku egyismeretlenes egyen-
leteket szabadon valasztott modszerrel megoldani, egyszerlibb szoveges
feladatokat, konkrét aranyossagi feladatokat kdvetkeztetéssel megoldani,
képesnek kell lenniiik a megoldasok szamegyenesen vald abrazolasara.
A megoldasi modszerek koziil — a kovetkeztetések mellett — ki kell emel-
ni a rajzos, abras, szakaszos, szadmegyenest felhasznald6 modszereket.
Sokszor ezek a rajzok, abrak mutatjak meg, hogy megértette-e a problé-
mat, a feladatot a tanuld. A szdvegek valamilyen konkrét rajzos, abras

197



Csikos Csaba, Gabri Katalin, Lajos Jozsefné, Makara A'gnes, Szendrei Julianna, Szitanyi Judit, Zsinké Erzsébet

leképezése a lassan kialakuld absztrakt gondolkodas pillanatnyi szintjé-
rdl sok informacidt adhat a tanar szdmara.

Edit és Dani kirandulni mentek. Az elsé nap megtették a tervezett ut
harmadat, a masodik napon a hatralévé ut 5/8 részét, igy a harmadik
napon csak 12 km-t kellett gyalogolniuk, hogy célba érjenek. Milyen
hosszu volt ez a turautjuk?

Megoldas szakaszokkal: x a teljes turait hosszat jeloli.

1 (x= %) 12 km

X
12 km 3/8 része az egész ut 2/3 részének,

4 km 1/8 része az egész ut 2/3 részének,

8 -4 km =32 km az egész ut 2/3 része.

Az egész ut hossza: (16 + 32) = 48 km

Ellendrzes a részek kiszamitasdaval és osszegzésével is torténhet.

Keress osszefiiggést az alabbi mennyiségek kézott!

a) A kardacsonyfa ara és magassaga

b) Az auto menetideje és sebessége (az uthossz legyen 20 kilométer)

c) Egy sziiletésnapi torta szeleteinek szama és a szeletek nagysaga
(egyenlo szeleteket vagunk)

d) A zoldborso mennyisége és dara

e) A négyzet oldala és keriilete

1) A fagylalt ara és a gombocok szama

Megoldas: A mennyiségek kozotti helyes dsszefiiggések felfedezése, meg-
fogalmazasa.
A tanuloktol varhato valaszok példaul:
a) Ugyanazon fajtdju fenyo esetén a magasabb faért tébbet fizetiink,
mint az alacsonyabbért.
b) Ha egy auto kétszer gyorsabban megy, akkor fele annyi ido alatt
teszi meg a 20 km-t.
c) Minél tobb egyenld szeletre vagom a tortat, annal kisebbek lesznek
a szeletek.
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d) A borsoért fizetett ar egyenes ardanyban valtozik a borsé mennyisé-
gével.

e) A négyzet oldala és keriilete egyenes aranyban valtozik.

f) A gombocok szama és a fagyi ara aranyosan valtozik.

A havi csaladi bevétel 48%-a a kiilonbozo tartozasok, szamldik kiegyen-
litésére kell. Ebben a honapban a megmaradt 104 ezer forintbol a
megelhetést (étkezés, ruhdzkodas, javitasok, szorakozas, stb.) fedezi a
csalad. Mennyi volt a csaladi bevétel ebben a honapban?

Megoldas:
A megmaradt pénz (100-48)%, azaz a 104 ezer forint a havi csaladi
bevétel 52%-a.
A csaladi bevétel 1%-a 2 ezer forint, a teljes bevétel tehat 100x2 ezer
forint, azaz 200 ezer forint.
A feladat ellendrzése: 200 ezer forint 48%-a 96 ezer forint, ez a 104
ezer forinttal egyiitt éppen 200 ezer forint.

200 sportolo megmondta a legkedvesebb sportagat. Az alabbi kordia-
gramon ezt abrazoltuk. Hany szazalékuk legkedvesebb sportaga az uszas?

teremfoci

23% .
tenisz

20 fével kevesebb
a roplabdasoknal

roplabda
50 6

Megoldas: 100% 200 sportolo
1% 2 sportolo
23% 46 sportolo (teremfoci)
12% 24 sportolo (vivas)
50 (roplabdas)
30 (teniszezo)
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Osszesen: 46+24+50+30=150 sportolé

200-150=50 sportolonak az uszas a kedvence

50 éppen 200 negyede, azaz 25%-a.

A megkérdezett sportolok 25%-anak kedvenc sportaga az uszas.
Ellendrzés lehet példaul a részésszegek osszeaddasdaval.

Feladatszévegek konstrualdsanak kévetelményei

A fels6 tagozat kezdetén a kiboviilt matematikai ismeretek segitik a ma-
tematikai modellek szimbolumokkal valé leirasat. Ennek ellenére még
ezeken az évfolyamokon is sziikség van tevékenységekrol, kirakasokrol,
képekrol, abrakrol, rajzokrdl valo szovegek, kozlések, utasitasok, kérdé-
sek leolvasasara. Ha a szamfeladatokhoz, nyitott mondatokhoz fogalma-
zott szovegek hibasak, akkor a problémas szoveghez érdemes megmutatni
a jol illeszked6 szamfeladatot, nyitott mondatot, és dsszevetni az eredeti-
leg adott matematikai modellel. A kiilonbségek, eltérések bemutatasa se-
git a tanulonak abban, hogy megértse, hol hibazott. Ha valaki nem tudja
(meri) elkezdeni a szdveg alkotasat egy modellhez, akkor kezdje el a
tanar, ezzel segitve, batoritva a didkot a szoveg folytatasara, befejezésére.
Ha ez sem segit, mondjon a tanar tobb egyszer(i adekvat szoveget, hogy
pontosabban értse a didk, hogy mi is a feladata.

A helyes fejlesztés eredménye abban mutatkozik meg, hogy adott ma-
tematikai modellhez egyre Osszetettebb és egyre igényesebben fogalma-
zott szovegek alkotasara lesznek képesek a gyerekek. A szovegek altalaban
a matematikan beliili alkalmazasokra, a gyereket korbevevé mindennapi
valosagra vonatkoznak, de iranyitsuk a figyelmet a természettudomanyos
miiveltségteriilethez kapcsolhatd szdvegekre is. J6 tdmpontot adnak a
megvaldsitdshoz az e teriiletrdl vett specialis Osszefliggések (képletek)
felhasznalasaval késziilt modellek (pl. ut-ido-sebesség, mérési adatok
kozotti kapesolatok, grafikonok alkalmazasa).

Noranak 1200 Ft-ja volt. Elkoltotte a 3/5 részét. Tegyetek fel kérdése-
ket a szoveghez!
Megoldas: a) Mennyit kéltétt Nora?
b) Mennyi pénze maradt meg?
¢) 1200Ft-nak hanyad része maradt meg?
d) Hany szazalékat kéltotte el a pénzének?
Stb.

200



5. Részletes tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez

Mondj széveget az alabbi szamfeladathoz!
2(300+100) = 800

Megoldas példaul: Volt 300 forint sporolt pénzem, nagypapamtol kaptam
még 100 forintot. Apukam, tekintettel a sziiletésnapomra, megduplazta
a meglevd pénzemet. Hany forintom lett?

Mondj széveget az alabbi nyitott mondathoz!
2(lkg + 3kg) = x kg

Megoldas: Katit kétszer kiildte el a mamadja a boltba, és mindkétszer
1 kilogramm cukrot és 3 kilogramm burgonyat kellett vennie. A két
vasarlassal hany kilogramm arut vitt haza?

Irj szoveget az alabbi nyitott mondathoz!
2 (30 +x) =200

Megoldas: Egy téglalap alaku foldteriilet egyik oldala 30 méter, a kerii-
lete 200 méter. Mekkora a masik oldala?

Irj szoveges feladatot az alabbi dsszefiiggéshez!
axb =50, (a és b pozitiv egészek)
Megoldas: Egy téglalap teriilete 50 egység. Mekkorak az oldalai?

Erdemes kiszamittatni az oldalak hosszat, mert itt tobb megoldasi
lehetdség is adodik. 50-et felbontjuk két tényezd szorzatara az 9sszes le-
hetséges modon: 1x50; 2x25; 5x10. A tényezdk felcserélésével nem kapunk
az el6z6ektdl kiilonbozé megoldast, uj téglalapot. Igy az oldalak 1 egy-
ség ¢s 50 egység hosszuak, vagy 2 egység €s 25 egység hosszuak, vagy
5 egység és 10 egység hosszuak.

Relaciok, fiiggvények

A tanulok korabbi, aranyossagi kovetkeztetésen alapulo feladatmegolda-
sara épitve megismerik az egyenes aranyossag fogalmat, meghatarozasat.
Képessé valnak felismerni az egyenes aranyossagot gyakorlati jellegii
feladatokban, valamint a természettudomanyos targyak tanuldsa soran is.
Biztonsagosan oldanak meg a mindennapi életben felmeriil6, egyszeri,
konkrét aranyossagi feladatokat kdvetkeztetéssel.
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A valtozdé mennyiségek kozotti kapcsolatok vizsgalata soran a tanulok
tapasztalatot szereznek a forditott aranyossag felismerésében, 0sszetarto-
z06 értékparjainak meghatarozasaban.

Az aranyossagi kovetkeztetések fejlesztik a tanulok Osszefiiggéslatasat,
kovetkeztetési képességét. A tanulok képessé valnak egyszerti példakban
az Osszefiiggések felismerésére, kapcsolatok meghatarozasara. Legegy-
szerlibb és korabban is gyakran eléfordulo linearis 0sszefiiggések esetén
képesek hianyzo elemek potlasara, az adatok tablazatban valo abrazola-
sara. Talalkozniuk kell nemlinearis 0sszefliggésekkel is, sOt célszeril
ugyanannak a jelenségnek tobb nézépontbol valé megvizsgalasa is.

Az induktiv gondolkodas fejlédésének ebben az életkori szakaszaban
a tanulok képesek hianyzo elemeket meghatarozni, illetve ismert elemek
esetén szabalyt megfogalmazni. Tudnak szaballyal megadott sorozatot
folytatni, néhany elemébdl szabalyt megadni. Képesek a felismert szabaly
formulaval val6 megadasara.

Ezen az iskolaszakaszon tovabb fejlodik a tanulok helymeghatarozo
képessége. Tudnak szamegyenesen adott tulajdonsagli pontokat megke-
resni, szamintervallumokat dbrazolni, a kisebb, nagyobb, legalabb, leg-
feljebb kifejezéseknek megfeleld adatokat szemléltetni, illetve abrarol
leolvasni. Ismerik a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert, az
azzal kapcsolatos fogalmakat (tengelyek, origd, jelz0szam, koordinatak,
siknegyed). Tudnak a koordinata-rendszerben konkrét pontokat abrazol-
ni, pontok koordinatait leolvasni.

Tablazattal megadott dsszefliggésekhez tudnak grafikont késziteni, va-
lamint grafikon alapjan megadni a tablazat elemeit. Az els6foku fiigg-
vényt felismerik, pontjai alapjan abrazolni tudjak. Képesek a gyakorlati
¢letbol vett egyszeri példakban a kapcsolatok felismerésére, lejegyzésé-
re, abrazolasara. Az egyenes aranyossag alkalmazasaval, aranyos kovet-
keztetéssel egyszerli szazalékszamitasos feladatokat oldanak meg (pl.
bevasarlas, takarékossag, napirend). Ennek gyakorlasa soran, a szamitashoz
sziikséges algoritmusok felfedezésével és hasznalataval parhuzamosan
megismerik a szazalékszamitas alapfogalmait: alap, szazaléklab, szazalék-
érték.

A megtanult ismeretek, készségek, képességek bemutatasara kezdetben
a matematikai szimbolumokkal megfogalmazott feladatok alkalmasak.
Ezekben minden ,,zavar6 tényezd” nélkiil kdzvetitjiik a feladat matema-
tikai struktarajat, legtobbszor utalunk azokra a miiveletekre, algoritmusok-
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ra, amelyeket a megoldas soran hasznalni kell, s6t gyakran a feladat
szdvegében is szerepelnek matematikai szimbolumok.

Szamitsd ki 120-nak a 15%-at!

Készits megfeleld beosztdsi szamegyenest! Abrdzold az adott tulaj-
donsagu szamokat! —3 <x < 9 és x egész szam.

Abrdzold koordindta-rendszerben az A(-2:1), B(3;1), C(4;3) és
D(—1;3) pontokat! Kosd ossze azokat abécésorrendben! Mi az igy ka-

pott sikidom neve?

Rajzolj olyan pontokat a koordinata-rendszerben, amelyeknek a mdaso-
dik jelzoszama nagyobb, mint az elsd!

Milyen kapcsolat van az alabbi tabldzat adatai kézott?

eltelt id6 (ora) 1 2 3 4
megtett ut (km) 4 8 12 16

Keress szabalyt az alabbi tablazat adataihoz! A szabaly alapjdn potold
a hianyzo adatokat!

Az utolso harom feladat példa arra, hogy az alkalmazasnak ezen a leg-
egyszerlibb szintjén is lehet olyan feladatok megoldasa el¢ allitani a tanulo-
kat, amelyekben tobbféle helyes valasz, megoldasi lehetdség is felmeriil.
Az ilyen jellegii feladatokkal is elokészithetjiik az 9sszetettebb, probléma-
jellegti, autentikus feladatokkal valo foglalkozast. Természetesen ez a szem-
pont a tanitas soran meriilhet csak fel, az értékelésnél ilyen esetben utalni
sziikséges a tobb megoldas lehetdségére.
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Geometria

A koréabbi évfolyamokon szerepelt két képesség (térbeli és aranyossagi)
mellett, koszonhetden az 5-6. évfolyamra gyarapod6 fogalmaknak, lehe-
tové valik geometriai tartalmakhoz is tobbféle olyan feladatot alkotni,
amelyek az induktiv, deduktiv és rendszerezési képesség fejlettségének
diagnosztizalasara alkalmasak.

Jellegzetes feladat a térbeli képesség tesztelésére:

Egészitsd ki az abrakat ugy, hogy mindegyik egy-egy téglatest haloja
legyen!

a) b) ¢)

Példa olyan feladatra, amely a rendszerezési képesség miikodését mé-
ri geometriai tartalmon:

Megfelelo helyre keriiltek-e az alabbi halmazabrakba beirt elnevezé-

sek: ‘W)v annak a halmazabranak a betiijelét, amelyiknél igen,
és huzd-atazét, amelyiknél nem!

Téglatestek | Testek | Kockak | Hasabok ] Neégyzetes
oszlopok

Testek Hasabok Hasabok Téglatestek | Kockak |
a) b) ¢ d) e)

Végiil egy olyan példat mutatunk, amelyben tobbféle matematikai ké-
pesség felhasznalasa varhaté a megoldas soran, igy példaul deduktiv és
kombinativ képességelemeké is:
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Harom azonos méretii flakon egyiittes tirtartalmanak kerekitett értéke
2 liter. Egy flakon tirtartalmdanak di-ben megadott értéke egész szam.
Vilaszolj a kovetkezo kérdésekre!

?dl ?dl ?dl

a) Legfeljebb hany dl lehetett a harom flakon egyiittes tirtartalma?

¢) Legfeljebb hany dl-es lehetett egy flakon? ..............
d) Legalabb hany dl-es lehetett egy flakon? ................
e) Add meg di-ben egy flakon minden lehetséges tirtartalmat! ............

Kombinatorika, valosziniiségszamitas, statisztika

A kombinatorika, a valdsziniiségszamitas és a statisztika esetében az
alapkészségek fejlesztése és a szaktantargyi tudas elmélyitése ebben a
korosztalyban is egyarant relevans célkitizés. A kombinativ és a korre-
lativ gondolkodasi képességek tartalomhoz kotott fejlesztésének lehetd-
sége mellett sor keriil az adatkezelés és -abrazolas, valamint a halmazel-
méleti alapokon all6 valdsziniiségi események matematikailag adekvat
megalapozasara. A korrelativ gondolkodas képessége a matematikai gon-
dolkodas rendszerében a multiplikativ gondolkodas egyik forméajaként
értelmezhetd. Adatsorok kozotti dsszefiiggés felismerése €s a kapcsolat
megfogalmazasa a feladat, ahol az 6sszefiiggés nemcsak hogy nem line-
aris, hanem éaltaldban nem is adhaté meg egyszert képlettel (s6t, sokszor
nem is determinisztikus a kapcsolat). A matematikai jelenségek vilaga-
ban a korrelativ gondolkodas fejlesztési és értékelési teriilete a statiszti-
kai jelenségek vilaga. (Kevéssé értékesnek tarthatjuk az olyan korrelativ
Osszefiiggések megfogalmazasat, mint pl. ,,Minél tobb csucsa van egy
sokszognek, annal tobb atloja van” vagy ,,a nagyobb szamoknak a kdbe
is egyre nagyobb”. A korrelativ gondolkodas fejlesztésére tehat elsdsor-
ban a statisztikai jelenségek megtapasztalasa soran van lehetdség.
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A matematikai tudas alkalmazasanak
diagnosztikus értékelése

Az 1-2. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

Kisiskolas korban a szoveges feladatoknak kettds szerepilik van. Egy-
részt, megjelennek a miveletek értelmezésénél, masrészt a probléma-
megoldd gondolkodas fejlesztésében. Mindkét esetben jellemzd, hogy
a szoveg a hétkoznapi élet tapasztalatait vagy a gyermeki fantdziavilag
jelenségeit fogalmazza meg, lehetévé téve ezzel a gyerekek szamara a
torténet elképzelését, illetve modellezését. Kezdetben, 1-2. osztalyban
még nem varhatjuk el a szoveges feladatok megoldasi menetének tudatos
alkalmazasat, szlikséges a tanitoi segitségnyujtas javaslatokkal, egyszeri
kérdések megfogalmazasaval.

A szboveges feladatok kezdetben tevékenységeket, torténéseket kisérd
megfogalmazasok, amelyek eljatszasa illetve utanzasa vezet el a megol-
dashoz. A feladatok attol valnak realisztikussa, hogy a feladatmegoldas
soran aktiv szerephez jutnak a hétkdznapi tapasztalatok, a memoriaban
elraktarozott vizualis és egyéb képzetek, ¢és ezeket folhasznalva alkot a
tanulé egy matematikai modellt a feladatmegoldas folyaman.

Nézd meg alaposan az alabbi képet, és mondj rola egy révid mesét,
torténetet! Mondj a képrol szamfeladatokat is!
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Az ilyen tipust feladatok megoldasi Gtmutatdjanak altalaban része
a matematikai fogalmak és szimbdlumok azonositdsa, de ugyanakkor a
helytallo, a valdsagos tapasztalatokkal 6sszeegyeztethetd matematikai mo-
dellalkotas valik meghatarozova.

Nyilvanval6, hogy ugyanaz a feladat szoveges rutinfeladat lehet ma-
gasabb iskolai évfolyamon, és realisztikus feladatnak mindsiilhet alacso-
nyabb évfolyamokon. A kovetkezd példafeladat az 1-2. osztalyos tanu-
lok tobbsége szamara feltételezhetden a realisztikus kategoriaba esik,
mig a felsébb évfolyamos tanulok szamara egyszer( rutinfeladat.

A gyerekek harom szem szilvat kapnak ebéd utan. Hany szem szilva
keriil arra az asztalra, ahol 6 gyerek ebédel?

Az osztaly tanuldi koziil 6 gyerek eljatszhatja az ebédld asztalnal il
gyerekeket. Minden gyerek kap 3 szem szilvat. A gyerekek megalla-
pitjak, hogy Osszesen hany szem szilvat kaptak.

Segiti a szoveg értelmezését, ha a szoveg egy adott képrol vagy kiala-
kult helyzetrdl szol. A képrdl alkotott szoveg mintdul is szolgalhat a
forditott iranyt tevékenységekhez, amelyekben a gyerekek feladata a
szoveghez 1116 képalkotas. A feladatok realisztikus jellegét adhatja a ta-
nuldk — képhez kapcsolodo — élményeinek megfogalmaztatasa, olyan
kérdések alkotasa, amelyek a kép alapjan megvalaszolhatok.

Példaul:

A kertben tulipanok és fehér narciszok nyilnak. Hany tulipan nyilik
a kertben, ha 2 tulipan piros és 3 tulipan sarga?
Mennyivel t6bb narcisz nyilik, mint amennyi tulipan?

A szbveges feladatok szdmfeladatokra, illetve nyitott mondatokra for-
ditasat jo, ha megeldzi a valtozasokat jol szemléltetd képparral valo
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megjelenités. A képparrol vald olvasas, a szoveg és a képpar 6sszekap-
csolasa jelzi az adott és a hianyzé adat kozti kapcsolat felismerését. A va-
losagos szituaciokat idézd képparok valosagtartalmu feladatok alkotdsat
teszik lehetové.

P¢éldaul:

Mondd el, mi tortént a két foto készitése kézben, ha ilyen sorrendben
késziiltek a felvetelek!

Mi tortént, ha ebben a sorrendben késziiltek a felvételek?

Az elmeséléssel, illetve elmondassal adott szoveges feladat realiszti-
kussa valik a gyerekek szamara, ha megjelenithetd targyi tevékenységgel
vagy rajzzal. Az eszk6zok és a rajzok kezdetben targyhiiek, azt szemlél-
tetik, amirdl a torténet szol. Késdbb elvarhato egyszeriibb rajzok, abszt-
raktabb abrak értelmezése is. Ez a folyamat egyuttal azt is jelzi, ahogyan
egy autentikus, tevékenykedtetd feladat rutinszeriien megoldhaté szove-
ges feladatta valik a fejlédés soran.
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Edesanya 6 gombot varrt Evi kabdtjara, 2-vel kevesebbet, mint Petié-
re. Hany gomb kellett a két kabatra osszesen?

1. szint: Valodi gombok kirakasa két kabat rajzara.

2. szint: Gombok helyett korongok kirakasa a gyerekek neve ala.

3. szint: A gombok szamanak megfeleld korok vagy pottyok rajzolasa
a gyerekek nevének kezddbetiije utan.

Tovabbi példa a gyermeki tapasztalatokra épitd, realisztikus feladatokra:

Ma mind kesztyiit fogunk a sétahoz felvenni. Hany par kesztyiit kell
kikésziteni, ha 5 fiu és 4 lany sétal?

A feladatban el6fordulé fogalmak megvitatasa (mind, par, 5, fit, 4,
lany) a feladat matematikai modelljének elkészitéséhez jarulnak hozza.

Hany éjszakat alszunk hétfo reggeltél vasarnap estig?

Szamos, egymastol jelentdsen kiilonb6zé mentalis modell alkothato
ehhez a feladathoz, beleértve a mentalis szdmegyenest, a naptar rajzolasat.

A tevékenységgel értelmezett és megoldott szoveges feladatok minta-
jara valnak képessé a gyerekek kérdések megfogalmazasara, illetve fel-
adatok alkotasara.

Tominak 15 kisautoja van. A kiséccsének, Daninak 7.
Keérdezz!

A gyerekek tobb kérdést is megfogalmazhatnak.

— Hany autoja van a két gyereknek osszesen?

— Mennyivel van t6bb autoja Tominak, mint Daninak?

— Hany autot kell még gyiijtenie Daninak, hogy ugyanannyi legyen
neki is, mint Tominak?

— Hany autot adjon Tomi Daninak, hogy ugyanannyi autojuk legyen
a testvéreknek?

209



Csikos Csaba, Gabri Katalin, Lajos Jozsefné, Makara A'gnes, Szendrei Julianna, Szitanyi Judit, Zsinké Erzsébet

A fenti tevékenységek készitik eld a szoveges feladatok matematikai
modellhez val6 kapcsolasat. A szoveggel megfogalmazott dsszefliggés
kifejezése szamokkal, jelekkel és miiveletekkel, kezdetben kozds tevé-
kenységgel torténik. A kozos modellalkotast kdvetheti az 6nallo tevé-
kenység, melynek soran varjuk az egyszerli szoveges feladat 6sszekap-
csolasat szamfeladattal illetve nyitott mondattal.

Példaul:
Melyik nyitott mondat illik a szoveghez? Késd a feladathoz a megfeleld
nyitott mondatot!

g+5 =[]
Marci horgadszni ment a tohoz.
A kifogott halak kéziil S-at 8§-5 =1L
visszadobott. 5 hallal tért haza. [ 1- 8=5
Hany hal akadt Marci horgara?
g ¢ - 5-8
1+ 5=5

Az 1., 3. és 4. nyitott mondat is indokolhaté modellje a széveges fel-
adatnak.

A feladatok szovege és a feladatmegoldashoz kapcsolodd miiveletki-
jelolés kozotti kétiranyu kapcesolatok felismerését és megalkotasat segitik
elo azok a feladatok, amelyek szoveg és szamfeladat vagy nyitott mondat
parositasat igénylik, és tartalmaznak olyan matematikai modellt, amelyik
egyetlen szoveges feladathoz sem illik. Ekkor kérhetjiikk a kimaradt
szamfeladatrol vagy nyitott mondatrol szoveg alkotasat. Varhatjuk és
igényelhetjiik, hogy a széban megfogalmazott szoveges feladatok valo-
sagos adatokat tartalmazzanak, kapcsolodjanak a gyerekek mindennapja-
ihoz vagy atélt élményeihez.

A fenti tevékenységek eldkészitik a szoveges feladatok megoldasi 1é-
péseinek tudatositasat. A kdznyelven megfogalmazott szoveges feladatok
informacioibol a jol kigyljtott és lejegyzett adatok, a koztik 1évé kap-
csolatok abrazolasa vagy megjelenitése tevékenységgel, a kérdésre adhatd
valasz helyes becslése jelzi a megoldashoz vezetd matematikai modellt.
A modell megalkotasa a problémamegoldas legnehezebb 1épése. A mo-
dellen beliili megoldast kdveti a megtalalt megoldas vonatkoztatasa az
eredeti problémara. Azaltal, hogy a gyerekek a talalt megoldast 6sszeve-
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tik a szovegben talalt adatokkal, az elézetes becsléssel és a valosaggal,
megitélik a megoldas realitasat is.

Kisiskolas korban a gyerekek a szamokkal valosagos problémafelve-
tések soran ismerkednek. Megfigyeléseket, 6sszehasonlitasokat és mé-
réseket végeznek. Felismerik targyak, személyek, dolgok érzékelhetd
tulajdonsagait, valogatjak azokat kozos és eltérd tulajdonsagaik alapjan.
Tevékenységeik kozben tapasztalatokat szereznek a szdmok tulajdonsa-
gairol, kapcsolataikrol.

Példaul, 1épcséjaras kozben szerzett tapasztalataik alapjan valnak ké-
pessé az alabbi probléma megoldasara:

Melyik lépcsdsort tudnad bejarni ugy, hogy mindig két lépcsot lépsz
egyszerre? be a lépcsofokok szamat, ha kettesével lépkedve
be lehet jarni, és-hizd—at a szamot, ha nem!

Az autentikus problémafelvetések a tanuldkat valodi, életszerii prob-
Iémahelyzet elé allitja. Ennek soran olyan témak feldolgozasara keriil
sor, amelyekhez a tanuloknak személyes, a valdésagban atélt élményeik
fizédhetnek. El6idéziink olyan ujszerli helyzeteket is, amelyek masok
elmesélt torténései alapjan valnak a gyerekek szamara hitelessé. A felve-
tett problémaknak gyakran — mint a valdésagban — tobb lehetséges meg-
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oldasuk van. A megoldas tobbnyire fiigg attol, hogy milyen feltételek
befolyasoljak a torténést, és ezek kozil adott szitudcidban melyik érvé-
nyesiil. Kisiskolas korban gyakran még nem varhatjuk el a feltételek
mindegyikének szambavételét €s a lehetséges helyzetek teljes atlatasat.
Megelégsziink a konkrét probléma egy lehetséges megoldasanak bemu-
tatatasaval.

Marci és kistestvere Zsofi este 8 orakor lefekszenek aludni. Reggel
6 orakor kell kelniiik, mert messze van téliik az iskola. Hany orat al-
hatnak a gyerekek?

A feladat megoldasat segithetjiik, ha bemutatunk egy faliorat, amely-
16l tudjuk, hogy minden egész drakor egyet iit. Allitsuk az orat 8 orara,
a gyerekek hunyjék le a szemiiket. Kozben telik az id6 (most felgyorsit-
va), az ora jar. Akkor nyissak ki a szemiiket, amikor az 6ra 6 6rat jelez.
A tanito egyenletes idokozonként kongat egyet-egyet. Az eljatszas soran
a gyerekek uj helyzetben, az id6t felgyorsitva atélik azt, ami veliik is
megtorténik nap mint nap. Példat latnak arra, hogy a hosszan lezajlo
eseményeket mi modon lehet eljatszani, akar tobbszor ismétlodéve tenni.
Sajat tapasztalataik alapjan juthatnak el annak megfogalmazasahoz, hogy
a torténet szerepldi legfeljebb 10 orat alhatnak.

Nagyobb képzelderdre van sziikség, amikor a probléma szemléltetésé-
hez nem valdsaghti targyakat, hanem azokat szimbolizalo, de még tapint-
hat6, mozgathato targyakat hasznalunk. Fontos, hogy ezeket a targyakat
kezdetben a gyerekek valaszthassak meg, esetleg a tanito kinaljon fel
erre tobbféle lehetdséget. Az autentikussag egyik ismérve ugyanis, hogy
a tanulo szamara valodi problémahelyzet szimuldcidja torténjék a fel-
adat kitlizésével és megoldasaval.

A targyakkal végzett szemléltetést kovethetik a képekkel, rajzokkal
illusztralt feladatok. Kezdetben a személyesen is atélt élményekrdl készi-
tett fotokhoz kapcsolhatunk széveges feladatokat. A fényképek alapjan a
gyerekek felidézik a valosagos eseményeket, megfogalmazzak élménye-
iket, elmondjak az atélt torténéseket, beszélnek megfigyeléseikrol. Em-
lékeik alapjan adatokkal egészithetik ki a tanité altal megfogalmazott
torténetet, vagy maguk is kérdéseket vethetnek fel. Ezek a beszélgetések
hozzajarulnak ahhoz, hogy kés6bb egy képrol onalldan tudjanak torténe-
tet alkotni.
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Példaul:
Készitsd el a masodik képet! Mondd el, mi térténhetett! Ird le szam-
tannyelven!

CIONCIO
3O

CZONCIONCIO

Ez a kép felidézheti azoknak a gyerekeknek az élményeit, akik szok-
tak a sziileikkel, testvéreikkel kerékparozni. Lehet, hogy szovegalko-
tasukban éppen vagyaik fejezddnek ki, ha nincs kerékparjuk. Lathattak
utcan kerékparozokat, vagy jarhattak kerékparokat arusito iizletben.
Torténeteikre varhatoan hatassal lesznek a valosagban szerzett tapasz-
talataik.

Példaul ilyen torténetet mondhatnak: Egy hattagu csaladban minden-
kinek van biciklije. A hétvegén négyen elmentek kerékparturara. Hany
bicikli maradt otthon?

Sokban segitheti a probléma megoldasat, ha azt valoban a tanul6 sajat
tapasztalatdhoz kotjiik. Ha a feladatot kiegészitjiik olyan kérdéssel, amely
magarol a tanulorol szol, a probléma konkréttad és valdosagossa valik.
Miutan a kisgyerek megoldotta az 6nmagardl sz616 feladatot, konnyeb-
ben el tud képzelni méas személyhez kapcsolddé szituaciot. Igy valik
szamara valodiva, életszertivé a felvetett probléma.

213



Csikos Csaba, Gabri Katalin, Lajos Jozsefné, Makara A'gnes, Szendrei Julianna, Szitanyi Judit, Zsinké Erzsébet

Marci a kisautékat, Evi a pliiss jatékfigurdkat gyiijti. Még egyikiik se
gViijtott dssze 20-at. Kinek mennyi lehet, ha Evinek 5-tel tobb pliissjd-
téka van, mint ahany autdja van Marcinak?

Neked hany autéd van? Es hany pliissjatékod? Mib6l van tobb, és
mennyivel?

Ennek a feladatnak a megoldésat kezdjiik az otthonr6l hozott adatok
Osszegyljtésével. Ekkor tapasztaljak a gyerekek, hogy sokféle szampar
lehet valasz a kérdésre, és talan lesz olyan gyerek az osztalyban, akinek
5-tel tobb pliissjatéka van, mint ahany autdja. A tadblazatba gytljtott
szamparok egyben mintat mutatnak az eredeti probléma célszerti megol-
dasi modjara.

A kovetkez6 feladatban nem a miveleti tulajdonsag tapasztalasahoz
valasztottuk a szoveges feladatot, hanem a probléma megoldasa soran
lathatjak a gyerekek a kétféle szamolasi lehetdséget.

Elfogyasztasz-e 4 liter tejet 1 hét alatt?

A probléma megoldasat sajat adatgyiijtéssel kezdik a gyerekek. Min-
den tanuldé megtudhatja, hogy a sajat otthoni bogréje hany deciliteres,
amibdl tejet, kakaot vagy egyéb tejbodl késziilt folyadékot szokott inni.
Alkalom nyilik annak megbeszélésére, hogy mi minden késziil tejbdl, és
beszamolhatnak a gyerekek arrél, hogy mi mast szoktak reggelire, illetve
vacsorara fogyasztani. Rabizhatjuk a gyerekekre, hogy maguk dontséek el
a szamolas modjat. A megbeszélés soran vilagossa valhat, hogy a napi
kortlbeliili tejfogyasztasbol lehet kdvetkeztetni a heti tejfogyasztasra,
vagy a reggelikre elfogyasztott tejhez adhatjuk hozza az esténként elfo-
gyasztott tej mennyiségét. Valosagos probléma teszi sziikségessé a mér-
tékegységek valtasat is.

A gyerekek napi tevékenysége, a kornyezetiik és a természet béven
kinal lehetdséget autentikus szoveges feladatok felvetésére a kisiskolas-
ok szamara. Gytjthetnek adatokat a napi tevékenységeikrdl (példaul:
mikor kelnek?, mikor fekszenek?, jarnak-e kiilonérakra?, mennyit spor-
tolnak?...), rendezhetik az 6sszegyujtott adatokat, 6sszehasonlithatjak,
kérdéseket fogalmazhatnak meg, és megvalaszolhatjak azokat. Mi is fel-
vethetlink olyan kérdéseket, amelyek megvalaszolasa adatkiegészitést
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igényel. A potolhato adat beszerzését rabizhatjuk a tanuldkra, de felki-
nalhatunk lehetdségeket, tehetiink ezekre javaslatokat.

A megfigyelések, tapasztalatok alapjan vagy mérésekkel nem potolha-
to adatok tanuldi kreativitast igényelnek. A hianyz6 adat el6hozhatja a
becslést, illetve a feltétel szerinti feladatmegoldas lehetéségét. Kezdet-
ben megelégedhetiink azzal, hogy a gyerekek igy fogalmaznak: ,,Szerin-
tem...”. Késobb talalhatnak tobb, altaluk elfogadhatdo megoldast: ,.Lehet,
hogy...”, ,,az is lehet, hogy...”. A csoportban vagy frontalisan 6sszegyij-
tott elképzelések akar megadhatjak a feladat minden lehetséges megol-
dasat is.

A tanuldkat 6nall6 munkaban csak arra biztathatjuk, hogy keressenek
tobb megoldast, vagy egy-egy feltétel megadasaval kérhetjiik a feltételtol
fliggd adat meghatarozasat.

Az ebédloben 3 nyolcszemélyes asztalnal 6sszesen 16-an iilnek. Melyik
asztalnal hanyan ebédelhetnek? Keress tobb lehetséges megolddast!

1. asztalnal 8 2 6
2. asztalnal 6 8 4 0
3. asztalnal 2 6 7

Reldciok, fiiggvények

Ahogyan a tobbi matematikai tartalmi teriiletnél is, a relaciok és fiiggvé-
nyek teriiletén is a realisztikussag kritériuma egy feladat esetében, hogy
a tanuld szamara elképzelhetd (legtobbszor a hétkoznapi tapasztalatok-
ban gyodkerezd) legyen a feladat tartalma. A Relaciok, fliggvények cim
(186. oldal) alatt emlitett kovetelmény- ¢és feladattipusok esetében a ma-
tematikai és mas szimbdélumok feldl a hétkéznapi targyak és relaciok
felé mozdulva fogalmazhatunk meg realisztikus szoveges feladatokat.
Alapveto jellemzéje a témakor realisztikus feladatainak, hogy a gon-
dolkodasi képességek koziil elsésorban az induktiv és korrelativ gondol-
kodas mukodését mozditjak eld. A hétkoznapokban megfigyelt vagy a
fantaziavilagban miikodo dsszefiiggések véges sok eset alapjan sziiletnek
meg, majd az indukalt szabaly vagy 0sszefliggés elvileg a jelenségvilag
végteleniil széles korére érvényes. Az autentikus feladathoz képest a kii-
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16nbség abban ragadhaté meg, hogy a feladat iranyitja az dsszefliggés- és
szabalykeresést, ¢s nem varjuk el, hogy a tanul6 kezdeményezze azt.

A sorozatokkal kapcsolatos realisztikus feladatokban a feladat formai
jellemzdi megmaradnak, a tartalom viszont gy modosul, hogy a horizon-
talis matematizalasban a valosagos tapasztalatok vagy a belsé gondolat-
vilag jelenségeibdl indul a gondolkodas, és a tanuld ezekhez keres meg-
felel6 matematikai modellt. A sorozatok esetében példaul a kovetkezd
tartalmu feladatok tekinthetdk realisztikusnak a legtobb tanuld szamara:

Folytasd a megkezdett sorozatot két taggal! Mi lehet a szabdly?
(A) hétfo szerda péntek vasarnap kedd

(B) januar 1-je marcius 3-a majus 5-e¢ julius 7-¢

(C) Anna Agnes Beata Antal Abel Barnabéas Anita Agota Bernadett Attila

A témakor masik nagyobb részteriiletén, az adatparok kozotti 6ssze-
fliggésekben is megfigyelhetd, hogy valtozatlan feladatformatum mellett,
a feladat tartalmanak alakitasaval valik lehet6vé a mentalis matematikai
modellek épitése. A kdvetkez6 feladatok megoldasahoz arra van sziikség,
hogy a tanulé elképzelje a benniik szereplé dolgokat, és kialakitson egy
matematikai modellt, amely a konkrét feladat esetében hasznalhato. A ro-
konsagi viszonyok esetén a csaladfarajz vagy barmilyen fa-graf szolgal-
hat matematikai modellként. Az allatok lakohelyének vizualis képzeteit
analogias kapcsolat szoveges megfogalmazasa révén tudjuk folhasznélni
a megoldasban.

Folytasd a tablazat kitéltését!

apa ocsi dédnagypapa nagypapa
anya hugi dédnagymama nagynéni
madar kutya ember mokus
fészek kutyadl haz istallo
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Az autentikus feladatok legfontosabb altalanos jellemzdje, hogy olyan
feladathelyzet valosul meg, amely a tanuloi tevékenységekhez kapcsolo-
dik, és amelyben a tanul6 kezdeményezoként Iéphet f6l. Szamos esetben
egyfajta ,,forditott feladatkitlizés” valosulhat meg, vagyis a feladat Iénye-
ge az, hogy egy adott problématérben a tanulénak maganak kell megal-
kotnia egy feladatot, vagy elemeznie kell, hogy milyen feltételek mellett
jon létre egy matematikai értelemben vett feladat.

A sorozatok esetében az alapelv az lehet, hogy valamilyen probléma-
térben (fogalomrendszerben) a tanuldk vegyenek észre mintazatokat,
szabalyszerliségeket, ¢s fogalmazzak meg az Osszefliggést. Keressenek
példakat és ellenpéldakat! Ilyen modon a relaciok és fiiggvények teriilet
autentikus feladatai az induktiv és korrelativ gondolkodas mellett a rend-
szerzési képesség fejlesztésének kivald eszkozét jelentik.

A sajatos nevelési igényli tanulok szamara az autentikus feladathely-
zetekben explicit irdnyitas sziikséges, mert e nélkiil a feladat kontextusa
¢és gyakori intranszparenciaja nehézz¢ teszi szamukra a jelenségek mate-
matikai jellemzdire valod dsszpontositast.

A sorozatok esetében az autentikus feladatban egy kortilhatarolt prob-
Iématérben arra biztatjuk a tanuldkat, hogy 6k maguk keressenek valami-
lyen szempont szerint f6lépiil6 sorozatokat. Két ilyen példaban elészor a
tanulok neve, majd a szazas szamkor természetes szamai szerepelnek
kiindulé halmazként.

Irjatok fol a tablara az osztalyban eldforduld uténeveket! Hogyan le-
hetne sorba rendezni ezeket? Irjatok le a sorba rendezett neveket!

A megoldés nagyon sokféle lehet. Kézenfekvonek tiinik az abécésor-
rend, de elképzelhetd a név hosszusaga mint szempont vagy akar olyan
kifinomult 6tlet is, mint a nevek tulajdonosainak sziiletési datum szerinti
sorrendje. Valamennyi esetben el6fordulhat, hogy nem lesz szigoru érte-
lemben monoton a nevek sorrendje. Ilyenkor célszerii az egyébként var-
hatéan monoton sorrendbe rendezett neveknél az egyenldségrelaciot az
egymas ala irds modszerével jeldlni.

Hogyan lehetne sorba rendezni a 12 honapot? Talaljatok ki minél
tobbféle sorrendet!
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Az adatparok kozotti kapesolatok esetében is kovethetd eljaras, hogy
felvazolunk egy kétdimenzios adatsokasagot, és a tanulok elsédleges
feladata megtaldlni néhany szempontot, amely alapjan egyes dolgok 6sz-
szetartoznak. Fontos, hogy olyan kiindul6 problémateriink legyen, amely
természetes €s relevans a tanulok szamara. Ilyen problématerek példaul:
iskolai o6rarend, étkezéssel kapcsolatos fogalmak, rokoni kapcsolatok,
0ltozkodés, tinnepek.

Milyen szabdly szerint toltottiik ki a tablazatot? Folytasd a tablazat
kitéltését a szabdly szerint!

| matematika | olvasas | ének | | testnevelés
e e 2 1 2

Lehetséges, hogy a heti 6raszam szerepel a tablazatban, de lehetséges,
hogy valakinek az osztalyzatai vagy éppen az, hogy mennyire szereti
ezeket a tantargyakat.

Geometria

A geometria teriilete — a témakor jellemz6inél fogva — kivaldan alkalmas
a hétkoznapi életbdl ismert jelenségek matematikai modellezésére. A geo-
metria elsésorban a vizualisan is megjelenithetd alakzatok matematikai
jellemzoivel foglalkozik, és ebbdl adoddan kivaldan alkalmas a vizualis
képzetek és a matematikai fogalomrendszer koherens 6sszekapcsolasara.
A négy részteriilet koziil most elséként a tajékozodas teriiletével foglal-
kozunk, jelezve ezzel azt is, hogy mennyi kézenfekvo lehetdséget jelent
ez a teriilet realisztikus szoveges alkalmazasara.

Tajékozodas

Az els6 évfolyam feladata a tér- és sikbeli tajékozodoképesség alapozasa
érzékszervi megfigyelések segitségével, iranyok, irdnyvaltoztatasok ko-
vetése mozgassal, a helymeghatarozasra tanult kifejezések (pl. alatt, f6lott,
mellett, kozott, jobb, bal) értése, hasznalata. Masodik évfolyamon elva-
ras a sajat mozgast leird informaciok megfogalmazasa, utvonalak valodi
¢és terepasztalon vald bejarasa, tudatositasa, bejart Gtvonal elmondasa,
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megadott helyek elérése, Gitvonalak forditott iranyt bejarasa, az iranyval-
toztatds hatasa. Az elsé évfolyam elvarasaihoz képest egy jelentds nehe-
zités a sikban két adattal jellemzett helyek megkeresése (irany, tavolsag,
szomsz€dossag).

A képen lathato polc Nori szobdjaban van. Elmesélte, hogy miket tart
a polcan. Ird be a hidnyzé szavakat!

A cipé a vodor .............ccecoveeeennn... van.

A kisvodor két labda ............................... van.

A nagyobbik doborz ................ van a pottyos labda.

Ababa ..........cccooeeenn... oldalan van a jatékmaci.

Ababa ..........cccccecou. kezénél a dob van. =
Ababa ... polcon mesekonyvek vannak. m ﬁ*"ﬂ[j

Utvonal bejarasa szavakkal leirt itvonal kévetésével, adott pontok érin-
tésével.
A rajz egy varos térképének részlete. X jeloli az indulasi helyedet. Je-
16ld az utvonaladat!
Keresd meg azt a hdzat, amelyikben nagyi lakik!
*» Kilépsz az X-szel jel6lt hazbol.
* Elsé utad a Konyvtarba vezet.
» Ezutdan a rovidebbik uton a Pék utcajaba mész.
* A Péknél veszel 5 kiflit.
* A Péktdl kilépve jobbra fordulsz, és elgyalogolsz az utca végéig.
* Megkeriilod azt a hazat, amelynek a teteje egyszinii.
* Abba az utcaba fordulsz be, ahol a sarkon a hullamos tetejii haz all.
» Elmész a Viragiizletbe, veszel egy csokor tulipant.
* A Viragiizlet hazat megkeriilve mar abban az utcaban vagy, ahol
nagyi lakik.
* Nagyi haza a csikos tetejii haz mellett van. De a teteje nem egyszinii.
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Valds szituaciot, a tanuldok szamara is relevans helyzetet tiikroz az
olyan feladat, amelyben szébeli vagy irdsos informaci6 megértése, ira-
nyok ¢és iranyvaltoztatasok kdvetése a feladat. A megoldas lehet manipu-
lativ vagy képi szintli. Papir-ceruza és szamitogépes tesztelés esetén is
nyilvanvaloan a képi szintii feladatkitizés lehetséges.

A tanteremben elrejtettiink egy kincses dobozkat. Megtaldlod, csak
kévesd az utasitasokat!

* A tanterem ajtajatol indulj.

« Allj szemben az ablakkal.

* Lépj elore 3 lépést.

» Fordulj balra.

o Lépj 2 lépeést.

» Fordulj jobbra.

» Lépj 2 lépést elore.

* A bal labadnadl van a kincses dobozka!

Parban dolgozzatok! Mondd el a parodnak azt az utvonalat, ami ott-
honrol az iskolaba vezet. Készits térképvazlatot! Rajzolj a térképre
néhany nevezetes helyet! Parod jeldlje a térképen az altalad elmondott
utvonalat! Ellendrizd a munkajat!

Konstrualasok
1. évfolyamon megkezdddik, majd 2. évfolyamon folytatoédik az alakza-
tok Osszehasonlitasa (azonositas, megkiilonboztetés, formafelismerés
0sszkép és egy-egy kiemelt geometriai tulajdonsag alapjan) a megfigye-
1ési képesség fejlesztésére; a rész és egész felismerése, a megfigyelések
kifejezése valogatassal, megfogalmazasa sajat kifejezésekkel, megkez-
dett valogatas folytatasa szavakkal kifejezett tulajdonsag, kapcsolat ér-
telmezése alapjan. A tanulok képessé valnak a szavakkal kifejezett tulaj-
donsag, kapcsolat értelmezésére a valogatas folytatasaval. Kovetelmény
a sik- és térbeli alakzatok szétvalogatasa tulajdonsagok alapjan, és azok
osztalyba sorolasa — manipulativ és képi szinten, szoveges magyarazattal
kisérve.

A tanulok képesek geometriai testeket épiteni eldszor szabadon, majd
modell alapjan. Képesek sikidomok eldallitasara tevékenységgel: mozaik-
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kal, papirhajtogatassal, szivoszalak flizésével, szabadkézi rajzolassal,
késébb a masodik évfolyamon ennek folytatasaként derékszog, téglalap,
négyzet hajtogatasa papirbol, masolas atlatszo papirral, rajzolas négyzet-
halon, egyéb halokon. Itt mar elvaras a megadott egyszerti feltétel szerin-
ti alkotas, illetve az alkotasok 0sszegytjtése, azonositasa, megkiilonbozte-
tése (sokszdgek néhany tulajdonsadganak megismerése, megnevezése:
csucsok, oldalak szama; oldalak egyenldsége; konvexség). Mindezek a
tevékenységek és kovetelmények alkalmasak az alkotoképesség, kreati-
vitas, a rendszerezés €s a kombinativitas fejlesztésére. Az adott tulajdon-
sagu épitmények, sikbeli alkotdsok létrehozasa, a tulajdonsag ellendrzése
segiti a deduktiv és az induktiv kovetkeztetés fejlesztését.

Példafeladat sikbeli alakzatok tevékenységgel torténd szétvalogatasa-
ra, osztalyba sorolasara a megfigyelt geometria tulajdonsagok alapjan:

A cukraszdaban talcakra rakjak az elkésziilt siiteményeket.
Igy kezdték

E oe O D

el a kirakast:
Hova keriil a tobbi siitemény?
Rajzold a siiteményeket arra a talcara, amelyikre valok!

(0@ mo@

Testek felismerése kép alapjan, alaprajz készitése:

Lali kis fehér kockakbol készitett hazat.
Ird bele az alaprajzba, hogyan épitett!
Hany kis kockat hasznalt fel a hazhoz?

. 1
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Transzformaciok

Mar 6vodaskorban megkezdddik a tapasztalatszerzés siktiikorrel, a sik-
idomok, testek szimmetridjanak felfedezése, majd folytatasként a 1-2.
évfolyamon tiikros alakzatok és egyszert tikkorkép eldallitasa mozgassal,
kirakassal, nyirassal, masolopapir segitségével, atforditassal, illetve ten-
gelyes tlikrosség ellenérzése Osszehajtassal és a siktiikor hasznalataval.
A témakorben ismét elotérbe keriil a megfigyelés (azonositas, megkiilon-
boztetés). Fontos az eljaras kovetése, ujrafogalmazasa.

A tiikorkép és az eltolt kép megkiilonboztetése dsszkép alapjan.

Miklos egyforma épitékockakbol ilyen hazakat készitett. Nézd meg a
képet! Valaszolj a kérdésekre! A kérdés utan ird a haz betiijelét!

Melyik a legmagasabb haz?........

Melyik hdazhoz hasznalta a legtobb épitékockat? ... ...
Melyik haznak a tiikérképe az A jelii haz?........
Melyik két haz formdja egyforma?
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A tiikorkép és az eltolt kép megkiilonboztetése dsszkép alapjan.

Emma kapott egy uj pulovert. Nagyon tetszett neki.

Felvette, és elment sétalni. Megnézte magat minden kirakatban és
minden pocsolydban.

A masodik sor képei koziil melyik képet lathatta Emma a kirakat {ive-
gében?

Gyakorlati, jatékos tevékenységre épiilo feladatként az alabbi példat
ajanljuk:

Epits olyan hézat az épitéelemekbdl, amelynek ajtaja van!!
Minden haznak épitsd meg a tiikorképét is!
Hasznalhatsz segitségiil tiikrot.

Mérés

Az 1-2. évfolyamon a szamfogalom alakitasahoz kapcsolva jelennek
meg a mérések. Ennek kapcsan az 6sszehasonlitd, megkiilonboztetd ké-
pesség, a becslés, az 0sszefiiggések megfigyelése, felismerése, rendezése
kap f6szerepet: 1. osztalytol a kiilonféle mennyiségek dsszehasonlitasa,
O0sszemérése, kapcsolddo gyakorlati problémak megoldasa. Ezt kovetden
a 2. évfolyamon szabvanyegységek (m, dm, cm, kg, dkg; 1, dl, ora, perc,
nap, hét, honap, év) gyakorlati megismerése, elnevezésiik ¢és jeliik hasz-
nalata valik kovetelménnyé.
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A tanuloknak meg kell figyelniiik a kapcsolatokat mennyiségek, mér-
tékegységek ¢s mérdszamok kozott. A mérési tapasztalataikat felhasznal-
jak becslésekben, megfogalmazzak sajat szavaikkal.

Apu és anyu uj szényeget vasaroltak a nappaliba. Apu és a kis Gabi
kézen fogva vegiglépkedtek a finom, puha szonyegen. Szerinted apu
vagy Gabi lépett tobbet?

A realisztikus feladatok részhalmazat jelentd autentikus feladatok geo-
metriai megvalositasanak egyik kivalo lehetésége az aktiv, tudatos tanu-
161 tevékenységre alapozott csoportos és egyéni projektmunka. Az auten-
tikus mérési feladatok egyik csoportjaban becslést kell adniuk a tanulok-
nak olyan helyzetekben, amelyek szamukra relevansak. Ugyancsak ide
tartoznak az alkalmi egységgel torténé mérések, a standard mértékegysé-
gek felhasznaldsa — feltéve, hogy a feladat a tanulok szdmara nemcsak
realisztikus, hanem relevans is.

Becsiiljétek meg, hany lépés hosszu és hany lépés széles a tantermetek!
Valasszatok ki az osztalybol a legalacsonyabb gyereket! O mérje meg
a terem szélességét a lépéseivel! A terem hosszusagat a tanitotok lépé-
seivel mérjétek meg!

Mit tapasztaltatok?

Meérjétek meg a terem szélességet és hosszusdgat a méterrud segitségével!
Most mit kaptatok? Magyardzzatok meg a mérési eredményeket!

Egy projektfeladat lehet6ségét mutatja a kdvetkezo leiras:

Kutassatok fel a kornyezetetekben taldlhato szimmetrikus diszitéele-
meket (ruhanemiik, butorok, himes tojasok, jatékok, épiiletek, fak, vi-
ragok, lepkek, templomok, ereszeket diszito mintazatok stb.), figyeljeé-
tek meg alaposan, elemezzétek részleteiben, rogzitsétek rajzosan, fény-
képezéssel, irjatok meg torténetiiket! A kutatas eredményeit mutassatok
be eléadassal, kiallitassal (pl posztereken), megépitéssel (pl. gyurma-
bol, épitékockakbol, gipsz segitségével), videos megjelenitéssel stb.
Lehet egyéni és csoportosan szervezett bemutatas.
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Kombinatorika, valésziniiségszamitas, statisztika

A kombinativ gondolkodas és a valosziniiségi szemlélet alapozasa az
iskolaban legtobbszor jatékok vagy jatékos kisérletek keretében torténik.
A gyerek a jaték soran szerzett tapasztalatait épitheti be feladatmegolda-
saiba.

Pé¢ldaul harom piros-kék koronggal jatszanak. Minden dobas eldtt meg
kell tippelniiik, hogy igaz vagy hamis lesz az allitas. Nyer, akinek a leg-
tébb jo tippje van.

a) Lesz legalabb két piros.

|0 | | 0 ]
jpobas| || [ [ [ | | [

Jo tippek szama: ..............

b) Lesz legalabb két kék.

|0 | | ]
ESEEEE

Jo tippek szama: ..............

¢) Lesz legalabb két egyforma szin.

|0 | | 0 ]
jpobas| || [ [ [

Jo tippek szama: ..............

d) Lesz mindkét szin.

|0 | | ]
ESEEEE

Jo tippek szama: ..............

Ebben a tevékenységben a gyerek legfontosabb érdeke a jaték meg-
nyerése, ezért igyekszik a tippek soran a korabbi tapasztalatait felhasz-
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nalni. A tanit6 a tippek modosulasabol kdvetkeztet a valosziniiségi szem-
1élet alakulasara. Példaul az, hogy lesz legalabb két egyforma szin, biztos
esemény. Ez azonban csak néhany tényleges dobas elvégzése utan valik
nyilvanvalova.

A kisérletez6 tevékenységgel tulajdonképpen arra vagyunk kivancsiak,
hogy a tevékenységek soran megszerzett tapasztalatok mennyire épiiltek
be a gyerekek gondolkodasaba. Ezért a fenti tevékenység egy mérés so-
ran megfogalmazott valtozata a kovetkez6 lehet:

Hdérom koronggal dobtunk. Irj X-et a megfeleld helyre!

Biztos Lehetetlen | Valoszinli | Lehetséges

Lesz legalabb két piros.
Lesz legalabb két kék.

Lesz legalabb két egyforma szin.

Lesz mindkét szin.

Tobb piros lesz, mint kék

Ugyanannyi piros lesz, mint kék

Alsobb évfolyamokon a kombinativ gondolkodas és a valoszinliségi
szemlélet alakitdsa soran egy sor olyan problémat vethetiink fel, amely
nem kizarolagosan e témakorbe tartozik. Tévedés lenne azt gondolni, hogy
amennyiben a tanora kiemelt célja a valoszinliségi szemlélet fejlesztése,
akkor egész oran kizarolag dobokockakat dobalunk, pénzérméket csorge-
tiink vagy egy zsakbdl szines golyokat huzunk. A tanérakon megvalosul-
hat a valoszinliségi szemlélet fejlesztése gy is, hogy olyan problémakat
vetiink fel, amelyek a matematika mas teriileteit is érintik vagy éppen
azok a hangsulyosak.

Egy 0-99 szamtéablazatra kell bekotott szemmel bokni. A jaték eldtt tip-
pelni kell, hogy a szam felirhato-e két 10-nél kisebb szam szorzataként.
(Az 1 most nem szerepelhet.)

Ez a jaték példaul a szorzotablak gyakorlasakor keriilhet el6. Mivel ezt
megeldzden hosszu ideig tanultdk a szorzétablakat — 100 esetet kiilon-
kiilon — igen nagy eséllyel gondolhatjak, hogy tobb olyan szam van a tab-
lazatban, amely szerepel a kisegyszeregyben, mint ami nem.
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Hogy szamba tudjak venni, melyek azok a szamok, amelyek felirhatok
két 10-nél kisebb szam szorzataként, példaul ontapadoés lapokkal lera-
gasztjak a sargdval jeldlt mezdket.

0 1 2 3 2:2 5 2-3 7 2-4 3-3
2-5 11 62 13 72 3-5 4-4 17 3:6 19
10-2 3-7 22 23 3-8 5-5 26 3-9 4-7 29
10 -3 31 4-8 33 34 7-5 6-6 37 38 39

- 10 41 6-7 43 44 9-5 46 47 6-8 7-7
- 10 51 52 53 9-6 55 7-8 57 58 59
- 10 61 62 9-7 8-8 65 66 67 68 69

- 10 71 9-8 73 74 75 76 77 78 79
-10 | 9-9 82 83 84 85 86 87 88 89
- 10 91 92 93 94 95 96 97 98 99

O |0 |[I |||

Meglep6 lehet, hogy milyen kevés eset szerepel a kisegyszeregyben,
ezért nem tul nagy az esélye, hogy a kivant szamra bokiink. (100-b6l
csak 36 esetben bokiink olyan szdmra, amelyet olyan szorzatként tudunk
felirni, amelyben minkét szam nagyobb 1-nél)

Ebben a jatékban a szorzas kommutativitasarol szerezhetnek tapaszta-
latot, és emellett kereshetik azokat a szamokat, amelyeket tobbfélekép-
pen is felirhatnak szorzatként. A valoszinliségi szemléletiik modosulhat
abban a megfigyelésben, hogy ami tobbszor, tobbféleképpen fordul eld,
az valdszinlibb.

KésObb ugyanezt a tevékenységet ismétlik, de most olyan szdmokat
keresnek, amelyeket szorzatként fel tudnak irni (példaul 33 = 11-3). igy
mar joval nagyobb lehet az esélye, hogy olyan szamra bokiink, amelyet
fel tudunk irni szorzatként. Egy ilyen jaték keretén beliil nyilhat az els
lehetéség arra, hogy a primszamokroél is tapasztalatot szerezzenek. Nem
a tanar veti fel a témat, hanem a gyerek erds késztetést kap arra, hogy a
végére jarjon a problémanak. Az Osszetett szamok modszeres keresése
pedig a primek kiszlirésére vonatkozo eljarasok alapja lehet (példaul
Eratoszthenész szitdja).

Az iskolaban a gyerekek azt jatszottak, hogy a 0-99 szamtabldzatra
bekotott szemmel boktek. Nyert, aki olyan szamra békott, amelyik fel-
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irhato két 10-nél kisebb, 1-nél nagyobb szam szorzataként.
Szinezd a nyerd mezoket!

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

Mit talalsz esélyesebbnek egy ilyen jaték soran? Huzd ala a megfeleld
valaszt!

A nyerés esélyesebb. Esélyesebb, hogy nem nyerek.

Valaszodat indokold! .........cccoiiiiiiiiiiiii

Az indoklas alapjan kovetkeztethetlink a gyerek valdsziniiségi szem-
1életének fejlettségére. A valasz alapjan kideril, hogy érzi-e azt a tényt,
hogy ami tobbféleképpen fordulhat eld, az valdsziniibb.

A 3-4. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

A matematikai gondolkodas fejlesztésének kiemelt teriilete a matemati-
kai tudas gyakorlati alkalmazasa. A matematikatanitasnak az is feladata,
hogy lattassa a targy mas tudomanyagakban és a hétkoznapokban betol-
tott nélkiilozhetetlen szerepét. Mas tantargyak témaibol és a gyakorlati
¢életb6l valasztott példak igazoljak a gyerekek szamara a matematika
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hasznossagat. Valtozatos problémafelvetésekkel kelthetjiik fel a tanulok
érdeklodését és kivancsisagat a matematika irant. Ezért a problémaftelve-
tések témainak megvalasztasa koriltekintést igényel. A problémamegol-
das nehézségét nemcsak a matematikai tartalom befolyasolja. Azonos
matematikai tartalmu feladatok kiilonb6z6é nehézségiiek lehetnek a gye-
rekek szamara, ha mas szovegkornyezetben tarjuk azokat a gyerekek elé.
Ezért a probléma megolddsanak elemzésénél figyelmet kell forditanunk
arra is, hogy mi okozta a tanuld szamara a nehézséget. A valasztott mo-
dell, a tanuld altal készitett rajz informalhat a megértésrél, a szovegben
megfogalmazott 6sszefiiggés felismerésérdl vagy félreértésérol. A prob-
lémak megoldasat segithetjiikk vagy éppen nehezithetjiik azzal is, ha ja-
vaslatot tesziink vagy felszolitunk valamilyen modell hasznalatara. Ek-
kor nemcsak a megértést, hanem a kivalasztott modellel valé probléma-
megoldast is ellendrizni kivanjuk. A sikeres problémamegoldast valaszt-
hato vagy adott modell alkalmazasaval akkor varhatjuk el a tanuloktol,
ha erre elegendé figyelmet forditottunk a problémak valtozatos megolda-
saval, azok Gsszehasonlitasaval, a valasztott megoldasi mod eldnyeinek
vagy hatranyainak megbeszélésével.

Példaul:
A viragboltban egy szal narcisz 60 Ft-ba, a tulipdan szalanként 80 Ft-
ba keriil. Mindkettobol ugyanannyit vettiink. 420 Ft-ot fizettiink. Hany
szalat vettiink a viragokbol?

A vizualis megjelenités segiti a megértést, a kapcsolatok és az dssze-
fliggések feltarasat, amelyek nélkiilozhetetlenek a problémamegoldéasnal.
Ezért fontos feladat a tanulok modellalkotd képességének fejlesztése.
Kiilonféle modellek segithetik az Osszefiiggések felismerését, pl. targyi
tevékenységgel valo megjelenités, relacio, rajzos modell, nyitott mondat,
tablazat, szakaszokkal valo abrazoléds, szamegyenes lehet a tamogato
eszkoz.

Az elso feladat megoldasa kézenfekvo jaték pénzzel valo kirakassal.
Példaul lerajzolnak a gyerekek egy narciszt €s egy tulipant, €s a rajzokra
helyezik a megfeleld 6sszeget. Ezt addig csinaljak, amig eljutnak a 420
Ft kirakasahoz.

Az absztrakciora konnyebben képes gyerekek tablazattal is meg tudjak
oldani a feladatot. Példaul ilyen tablazatot készithetnek:
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A tulipanok és a narciszok szama 1-1 2-2 3-3

A narcisz ara 60 Ft 120 Ft 180 Ft
A tulipan ara 80 Ft 160 Ft 240 Ft
Fizetendd 0sszeg 140 Ft 280 Ft 420 Ft

Az alkalmazott megoldasi folyamatban két ismert adatbol kiindulva,
szisztematikus probalkozassal jutottunk el a feladatban adott sszeghez,
egyenletesen novelve a fizetendd Gsszeget. Kdzben kiszamoltunk olyan
adatokat is, amelyek az eredeti probléma megvalaszolasdhoz nem sziik-
ségesek. A kialakult tablazatban felismerhetok az egyenletesen ndvekvo
sorozatok, amelyek folytatasaval kiszamitott adatok 0j informacidkat
szolgaltatnak.

Példaul:

— Mire ad valaszt a tablazat 2. sordnak 6. oszlopaban talalhaté érték?

— Mit tudhatunk meg az utolsé sor 8. oszlopaban talalhaté adatbol?

— Mit jelent a 2. sor 3. oszlopaban és a 3. sor 2. oszlopaban talalhaté sza-

mok Osszege?

Az eredeti probléma megoldasahoz valaszthatnak a gyerekek nyitott
mondatot is.

fgy gondolkodhatnak: 1 szal narcisz és 1 szal tulipan sszesen 60 + 80
= 140 forintba keriil. Azt nem tudjuk, hogy hany szalat vesziink, ezért ezt
jeloljik igy: [J

Annyiszor fizetiink 140 Ft-ot, ahany szal tulipant és narciszt kériink,
és ez 420 forintba keriil. Ezt igy irhatjuk le miivelettel: 140-[] = 420

A nyitott mondat megoldasat becsléssel, a becslés kiprobalasaval,
majd korrekcidjaval kereshetik, példaul ilyen 1épésekben:

A 140 szazasokra kerekitett értéke 100, a 420-¢ 400. A 100-at 4-szer
kell venni, hogy 400 legyen. A kiprobalas azt mutatja, hogy 140-4 > 420,
ezért a 4-nél kisebb szammal kell probalkoznunk. A 3-at kiprobalva, azt
talaljuk, hogy igaz az egyenléség 140-3 = 420.

Ebben a megoldasban céliranyosan a kérdés megvalaszolasara tore-
kedtiink. Nem kaptunk mas informaciot, nem tudunk 0j kérdéseket meg-
fogalmazni, amelyekre a valaszt konnyedén megtalalhatnank. Minden uj
kérdéshez 0j nyitott mondat felirasara és megoldasara van sziikség.

230



5. Részletes tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez

Egy lakotelepen egyforma tizemeletes hazak vannak. Minden hazban
szintenként a lépcsohaztol balra 6, jobbra 8 lakast alakitottak ki.
A féldszinten iizletek vannak. Ezen a lakotelepen dsszesen 420 lakdst
épitettek. Hany haz van a lakotelepen?

A feladathoz j6l illik a rajz és a szamfeladat vagy a nyitott mondat.
Természetesen egyszerisitett rajzot varunk a gyerekektdl, a legsziiksége-
sebb adatok feltintetésével. Példaul:

6 lakas 8 lakas

Tobbféleképpen gondolkodhatnak. Példaul: A 420 lakasbol ebben a
hazban 6sszesen 140 lakas van, a 1épcs6hdz bal oldalan 60, a jobb olda-
lan 80. A tobbi lakas (420—-140=280) a tobbi hazban van. A masodik
hazban is 140 lakas van, a tobbi lakas a harmadik hazban talalhat6: 280—
140=140.

Ebben a megoldasban az ismert adatokbol kiindulva haladtunk a meg-
oldas felé. Az egyes lépésekben arra kaptunk valaszt, hogy hany lakas
lenne a lakotelepen, ha 1-gyel illetve 2-vel kevesebb hazat épitettek volna.

Ugyancsak az 6sszes lakasszambol kiindulva jutnak a megoldashoz a
kovetkezd 1épéssorozatban: Ha mindegyik haz 10 emeletes, és minden
szinten ugyanannyi lakas van, akkor egy szinten ennek tizedrésze, azaz:
420/10=42 lakas van. Mindegyik hazban 6+8=14 lakas van egy szinten,
ezért annyi haz van, ahdnyszor a 42-ben megvan a 14. A 42:14=3 jelenti
a hazak szamat. Itt két szdmfeladattal jutottunk a megoldashoz, és koz-
ben egyetlen plusz informéaciot szerezhettiink, azt, hogy szintenként 42
lakas van a lakotelepen.
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Ennek a feladatnak a megoldasanal is alkalmazhatjak a gyerekek a nyi-
tott mondatot: egy hazban egy szinten 6+8 lakés, tiz szinten 10-szer any-
nyi, azaz (6+8)-10=140 lakas van. Jeloljik a hazak szamat [ I-vel. [] haz-
ban []-szer 140, azaz 140-[] = 420 lakas van. A megoldas megkeresése
az el6z0 feladatban leirt moédon torténhet.

Egy buszvezeto két varos kozott kozlekedik. X varostol Y varosig
60 perc alatt teszi meg az utat, Y-bol X-be 80 perc alatt jut. Hanyszor
fordult a busz vezetije a két varos kézott azon a napon, amelyiken
7 ordt vezetett?

A harmadik feladat megismerését természetesen koveti annak megbe-
sz¢lése, hogy vajon az egyik irdnyban miért hosszabb az utazasi ido,
mint a masik irdnyban. A felvetett kérdésre a gyerekek tapasztalataik
alapjan kereshetnek valaszt. Példaul:

— Hosszabb uton megy a busz Y-bol X-be.

— Sok az emelkedd, amikor Y-bol X felé halad a busz.

— Egyik iranyban gyorsjaratként kozlekedik a busz, a masik iranyban

tobb helyen megall.

— Egyik iranyban autopalyan halad, a masik iranyban autétton.

A torténést egy iddszalaggal lehet szemléletessé tenni, amelyen pl. 20
percenként lathatd a 7 6ra beosztasa. Ezen jelolhetik a gyerekek az eltelt
id6t. Példaul:

1. ut 2.ut 3.ut

Ez az abra is alkalmas 01j informaciok megadasara. A gyerekek maguk
is feltehetnek és megvalaszolhatnak kérdéseket. Példaul ilyen kérdésekre
szamithatunk:

— Hol volt a buszvezetd 200 perc vezetés utan?

— Hol volt a buszvezetd, amikor ezt mondta: ,,Ma mar 3 érat vezettem.”

— Mennyi id6t vezetett mar, amikor az Y varosbol indult X varosba?

— A nap folyaman mikor lehetett alkalma a buszvezetének pihenni?

A fenti abra jol tiikrozi azokat a matematikai modelleket, amelyek a va-
losagtartalmua probléma megoldasanak segédeszkozei lehetnek. A nyilak-
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rol egy valtakozo kiilonbségii sorozat olvashatd le: 60, 140, 200, 280,
340, 420...

A kapcsos zarojel két nyilat fog Ossze, és szemlélteti a két nyil helyett
egy nyil tipust feladatok matematikai tartalmat. Ezek alapjan egyenlete-
sen ndvekvo sorozat tagjait olvashatjuk le: 140, 280, 420...

Ezeknek a szamoknak az ad értelmet, hogy a feladatra vonatkoztatjuk
oket, elmondjuk, hogy melyik szam mirdl informal benniinket.

Az iddszalag jol tiikkr6zi a folyamatossagot, segitségével adott idopont-
ban a buszvezetd tartozkodasi helyérdl is lehet kozelité képet alkotni.

A és B varos 420 km-re van egymastol. A két varosbol egyszerre indul
el a masik varosba egy-egy auto. Az A varosbol indulo 60 km-t, a B
varosbol indulo 80 km-t tesz meg oranként. Mikor és hol talalkoznak?

A feladathoz jol illik egy 42 cm-es papircsik, és a szinesrud-készlet
lila és bordo radjai.
Ezekkel az 6ranként megtett utakat jelolhetik a gyerekek.

I | | —

Milyen informacio leolvasasara nyujt ez a kirakas lehetéséget?

Gondolatban kovetik a gyerekek az autok ttjat.

Elképzelik, hogy 1 ora elteltével melyik auté mekkora utat tett meg,
éppen hova jutott, és jol latjak, hogy még mekkora it van a két auto ko-
z0ott. A 420-60-80 vagy a 420—(60+80) szamfeladatok mindegyikére ér-
telmes magyarazatot talalhatnak.

I—l —

Azt is konnyedén leolvashatjak errél a képrdl, hogy a teljes utbol me-
lyik autonak mennyi van hatra. Akar arra a kérdésre is megtalalhatjak a
valaszt, hogy vajon hol jartak az autok féloraval ezelott.

Ha az autdkkal a teljes utat bejarjak, ismét sok informaciohoz juthatnak.

%‘
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Egyrészt lathatjak, hogy talalkozas utan hogyan tavolodnak az autdk
egymastol. Jol latszik, hogy A varosbo6l induld autd 7 éra alatt teszi meg
a teljes utat, mig a B varosbol induldnak 5 6ranal kicsivel kell csak tobb
id6. Az ligyesebb gyerekek azt is kiszamolhatjak, hogy pontosan mennyi
id6 alatt jut el az autd a B varosbol A-ba.

Az utols6 két feladat mennyiségi adatokat tartalmaz, ezek megoldasa
tobbnyire tobb nehézséget okoz a gyerekeknek. Ezért kiilon figyelmet
forditunk harmadik osztalyban a mozgasos szoveges feladatok targyala-
sara, amelyek modelljeként a szines rudak és a papircsikok mellett hasz-
nalhatunk szakaszos abrdzolast is.

A fent bemutatott megoldasokbol kitlinik, hogy a kirakéasok, abrazola-
sok mindegyikér6l leolvashatok a feladatok megoldasa mellett tovabbi
informéaciok is, amelyeknek nagy elénye, hogy erdsitik a matematika és
a valdsag kapcsolatanak érzékelését.

A 3-4. osztalyos tanulok szamara gyakran tliziink ki olyan feladatokat,
amelyekkel a hétkoznapi életiik soran valdsagos szituaciokban talalkoz-
hatnak. Ezek megoldasakor sziikséges a mar tanult matematikai ismereteik
alkalmazasa, sokféle képességiik mozgositasa. A mindennapi torténések-
b6l meritett problémafelvetéseket a gyerekek kozel érezhetik magukhoz,
hiszen gy érezhetik, hogy a sajat ¢letiik pillanatait, tevékenységeit kel-
tik életre. Az ilyen torténetek lehetové teszik, hogy a gyerekek beleéljék
magukat adott szituaciokba, és a mindennapokban alkalmazhat6, kony-
nyen aktivizalhaté ismereteket szerezzenek. A mddszerekben valtozatos
problémafelvetések alkalmat kinalnak az aktiv tanulasra, az 6sszefiiggé-
sek felfedezésére; a tanulokat gondolkodasra késztetik.

A valosagos, a gyerekek életébdl, kornyezetébdl vett problémafelveté-
sek lehetdséget teremtenek szamukra, hogy megérezzék a matematika
modellszerepét a gyakorlati élet, valamint a tudomanyok problémainak
megoldasaban. Ehhez jarulnak hozza a mennyiségek mérését igényld
tevékenységek, valamint a vasarlasrol szolo feladatok.

A gyerekeknek is lehet gyakori feladatuk a vasarlas. Ehhez a tevé-
kenységhez sokféle probléma tartozhat. Nem maradhatnak ki a vasarolt
aruk fizetésével jaro problémak vagy az aruk szallitasa, tobb aru tomegé-
nek becslése.
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Példaul:

Egy nagyobb bevasarlaskor sok mindent tettiink a bevasarlokocsiba.
A vasarolt aruk: és az araik:
1 karton dobozos tej 1liter 93 Ft
masfél kg his 1 kg 768 Ft

4 doboz tojas 1db 12 Ft

40 dkg sajt 1 kg 720 Ft

2 darab 25 dkg-os gesztenyemassza 1db 174 Ft

3 dl tejszin 105 Ft

3 kg mosopor 1300 Ft

4 kg alma 1 kg 150 Ft

2 kg mandarin 1 kg 280 Ft

a) A pénztar felé haladva azon gondolkodtunk, elég lesz-e a nalunk
lévo 8000 Ft készpénz, vagy bankkartyaval kell fizetniink. Te mit gon-
dolsz errdl?

b) A tej, a mosopor az alma és a tojas kivételével mindent két szatyor-
ba pakoltunk. Vajon hogyan tudtuk elosztani az arut két szatyorba, ha
azok kozel egyforma nehezek lettek? Te mit tennél az egyik, és mit a
masik szatyorba?

A probléma megoldasa sokféle képességet fejleszt. Egyrészt, sziikség
van valdsag tartalmu adatok becslésére, sziikség lehet mennyiségek mé-
résére is (pl. milyen nehéz 1 doboz tojas?). Néhany adat hianyos, illetve
ismeretlen lehet a gyerekek elott, ezeket az adatokat pdtolniuk kell (pél-
daul: hany liter tej van egy kartonban? hany tojas van egy dobozban?
stb.). Az adatok potlasakor tapasztalhatjak a gyerekek, hogy nem egyér-
telmii a feladat megoldasa, hiszen tobbféle csomagolasban kaphatunk
tojast. Igy a fizetendd osszeg attol fiigg, hogy hany tojast vasarolunk. Ez
viszont nem befolyésolja a szatyrok nehézségét, hiszen a tojasokat nem
helyezziik szatyorba.

A mindennapokban gyakran keriiliink dontést igényld helyzetbe. Alta-
laban tobbféle lehetdség adodik egy probléma megoldasara, és a mi va-
lasztasunkon mulik, hogyan oldjuk meg. Valasztasunkat sok tényezd
befolyasolhatja, a megoldas kiilonféle feltételektdl fiigghet. Ezért gyak-
ran kell a matematikaoran is olyan helyzetbe hozni a gyerekeket, ame-
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lyeknél nekik kell meggondolni a lehetséges feltételeket, és tobbféle fel-
tétel teljesiilése esetén Ok valaszthatjak ki a leginkdbb realis megoldast.
A gyerekek mindennapjaihoz remélhetdleg hozzatartozik az olvasas.
Olvasasi ¢lményeik megbeszélése mellett kinalkozik az is, hogy Gtleteket
talaljanak technikai problémak megoldasara. Ez vonatkozhat a konyvek
rendezésére, adott konyvespolcon vald elhelyezésiikre, konyvtari kol-
csonzésre vagy éppen egy konyv elolvasasanak idobeli litemezésére.

Példaul:

Andris nagyon szeret olvasni. Minden este elalvas eldtt egy ordt olvas.
Egyik kedvenc kényve Fekete Istvantol a Kele. Ezt mar harmadszor
kélcsonozte ki a kényvtarbol, de egy hét mulva vissza is kell vinnie.
a) A 270 oldalas konyvnek tul van mar a felén, de még nem jutott el a
kétharmadaig. Legalabb hany oldalt olvasson el a konyvbdl naponta,
hogy be tudja fejezni a kényv olvasasat egy hét alatt?

b) Andris feljegyezte, hogy mely napokon, mikor van nyitva a konyvtar.

Hétfon: 10:00-12:00 és 15:00-16:30
Kedden: 14:30-18:30

Szerdan: 11:00-17:15

Csiitortokon: 9:30-11:30 és 15:15-18:00
Pénteken: 10:00-13:30

Andris altalaban kora délutan, fél 2 és 2 ora kozott vagy este 5 ora
utan tud konyvtarba menni az iskolai elfoglaltsagai és az edzései mi-
att. Mely napokon tudja visszavinni Andris a konyvet a konyvtarba?

A feladat elsd része arr6l informal benniinket, hogy a konyvbol 135
oldalnal kevesebb, de t6bb mint 90 oldal van hatra. Ha ezt adott id0 alatt
akarja valaki elolvasni, konkrétabb adatra van sziikség. [gy csak azt lehet
meggondolni, hogy mennyit kell egy nap alatt elolvasni, ha 134, 133, ...,
91 oldal van vissza a konyvbdél. Azt is meggondolhatjuk, hogy még sincs
44 megoldasa a feladatnak, hiszen minden nap ugyanannyit olvas Andris,
igy ha 1 oldallal novekszik a naponta elolvasott oldalak szama, akkor 7
oldallal fog néni az 1 hét alatt olvasott oldalak szama. Igy a probléma
lehetséges megoldasait érdemes tablazatba gyijteni:
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Az elolvasatlan 91 | 92-98 [99-105 [106-112[113=119[120—129[130—134

oldalak szama

1 nap alatt célszeri
ennyit olvasni 13 14 15 16 17 18 19

Az is meggondolhato, hogy mely oldalszamok esetén kell valéban
a hét minden napjan ugyanannyit olvasnia Andrisnak, és mely esetekben
marad az utols6 napra kevesebb oldal.

A feladatban felvetett masodik kérdés iddintervallumok Osszevetését
¢és kozos részének meghatarozasat igényli. A gyerekek szdmara nagy se-
gitséget jelent a kdnyvtar nyitva tartdsanak idészalagon val6 abrazolasa.

9] |10 11 12 13 14 15 16 17 18
30(4s| |15]30[45| [15|30(45| [15[30|45| |15]30[45| |[15|30(45| |[15[30(45| |15|30[45| [15[30|45| |15

Azt is abrazolhatjuk egy idészalagon, hogy Andris mikor tud menni
konyvtarba, és ezt a csikot kivaghatjuk és végightzhatjuk a tablazaton.

A csik mozgatasaval konnyen leolvashatjak a gyerekek a lehetséges
megoldasokat.

A targyi eszk6zok megfeleld megvalasztasa, hasznalata konnyiti
a gyerekek szamara a ,,matematizalas” tevékenységét. Annak a fejleszté-
se, hogy a gyerekek a kdznyelven megfogalmazott problémakat le tudjak
forditani a matematika nyelvére, fontos ¢és nehéz feladat. A forditast az
eszkozok és a jol valasztott képek tamogatjak. A tevékenységre javasolt
eszkozok sziikség esetén targyhtiek (pl. konkrét targyak mérése, szamla-
lasa, jatékpénz hasznalata), mas esetben megjelennek képek, abrak (pl.
szakaszos dbrazolas), vagy az absztrakcidhoz vezetd elvontabb modellek
(pl. szines rudak, tablazatok). Nem szabad siettetni az eszkdzok elhagya-
sat, fontos, hogy gyakran igényeljiik az elgondoléds szemléltetéssel valod
indoklasat. Az algoritmusok alkalmazasa el6tt varjuk el a gyerekektdl pl.
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a miveletek elére becslését, igy tudjak ellendrizni szamolasuk megbiz-
hatdsagat, felismerhetik az elkovetett hibakat.

A természeti, foldrajzi, éghajlati adatokat is tartalmaz6 vagy a ki-
randulassal, utazassal, sporttal, egészséges ¢letmoddal kapcsolatos
feladatok érzékeltetik, hogy a matematikai ismeretek mas szakmak,
az ¢let kiilonbo6zo teriiletein felmertilé problémak megoldasanak is hasz-
nos eszkozei.

A problémaknak olyan életszerti helyzeteket kell felvetniiik, amelyek-
kel a gyerekek nap mint nap talalkozhatnak, igy konnyti lesz szamukra a
szituacio elképzelése. A témavalasztasnal nem matematikai problémak-
hoz keresiink valosag kozeli szitudciokat, hanem a hétkoznapokban
gyakran atélt valosagos problémakat fogalmazzuk meg, és ezek meggon-
doltatasaval hozzajarulunk ahhoz, hogy a gyerekek konnyebben eliga-
zodjanak a mindennapi életben.

Felvethetiink olyan problémakat, amelyekben a tanuloktol varjuk a sziik-
séges adatok beszerzését.

Példaul:
Gyujts magadrol adatokat!
a) Mennyit ver a szived 1 perc alatt?
b) Hanyszor veszel levegdt 1 perc alatt? Szamolj!
c) Mennyit ver a szived 1 ora alatt?
d) Hanyszor veszel levegét 1 ora alatt?

Egyszer(, egylépéses kovetkeztetéssel megoldhato feladattal talalkoz-
nak a gyerekek. A feladat megoldasai kozott nagy kiilonbségek lehetnek,
hiszen a gytijtott adatok a gyerekek mérési eredményei alapjan valtozhat-
nak. A megoldasok Osszehasonlitasa kisziirheti a hibas mérési eredmé-
nyeket, ily modon realis adatok hasznalatdhoz vezet.

A problémak megoldéasa 6nalldéan, parban vagy csoportban lehetdséget
ad a megszokottol eltérd feladatok és a valosagban eldforduld helyzetek
attekintésére, megoldasi modok megismerésére, otletek, modszerek gyiij-
tésére, a problémamegoldashoz nélkiilozhetetlen kreativitas fejlédésére.
A csoportos tevékenységek soran a gyerekek természetes modon tanuljak
meg az egyliittélés szabalyait, megtapasztaljak a jo érzést, ha segitenek a
raszoruloknak. Sokszor nyilik lehetdségiik véleménynyilvanitasra, elgon-
dolasaik megismertetésére masokkal. Az elképzelések litkoztetése, meg-
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vitatasa neveli 6ket masok véleményének tiszteletben tartasara, a tarsaik
iranti toleranciara. Megtanuljak, hogyan lehet elfogadni a maguk és ma-
sok hibait, esetleges korlatait. A hibajavitas, a véleményalkotas és masok
meggy0zése a sajat dtletek bevalasarol indoklasokkal, ésszert, elfogad-
hato érvelésekkel torténhet. Kérjiik a tanuloktdl a megoldas ellenérzését
¢és indokoltassuk is meg a valasztott mddszert, hogy a gyerekek tények-
kel alatamasztva vallaljak sajat munkajukért a felelosséget, és képesek
legyenek tevékenységiiket redlisan értékelni.

Reldciok, fiiggvények

Az 1-2. osztalyban megfogalmazott kovetelményekre épiilve hasonlo ti-
pusu feladatok és kovetelmények tamaszthaték a 3—4. osztaly végére.
A sorozatok esetében Osszetettebb szabalyok felismerése a kovetelmény,
a hétkdznapi targyak és jelenségek matematikai jellemzdinek atkodola-
saban nagyobb jartassag feltételezhetd. Példaul az idével kapcsolatos
jelenségek szamokka alakitdsa rutinszertivé valhat, mert példaul a hét
napjainak neve és az, hogy a hét hanyadik napjardl van szo, ebben az
¢letkorban mar altalaban ismeret jellegli tudaselemként van meg, és nem
sziikséges a hétfotdl indulva, a szamlalas gyakorlatahoz hasonlo stratégi-
at alkalmazni.

Rekurziv szdmsorozatokkal a tanuldk az 1-2. évfolyamon is talalkoz-
nak (pl. olyan sorozattal, ahol a soron kdvetkezd tag az el6z6 két tag
Osszege), azonban szamos lehetdség van olyan hétkéznapi problémak
megfogalmazasara, amelyekben rekurziv sorozatok keriilnek eld. Példa-
ul: egy 2/4-es zenei litem hanyféleképpen tolthetd ki negyed és nyolcad
ritmusokkal? Majd ezt kdvetden: egy 3/4-es zenei litem hanyféleképpen
tolthet6 ki negyed és nyolcad ritmusokkal?

A kovetkez6 feladat a klasszikus Fibonacci-sorozat szoveges valtoza-
ta, a kevéssé valoszerli nyulszaporulat helyett egy lerajzolhat6, a mese-
vilagot idéz6 megszovegezéssel:

Amikor Tiindérorszag legoregebb fajat eliiltették, a fanak egy dga volt.
Egy év mulva még mindig csak egy dga volt, de utana minden évben
minden agbol kihajtott egy uj ag. Hany aga volt a fanak (a) két év
miulva, (b) harom év mulva, (c) négy év mulva, (d) nyolc év mulva?
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Mi lehet a szabdly a kévetkezé tablazatban? Karikdzd be annak az
osszefiiggésnek a jelét, amelyik igaz a tablazatra, és huzd at annak a
jelét, amelyik nem igaz!

A | buza | haz | | kincs
o [ b | a [ £

a) O = A betiiibdl elhagyjuk azokat, amelyek nem kezdébetiik
b) O massalhangzo

¢) O = A kezdbbetiije

d) O beti

Ebben a példaban mind a négy opcio igaz a tablazatra.

Az ilyen feladatok — bar kevéssé megszokottak — a gondolkodéas ma-
gas szintll 6sszetevdit mérik, amelyek kapcsolatosak a falszifikacids ko-
vetkeztetési elvvel.

Mi lehet a szabdly a kévetkezo tablazatban?

® | lent | mellett | | mogott
O | lefle | melle | ala |

A feladat tartalmi szempontbdl nyelvtani, azonban a nyelvtanban mu-
kddoé matematikai torvényszertiségeket illusztralja. Ezaltal a matematikai
modellalkotas és a hétkoznapokban szerzett ismeretek kozotti kapcsolat
erdsodik, és ez kifejezett célja az olyan matematikaoktatasnak, amely
egyszerre kivanja szem eldtt tartani a matematikai gondolkodas fejlesz-
tését és a matematikai tudas transzferalhatosagat.

Mi lehet a szabaly a kovetkezo tabldazatban? (Forrds: Az altalanos is-
kolai nevelés és oktatas terve, 1981, 2. kiadas, 278. o.)

= | 16 | medve | tehén | ik

* | csikod | bocs | borju | csirke

A megoldast fogalmazzuk meg nyitott mondattal is: A [ kicsinye a .
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A binaris relaciok tudatositasanak szamtalan eszkoze lehetséges. Sza-
mos tantargyban bevett feladattipus az illesztéses zart feladat, amikor két
halmaz elemei kozott kell megtalalni a kapcsolatot, €s eléfordulhat, hogy
az egyik halmaz valamely eleméhez a masik halmaz tobb eleme is hozza-
illeszthetd. A napirenddel, taplalkozassal, 61tozkodéssel kapcsolatos kér-
dések lehetdséget nytjtanak adatparok képzésére, ahol az elé- €s utotag
kozotti kapesolatban [ényeges a sorrend is és a koztiik fonnallo viszony is.

Az 1-2 osztalyos kovetelmények és feladattipusok alkalmazasaval, am
bévebb szamkorben mozogva tudunk autentikus problémakat definialni.
Az adatparok mellett adatharmasokban felismert 6sszefiiggések is elvar-
hatok.

A rendszerezési képesség fejlesztésére alkalmas feladatok kozott sze-
repelnek a két szempontu szelektalast igényld feladatok. Dolgok adott
sokasagat két szempont egymasra vetitésével rendszerezni mar 3—4. osz-
talyban is lehetséges, elsdsorban manipulativ és képi szintti feladatokkal,
amelyek tartalma a mindennapi életbdl ismerds a tanulok szamara. A két
szempontl osztalyozas egyuttal a korrelativ gondolkodas fejlesztésének
eszkdze is, hiszen a két szempont egymasra vetitésével el6alld kétdimen-
zi6s rendszerben a két szempont kozotti esetleges 0sszefiiggés is nyil-
vanvalova valik.

Oktatas-modszertani szempontbdl a hasonl6 feladatoknal javasolhatd
a tanulok képességszint szerint heterogén csoportokban torténd egytitt-
muikodése, amelynek soran a tanulok megismerik egymas otleteit. Kiilo-
nosen fontos ez az olyan autentikus feladatoknal, amelyeknek nincs
egyetlen, jol definiadlt megoldasa, hanem a megoldas sokszor maga
a gondolkodasi folyamat, amelynek soran matematikai modellek alakul-
nak és valtoznak.

A forditott aranyossag elve is megjelenik 3—4. osztalyban, és elsdsor-
ban a tanuldi tapasztalatokra, probalgatasra épiilé feladatokban.

Az osztalykirandulason a gyerekek egy poniloval huzott kis hintoval
szerettek volna utazni. A poni gazdaja azt mondta, 1200 Ft-ot kell fi-
zetni egy negyedords menetert, fliggetlentil az utasok szamatol.

Milyen kérdéseket tettek még fol a tanulok, mieldtt kibérelték a hintot?
Irjatok fol az alabbi tablazatba, hogy mennyibe keriil egy menet a hinté-
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val tanulonként, ha egyediil, vagy ketten, vagy harman, illetve négyen
egylitt utaznak!

regztvevok ‘ 1 tanulo ‘ 2 tanuld ‘ 3 tanulo ‘ 4 tanuld
szama

1 tanulo rész-
vételi dija

1200 ‘ ‘ ‘

A forditott aranyossag megjelenésének masik lehetséges terepe a terii-
letszamitassal kapcsolatos. (Természetesen nem képlettel felirt teriilet-
szamitasra gondolunk.)

Anna 24 egyforma papirdobozt szeretne szépen elrendezni a szobdja-
ban. Ha egymas tetejére pakolja dket, akkor magas lesz az oszlop, ha
pedig mindet egymas mellé rakja, akkor sok helyet foglalnak el a szo-
nyegen. Milyen elrendezést javasolnal? Hany doboz keriiljon egymas
mellé, és milyen magasra pakolja Anna a dobozokat? Keszits rajzot,
majd készits tablazatot!

egymas melletti
dobozok szama | ! | 24 | 2 | |

egymas folotti ‘ 24 ‘ 1 ‘ ‘ ‘

dobozok szama

A korrelativ gondolkodas fejlesztésére alkalmasak az olyan feladatok,
ahol két szamszeriisithetd tulajdonsag nem determinisztikusan fiigg 0sz-
sze, hanem egy tendencia rajzolddik ki. A kovetkezd feladatban akér a
tanulok sajat adatait is folhasznalhatjak.

A védonck megmeérték az osztaly tanuldinak testmagassagat és testsu-
lyat. Nehany adatot a kovetkezo tablazatban lathatunk. Két adatot
azonban valaki véletleniil kiradirozott. Milyen adatok szerepelhettek
az tires helyeken?

testmagassig em) | 135 | 142 | 127 | | 140
teststly (kg) | 31 | 36 | 28 | 40 |
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A konkrét adatok egy viszonylag tag intervallumbol keriilhetnek ki, de
ennél joval fontosabb az adatsorok kozotti 0sszefliggés explicit megfo-
galmazasa, amely a pozitiv korrelaciéo gyermeknyelvi leirasa lehet. Még
ennél is lényegesebb azonban annak tudatositasa, hogy a konkrét értéket
nem tudjuk az Osszefiiggés alapjan meghatarozni.

Geometria

Konstrualasok

A 3. évfolyamon a képességfejlesztési feladatok koziil elétérbe keril az
alkotd gondolkodas, a formalatas, a térlatas fejlesztése. Az alkotasok 1ét-
rehozasa kozben fejlédik a szovegértés a tulajdonsagok kifejezésével, a
megfigyeloképesség, az emlékezdképesség. A konkrét alakzatok tulaj-
donsagainak megfigyelésével, kifejezésével fejlodik az absztrahaloké-
pesség.

A 4. évfolyam végére az alkotasok létrehozasa a megadott feltételek
figyelembevételével, ezek ellendrzésével egésziil ki. Fontossa valik a
rész és egész viszonyanak megértése, a megfigyelések elemzése, megfo-
galmazasa, a tanult matematikai szaknyelv elemi hasznalata. Az alkota-
sok 1étrehozasa fejleszti a kombinativ gondolkodast. A teljességre torek-
vés a cél, s a megalkotott alakzatok rendszerének felépitése.

A fels6 tagozat fejlesztési feltételeként a kezdd szakasz végére sziik-
séges testek épitése modellrdl ¢és adott feltételek szerint, illetve sikido-
mok eldallitasa tevékenységgel megadott feltételek szerint. Geometriai
tulajdonsagok felismerése, alakzatok kivalasztasa, szétvalogatasa a felis-
mert tulajdonsagok alapjan. Elek, cstcsok, lapok felismerése, szambavé-
tele egyszerl testeknél, oldalak, csucsok felismerése, szambavétele egysze-
rii sokszogeknél. Téglatest, kocka, téglalap, négyzet felismerés 6sszkép
alapjan a testek, sikidomok kiilonféle helyzetében. Téglalap, négyzet,
téglatest, kocka tanult tulajdonsagainak felsorolasa, bemutatasa modell
segitségével.

Példa a térszemlélet fejlesztésére, a rész €s az egész viszonyanak meg-
figyelésére:
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Negy gyerek fehér kiskockakbol épitett egy testet. Korbeiilték, és négy
kiilonbozo oldalrol nézve lerajzoltdk, hogy mit latnak. Szerinted melyik
gverek mit lathatott? Ird a neviiket a megfeleld helyre!

Példa formafelismerésre, alakzatok tulajdonsagainak felismerésére,
allitasok igazsagértékének meghatarozasara:

Parban jatsszatok!

Valogassatok ki olyan testeket, amilyeneket a képen lattok! 10 kartya-
bol felvaltva huzzatok! A kartyan lévé allitast ugy egészitsétek ki, hogy
felmutattok egy testet, amelyre igaz. (A jatékot jatszhatjatok mds sza-
ballyal is. PlL: Ugy egészitsétek ki az dllitdsokat, hogy ne legyenek

- O

0885

Készits kartyakat az alabbi mondatokkal! Egy-egy kartyan egy mondat
legyen!

Minden lapja ugyanolyan alaku és ugyanakkora.
Minden lapja négyzet.
Minden lapja téglalap.
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12 ¢éle van.

Csticsainak szdma 5.
Oldallapjai négyszogek.
Van kor alaku lapja.

Csak gorbe feliilete van.
Sik és gorbe feliilete is van.
Van haromszog alaku lapja.

Transzformaciok

A 3-4. évfolyamon az alakazonositas mellett a valtozas és valtozatlansag
felismerésével, tudatositasaval alapozodik az altalanositas a transzforma-
ciok tertiletén. A ritmus, a periodikussag felismerése, a szimmetriak meg-
figyelése és kovetése a megfigyelOképesség fejlesztését célozza. Fontos
a megfigyelt alakzatokrol allitdsok 6nall6 megfogalmazasa, illetve adott
allitasok igazsaganak megitélése.

A tovabbhaladashoz sziikséges fejlesztései feltételek kozott fontos a ,,ha-
sonld” és az ,,egybevagd” kapcsolat felismerése, a hasonldsag €s az egybe-
vagosag képi fogalmanak alapozottsaga, sikbeli egybevagdsagi transzfor-
maciok (eltolas, tengelyes tiikrozés, elforgatas) végrehajtasa masolopapir
segitségével, a tiikkorkép és az eltolt kép megkiilonboztetése Osszetettebb
alakzatok esetén is.

Pé¢lda a hasonlosagra, nagyitott kép eldallitasara:

Nagymama egy kutyust himez Danika takardjara. Talalt egy mintat az
., Ugyes kezek” tijsagban, de a mérete til apré a takaréhoz képest.
Masold at a mintat a fiizetedbe! Nagyitsd fel ugy, hogy minden irdany-
ban kétszeresre valtoztasd a hosszméreteket!

| |
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A témakor fejlesztési feladatainak fontos eleme a ,,hasonld” és ,,egy-
bevago” kapcesolat felismerése mellett a sikbeli egybevagdsagi transzfor-
maciok koziil a tengelyes tikorkép megalkotasa masolopapir segitségé-
vel, illetve nagyitott kép eldallitasa négyzetracs felhasznalasaval.

Anyak napjara szép ajandékot készithetsz.

Keress egy erds papirdobozt!

A rajzot nagyitsd fel kétszeresére, és ragaszd a dobozka tetejére!
A doboz jo lesz varrodoboznak.

PN

{

Tajékozodas

A kezdo szakaszban képességfejlesztési feladat a térbeli tdjékozodas to-
vabbfejlesztése, informaciok megértése, informaciokozlés szavakkal, je-
lekkel, a helymeghatarozas képességének fejlesztése. Iranyra, méretre,
szomszédossagra valdé emlékezés.

A tovabbi fejlesztéshez sziikséges, hogy a tanulok sajat kornyezetiik-
ben képesek legyenek eligazodni (utca, hazszam, emelet, ajtd, irany, ta-
volsag), egyszeri térképvazlatokat értelmezni, illetve késziteni az irany
és méretek kozelit, valamint a szomszédossag pontos megjelolésével.
Tudjanak tajékozodni vonalon, sikban, térben egy, két, illetve harom adat
segitségével.
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Autentikus tevékenységre épito feladatként a kovetkezo példat adjuk:

Parban dolgozzatok! Készitsetek téerképvazlatot iskolatok kérnyezete-
rol! Jeloljétek be az iskola, a boltok, a lakasotok helyét! Ha van a
kornyéken parkolo, vasutallomas, sportpalya, konyvtar, mozi, szin-
hdz..., akkor azt is jeloljétek meg! Adj meg egy utvonalleirdst, amelyet
a parodnak kovetnie kell! Az 6 dolga, hogy megmondja, hova jutott.
Azutan 6 adjon neked egy leirast, és te kovesd azt! Hova jutottal?

Mérés
A 3-4. évfolyamon folytatodik a tapasztalatgytijtés a mennyiségi jellem-
z0k felismerése, megkiilonboztetése, a kiilonbségek észrevétele terén.
Fejlesztési feladat a becsloképesség alakitasa, a pontossag mértékének
kifejezése gyakorlati mérésekben, egyszerii mennyiségi kovetkeztetések
végzése. Fontos a matematika és a valdsag kapcsolatanak épitése. A gya-
korlati mérések segitik a tajékozodast a vilag mennyiségi vonatkozasaiban.
A tanuloknak a tovabbi évek fejlesztésének érdekében biztonsaggal
kell mérnitik alkalmi és szabvanyegységekkel. Gyakorlatban végrehajtott
mérések alapjan a mértékegység és mérdszam kapcsolatat képesek atlat-
ni, a tanult szomszédos mértékegységekkel gyakorlati mérésekhez kap-
csolva, illetve ilyenek felidézése nyoman at- és bevaltasokat végezni, a
téglalap (négyzet) keriiletének és teriiletének megallapitasat méréssel és
szamitassal meghatarozni.

Példa téglalap alkotasara, teriiletének meghatarozasara:

Janos bacsi negyzet alaku kélapokkal rakta ki a jardat. A maradék 36
darabbal a kutyahdz eldtti részt akarja téglalap alakban lekovezni.
Papiron probalgatja, hogy milyen legyen a kirakds.

Rajzold le, hanyféle megoldast taldalhat!

A négyzet alaku kélapok egy oldala a valosagban 1 dm hosszusagu:
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Hany négyzetdeciméteres teriiletet tudott lefedni a maradék lapokkal?

Tovabbi otlet olyan feladatokra, amelyek tevékenységkozpontiak és
kozvetleniil kapcsolodnak a tanulok hétkdznapi tapasztalataihoz:

A szél becsapta az ablakot, és sajnos dsszetort egy ablakiiveg. A gond-
nok megmérte: 1253 mm hosszu és 1245 mm magas tiveget kell a ke-
retbe bevagni.

a) Mérjetek ki és vagjatok ki papirbol egy ilyen méretet!
(Tobb darabbol is 6sszeragaszthatjatok!)

b) Adjatok meg a méreteket centiméter-pontossaggal!

c) Hany centiméter az iiveglapot keretezd szegeélyléecek hosszusaga
osszesen?

d) Hany darab 1 cm oldalhosszusdagu négyzettel tudndatok lefedni az
tiveglapot?

Kombinatorika, valosziniiségszamitas, statisztika

A 3—4. évfolyamon az adatok lejegyzésének, illetve leolvasasanak egyre
tudatosabb volta valik hangsulyossa. 4. osztaly végére a gyerekek tudnak
adatokat elrendezni sorozatba, tdblazatba, abrazolni tudjak azokat grafi-
konon, sorozatbol, tablazatbol, grafikonrdl adatokat visszaolvasnak, ta-
lalnak az egész adategyiittest jellemzd adatokat (pl. a nagysag szerinti
kozépsot; a legnagyobb, legkisebb adatokat, ezek tavolsagat; a leggyako-
ribb adatot). Ki tudjak szamitani az adatok atlagat. Ez a téma rengeteg
lehetdséget nyujt realisztikus feladatok megoldasara, ha figyelemmel va-
gyunk az adatok megvalasztasara.

Realisztikus problémak kitizését és megoldasat gyakran a tablazatok
elemzésének képességével vizsgaljuk.
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Példaul:
Gabi, Béla, Pista és Jutka nagyon jo bardtok. Szeretnek kdrtydzni,
ezért havonta legalabb egyszer jatszanak. Egy olyan jatékot szoktak
jatszani, amelyben minden partiban van elsd, masodik, harmadik és
negyedik helyezett. Minden parti utdn felirjak az eredményeket, és év
végeén gyoztest hirdetnek. Az idei kartyacsatik eredményét ez a tabla-
zat mutatja.

1. hely 2. hely 3. hely 4. hely
Gabi 12 24 23 17
Jutka 18 22 21 15
Béla 24 13 13 26
Pista 22 17 19 18

A tablazat értelmezése soran felvetddhetnek a kovetkezd kérdések:
Hany partit jatszottak az idén? Hogyan lehet megszamolni? Koriilbeliil
hany partit jatszanak alkalmanként? Ki nyerte a legtobbszor a jatékot?...

Tovabbi feladat lehet, hogy amennyiben més-mas szempont alapjan
jeloljik ki a gyOztest, mas lesz a gy6ztes versenyzd. A tanulok képesek
ésszer(i szempontot keresni, amely alapjan eldonthetd, hogy ki tekinthe-
té gyoOztesnek. A tanuldi magyarazat, vita kezdi sejtetni, hogy egy sta-
tisztikai adathalmazt tobbféleképpen lehet értelmezni és magyarazni,
hiszen

— Béla szerint 6 a gy6ztes, mert 6 nyerte a legtobb jatékot.

— Jutka azzal érvel, hogy 6 ugyan nem nyert til sokat, de nagyon ke-
vés utolso helyezése van.

— Gabi szerint ugyan 6 maga nagyon keveset nyert, de nagyon sokszor
lett masodik, és azt sem konnyi elérni. Utolso helye pedig kevesebb,
mint a fiaknak.

— Pista ugy érzi, hogy legalabbis Bélanal jobb, mert ugyan kevesebb
elsé helyezése van, de kevesebb utolso is.

A probléma megoldasa lehet az, hogy példaul 4 pontot adnak minden
gyb6zelemért, harmat a masodik helyezésért, kettét a harmadikért, egyet
a negyedikért. Elképzelhetd, hogy tigy gondolkodnak, hogy a gydzele-
mért tobb pont is jarhat. Példaul 5 a gyézelemért harom a masodik he-
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lyezésért, egy a harmadikért, a negyedikért pedig nem jar semmi. Vajon
mindkét szamolasi mod alkalmazasa ugyanazt a gydztest hozza? A tabla-
zaton val6 eligazodas mellett a tevékenység fontos hozadéka a szamola-
si készség fejlesztése.

A fenti probléma egy kissé leegyszertiisitett felvetése lehet:
Az iskolai focibajnoksag lezajlott. A gyozelemért 2 pont, a dontetlenért
1 pont jar. A meccsek eredményeit beirtik a kévetkezd tablazatba:

3a 3b 3.c 4a 4b
3a 3:0 2:1 1:3 1:1
3b 0:0 0:2 2:1
3.c 4:3 1:3
4.a 2:2
4b

Allapitsd meg, hogy hdny pontot gyiijtéttek a csapatok!

3.a: ... pont
3.b:....... pont
da:....... pont

Melyik merkozésen sziiletett a legtobb gol?
Hany meccs vegzodott dontetlennel?

A kombinatorika és a valoszinliségszamitds tanuldsa sordn rengeteg
autentikus problémaval talalkoznak a gyerekek. A hétkdznapi tapasztala-
taikra épitve szamos olyan feladat tlizhetd ki, amely szamukra praktikus,
relevans, és a problémamegoldas folyamata szempontjabol intranszparens.
J6 alkalom erre példaul egy jatékkészlet kozos, csoportmunkaban valo

megalkotasa.

250



5. Részletes tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez

A négyzetlapok kozépvonalait megrajzoljuk, majd kifestjiik piros, sar-
ga és kék szineket hasznalva. A gyerekek kozos feladata az 6sszes kiilon-
b6z6 elem megalkotasa. Mivel a papirlapok forgathatok, megegyezhe-
tiink abban, hogy azonosnak tekintjiik a négyzet kdzéppontja koriili for-
gatassal egymasba vihetd lapokat. Ebben az esetben a munka szervezése
és megosztasa egyarant kombinatorikus problémat vet fel. Az elkésziilt
készletet sajatjuknak érzik, mely autentikussa teszi a tevékenységet.

A fent leirt tevékenység értékelés soran megfogalmazott valtozata a
kovetkezo lehet:

Négyzetlapokbol szinezéssel ilyen kirakos jatékot készitettiink. Harom
szint hasznaltunk.

Ezutan kiilon csoportba gyiijtottiik azokat a négyzetlapokat, amelyek-
ben mindharom szin szerepelt. Milyen elemek vannak még ebben a
csoportban? Szinezz!

A valoszinliségi szemlélet fejlesztési céljai kozott szerepel, hogy 5-6.
osztalyban az adatok lejegyzése, megfigyelése és feldolgozasa egyre
onallobba valjék. Ez segiti a rendszerezoképesség fejlodését, lehetové
teszi a gyakorisagok megfigyelését is. A statisztikai megfigyelések ren-
geteg lehetdséget kinalnak autentikus feladatok beiktatasara.

Egy masik alkalommal egyszerre dobnak az alabbi abran lathatd két
kockaval. A kisérlet megkezdése elétt megfogalmaznak néhany sejtést
(pl. hogy paros vagy paratlan 6sszeg jon-e ki gyakrabban), és néhany
eset lejegyzése utan Osszevetik tapasztalataikat a megfogalmazott sejté-
sekkel.
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A biztos és lehetetlen események elkiilonitésére vonatkoz6 kérdések-
nek a mérés sordn tovabbra is nagy jelentdsége van. A fenti kockak fel-
dobasara vonatkozoan a kdvetkezdket kérdezhetjiik:

Ezekkel a szamozott kockakkal dobtam. Ezutan allitasokat mondtam
a dobott szamok szorzatardl. Ird az allitas mellé, hogy szerinted igaz
(1), hamis (H) vagy igaz lehet, de nem biztos, hogy igaz (L)!

a) 4-re végzodik...
b) 6-nal kisebb...
¢) Paratlan...

d) 491...

e) 711-nél kisebb...

Autentikus feladatokra jo lehetdség adodik olyan helyzetek leirasakor,
amikor a gyerekeknek maguknak kell megtervezni egy jaték szabalyat.

Példaul:

Jancsi és Péter elhatarozza, hogy otszor egymas utan dobnak egy ha-
gyomanyos dobokockaval. Megegyeznek abban, hogy Jancsi akkor kap
egy pontot, ha a dobas eredménye 2, 3, 4, 5 vagy 6. Ha nem ez torte-
nik, Péter kap néhany pontot. Az 6t dobds utan az a nyertes, aki t6bb
pontot gyiijtott. Ha azt szeretnénk, hogy a jaték igazsagos legyen, hany
pontot kell kapnia Péternek, amikor a kocka 1-et mutat?
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Varhato megoldasként a tanulok 5 vagy 6 pontot fognak javasolni az
1-es érték dobasanal. A tanitonak nem sziikséges allast foglalnia egy
végso, helyes megoldas mellett. A feladat az ugynevezett probléma alapu
tanulds eszméjét koveti, vagyis a tanulok matematikai tevékenységet
végeznek egy intranszparens probléman, a pedagogus pedig a matemati-
kai igazsagok birtokosa és osztoja szerepébdl a gondolkodas facilitatorava
és moderatorava valhat.

Az 5-6. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

A korabbi évfolyamokhoz képest a realisztikus szoveges feladatok tobb
téren Gjdonsagot hozhatnak a tanuloi tudas értékelésében. A kiboviilt
szamkorben a kdzvetlen gyakorlati tapasztalathoz nem kothetd, de a mé-
didbol vagy az iskolai tananyagbo6l ismert mennyiségek (pl. torténelmi
évszamok, foldrajzi mennyiségek) jelenhetnek meg a feladatokban.
Ezenfeliil a tobblépéses feladatok egyre nagyobb teret nyernek. A tobb
1épést nem feltétleniil a tobb, egymas utan elvégzendd szamtani miivelet
jelenti (noha ez is jelentés nehézséget okoz), hanem a feladatmegoldas
kiilonb6z6 fazisaiban megjelend tudatos dontések egymdasutanja. A Rela-
ciok, fiiggvények cim (281. oldal) alatt részben elemeztiik a szoveges fe-
ladatok megoldasanak szokasos 1épéseit 5—6. osztalyban. A realisztikus
feladatokban egyes 1épések kiilondsen fontossa valnak. A feladat szove-
gének megértése és a megfeleld6 matematikai modell kivalasztasa altala-
ban nagyobb jelentdségli, mint a gyakorlofeladatokban. Ugyancsak ki-
emelt fontossagl altalaban a megoldas értelmezésének, ellendrzésének
lépése, amely itt korantsem azt jelenti, hogy az elvégzett matematikai
miveleteket Gjra vagy esetleg inverziikkel kiszamoljuk, hanem a feladat
szovegehez illeszkedést, a valosagnak megfelelést vizsgaljuk.

»A matematikai tudas alkalmazasai” cimii bevezetd fejezetiinkben
tobb példat is bemutattunk, amelyek a realisztikus aritmetikai szoveges
feladatok kozé tartoznak. Ezekbdl a feladatokbdl mint prototipusokbol
tovabbi realisztikus szoveges feladatok generalhatok.
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Jancsi bacsi almaskertjében 8 sorban vannak a gyiimdélcsfak, és mind-
egyik sorban 12 almafa taldalhato. Fia javaslatara a kert szélén lévo
fak torzsét vegyszerrel kezeli, hogy tavol tartsa a koborlo dzeket. Hany
gyiimélcsfat nem fog vegyszerrel kezelni?

A feladat megoldasahoz egy megfeleld vazlatrajzot érdemes késziteni,
vagyis a feladat szovegében szerepld dolgokat egy geometriai modellhez
kapcsoljuk.

A mozijegyen azt olvassuk, hogy ,,BAL, 17. sor, 15. szék”. Vajon hany
szék lehet a moziteremben?

Ez a nyilt végli probléma az intranszparencia szempontjabol akar az
autentikus feladatok kozott is helyet kaphatna. Azért nem ott szerepeltet-
jiik, mert a feladat maga nem egy életszerti problémahelyzetet vazol. Ha
ott vagyunk a moziteremben, akkor aligha a jegyen taldlhatdé szamok
alapjan fogunk becslést adni. Megoldasként tobbféle becslés adhato,
amelyet matematikai jelekkel, egyenldtlenségként is megfogalmazha-
tunk.

Az iskola 280 tanulojat 44 fés buszokkal szallitiak a gyermeknapi iin-
nepségre. Hany buszt rendeljen az igazgato?

Nemzetkozi tapasztalatok halmozodtak fol az olyan tipust feladatok-
rol, amelyekben valami ,triikk” van. Varhatéan a tobbség helyesen el
tudja végezni a maradékos osztast, amelynek eredménye 6, a maradék
pedig 16. Azonban sokan valaszként 6-ot irnak vagy eléfordul, hogy ,,6,
maradt a 16” alakban fogalmazzadk meg a valaszt. A realisztikus véalasz
itt 7 lesz, amihez még azt az implicit informaciot hasznaljuk 61, hogy
nyilvan a lehetd legkevesebb buszt fogjak rendelni.

A feladat szovegében nem szerepld adat vagy jellemzéen nem mate-
matikainak tekintett tényez6k miatt a tanulok sokszor becsapva érzik
magukat, amikor olyan feladatokat oldanak meg, mint példaul:

Jancsi legjobb idéeredménye a 100 méteres futasban 17 masodperc.
Mennyi idd alatt fog 6 lefutni 1 km-t?
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Javaslatunk az, hogy az ilyen tipust, ,,triikkkos” feladatok helyet kap-
hatnak a tandrakon, kiilondsen a megszokott feladatmegoldo stratégiak
talautomatizalodasanak elkeriilése végett, azonban diagnosztikus értéke-
1ési célra kevéssé hasznalhatok, mert csak tovabbi, finom vizsgalatok
deritik ki, hogy valaki tajékozatlansag vagy pl. a batorsag hianya miatt
irja valaszként a fenti feladatra, hogy 170 masodperc.

Fontos 1épés a szoveges feladatok jobb megértése felé, ha ebben a kor-
osztalyban mar gyakran varjuk el a tanuloktol, hogy egy adott matemati-
kai struktirahoz 6k maguk talaljanak ki szoveges feladatot. Ez rendkiviil
nehéz feladat. Lattuk a szoveges gyakorlofeladatok kozott, hogy még
egyetlen alapmiivelethez is kiizdelmes vallalkozas lehet szoveget alkotni.
Azonban éppen a szoveges gyakorlofeladatok és a realisztikus feladatok
egymas mellé helyezésére és 0sszehasonlitasara ny0jt lehetséget, ha a
tanuldk alkotnak feladatszdvegeket.

Ha példaul 20 liter vizet 8 edénybe kell egyenlden elosztani, akkor
szoveges gyakorlofeladatként kitlizve ezt, a 2,5 liter egyszertien adodik
végeredményként. Megkérdezhetjiik a tanulokat, milyen mas dologgal
helyettesithetjiik a feladatelemeket ugy, hogy a szamok valtozatlanok
maradjanak. A csokoladé torése még megoldhatd, de az otletek kozott
felbukkanhat példaul az, hogy a 20 fos osztaly az osztalykirandulason
olyan szobakban aludt, ahol négy-négy emeletes agy volt. Hany szobat
kellett bérelni?... Es az osztalyfondk hol alszik? A sokféle 6tlet kozott
varhatdan lesznek olyanok, amelyekben a valtozatlan szamadatok és a
valtozatlan osztas mivelet mellett az osztas eredményének egészrésze,
az egészrésznél eggyel nagyobb szam vagy éppen az osztasi maradék
lesz a feladat megoldasa.

Erdekes tipusat jelentik a realisztikus szoveges feladatoknak az olyan
problémak, amelyek alapvetden nem szamtani miivelet elvégzésével old-
hatok meg, hanem logikai kovetkeztetésekkel (nyilvan szerepet kapnak
egy-egy lépésben szamtani miiveletek is).

Evaék haza elétt van a buszmegdll, ahonnan 10 percenként megy
reggel 6 ¢és 9 ora kézétt a busz az iskola felé. Az ut 15 percig tart.
Evanak 7:45-kor az iskoldban kell lennie. Mikorra érjen a buszmegdl-
[oba, hogy biztosan ne késsen az iskolabol?
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A nemzetkdzi szakirodalombol ismertek olyan feladatok, amelyek az
autentikus kategdriaba sorolhatdk, és amelyek az 5-6. évfolyamos kor-
osztaly szamara megfeleldek. 10-12 éves tanulokkal végzett kisérletek-
ben tobb olyan feladat szerepelt, amelyek alkalmasak arra, hogy a tanuloi
tevékenységre, gyakran kooperativ matematikai munkara épitve a valo-
sagos szituaciot leird feladathoz egy megfelelé matematikai modell meg-
talalasra 0sztonozzenek.

Az egyik ismert flamand fejlesztd programban Verschaffel és munka-
tarsai' alkalmaztak példaul a kovetkezo feladatot:

Péter és Anna egy varos modelljét épitik meg kartonpapirbol. A temp-
lom és a varoshaza kézotti tér tiinik a legmegfelelobb helynek egy
parkolo kialakitasahoz. A kindlkozo hely egy 50 cm-es oldalu négyzet,
az utcai oldal kivételével falak veszik koriil. Péter mar kiviagta a meg-
felelé méretii papirnégyzetet. Hany auto fog maximdalisan elférni a
parkoloban?

1. Egeszitsd ki a feliratot: potold, hany auto fér el a parkoloban!

2. Tiintesd fel a kartonpapir négyzeten, hogyan lehet legjobban felosz-
tani a parkolot parkolohelyekre!

3. Magyarazd meg, hogyan jutottal el ehhez a felosztasi modhoz!

1 De Corte, E. (2001): Az iskolai tanulas: A legfrissebb eredmények ¢és a legfontosabb tennivaldk.
Magyar Pedagogia. 4. 425.
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Az elméleti bevezeto fejezetiinkben felsorolt jellemzok koziil, amelyek
altaldban jellemzik az autentikus feladatokat, valamennyi teljesiil ebben
a feladatban:

— A feladathelyzet részletes bemutatasahoz hozzatartozik a kép. Emel-
lett egy narrativ torténet rajzolddik ki eldttiink, amely a képpel
egylitt hozzajarul ahhoz, hogy a gyerekek a problémat sajatjuknak
érezzék, vagyis Osszevess€k azt a sajat korabbi élményeikkel.

— A leirt helyzet valodi matematikai modellezésére van sziikség. A rajz
¢s a megadott (vagy megbecsiilt) adatok alapjan varhatdéan tobbféle
geometriai modell késziil.

— A tanuloknak meg kell szerezniiik tovabbi hianyzo6 adatokat. Mekko-
ra méretll egy atlagos jaték autd? Mennyi hely sziikséges egy parko-
16 kialakitasdhoz? A hidnyzo6 adatokat akar helyszini méréssel (pél-
daul néhany jaték aut6 adatainak mérésével), akar beszélgetés koz-
ben megvitatassal 6sszegytjthetik.

— Tobb részfeladatra bomlik maga a teljes feladat: az egyes részfel-
adatok kitlizése, a részcélok elérésének ellendrzése a tanulok feladata.

Egy masik nagyon hires fejlesztd kisérletben Kramarski és Mevarech
megalkottak az elhiresiilt ,,pizza-feladat”-ot. Ebben az autentikus feladat-
ban harom pizzéria arai szerepelnek: a pizza atmérdje centiméterben van
megadva (a kor teriiletének figyelembevétele miatt ez inkabb 7. osztaly-
tol alkalmazhato feladat), a kiilonféle rendelhetd feltétek ara pedig egészen
valtozatos. A tanuldk feladata a legjobb vételt megtalalni, amely szintén
a fentebb leirt jellemzoket igazolja a feladatrol: valds szituacid szédbeli
emulacioja, modellkészités, el kell donteni, mely szamadatok jelentosek
¢és melyek nem, a feladat részfeladatokra, a megoldasi folyamat részcélok-
ra bonthato.

Az el6z6 részben szerepelt feladat, amelyben az iskoléba tarté busszal
kapcsolatos idéintervallumokat szamoltunk, azaltal alakithato autentikus
feladatta, hogy a gyerekek a sajat, valosagos, megtapasztalt utazasi szo-
kasaikhoz keresik meg a megfelel6 matematikai leirast.

A matematikai tudas értékelésében az autentikus feladatok sajatos sze-
repet toltenek be. Lattuk, hogy a realisztikus feladatoknal sem csak arrol
van sz0, hogy ,,kijon-e a helyes végeredmény”. Olyan értelemben az au-
tentikus feladatoknak nincs is végeredménye, mint a széveges gyakorlo-
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feladatoknak. Van viszont egy megoldasi folyamat, amely szovegértésen,
kooperativ tanuldson, matematikai modellalkotason alapul, az adatok
hidnyanak vagy redundanciajanak eldontése pedig dontési helyzetek elé
allitja a tanulokat. Az also6 tagozatos kor végére gyakran meggydkerese-
dé matematikai meggy6zodések (pl. hogy minden feladatnak van egy
helyes megoldéasa) helyett a problémaérzékenység, a problémamegoldo
folyamat fazisainak tudatos ismerete és kontrollja fejlodhet.

A szdveges gyakorlofeladatokhoz és az altalanossagban vett realiszti-
kus feladatokhoz hasonloan az autentikus szoveges feladatok is lehetdsé-
get nyujtanak egy ,,forditott” feladatmegoldd stratégia alkalmazasara:
problémahelyzet és szoveg megalkotasa adott matematikai struktarahoz.
Fejleszto kisérletben mar 4. osztalyosoknal sikerrel alkalmaztuk példaul
azt a feladatot, amelyben a 100:8 osztashoz kellett olyan moédon feladat-
szdveget alkotni, hogy egyszer a maradék nélkiili osztds, masszor a ma-
radékos osztds, harmadszor a maradék, negyedszer pedig a maradékos
osztasnal kapott egészrésznél eggyel nagyobb egész szam legyen a fel-
adat megoldasa. Egy ilyen feladatkitizéssel nyilvanvaldan a kreativitast
és a matematikahoz kevéssé szorosan kothetd verbalis képességeket is
mérjik. Ez azonban nem kifogasolhatd, amennyiben vilagossa tessziik,
hogy a matematikai tudas autentikus problémahelyzetben torténd alkal-
mazasanak diagnosztizalasat végezziik.

Relaciok, fiiggvények

A realisztikus feladatok tipusanak legfobb jellemzdje, hogy a feladat-
megoldas folyamataban relevans szerephez jutnak a hétkoznapi életbdl
meritett tapasztalatok, esetenként konkrét ismeretek. Bizonyos feladatok
esetében azonban valoszinisithetd, hogy a megfelelé megoldashoz leg-
alabb a feladatmegoldas egy pontjan (tervezés, végrehajtas vagy ellendr-
zés fazisaban) szlikséges a hétkoznapi ismeretek és tapasztalatok aktiv
felhasznalasa. Mindez nem jelenti azt, hogy a feladat a tanul6é szamara
mindennapi helyzetet ir le, szamara kissé idegen, a ,,feln6tt” vilag korébe
tartoz6, de szamara is ismert szituacio is lehet. Ilyenek példaul a haztar-
tassal, siitéssel-fozéssel, utazassal, vasarlassal, takarékossaggal kapcso-
latos esetek, helyzetek.
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Mit jelent a tejesdobozon lathato 1,5%-o0s, 2,8%-0s, 3,6%-os felirat?

A turos pogacsaba sziikséges margarin és turomennyiség aranya 4:5.
Mennyi turot kell felhasznalnunk, ha 20 dkg margarint tesziink a tésztaba?
Van-e egyenes vagy forditott aranyossag az alabbi mennyiségparok ko-
zott?

— a négyzet oldalanak hossza és keriilete,

— a novekedd buza hossza és a névekedés idétartama,

—a 120 cm? oldalu négyzet oldalai,

— adott ut megtételéhez sziikséges ido,

— a vasarolt gyiimolcs tomege és dra.

Egy 24 cm magas gyertya egyenletesen égve 4 ora alatt ég le tovig. A gyer-
tya meggyujtdasa utan hany perc mulva lesz a gyertyacsonk 16 cm?

Egy téli napon mért homersékleti értékeket mutatja az alabbi grafikon.

T
(W(®)
— ™~
- N
5
N\
/
/
/ (Ora)
0 / 2 6 4
/
/
N\ /
~N—~

Mikor volt a leghidegebb? Mennyi volt a legmagasabb érték? Mely
iddszakban csékkent a homérséklet?

Csaba kirandult. Az elsé 3 oran dt egyenletesen haladt 4 km/h sebes-
seggel, majd pihent egy félorat. A pihend utan 2 orat ment 3 km/h se-
bességgel, akkor célba ért. Pihent masfél orat, majd 3 km/h sebesség-
gel pihenés nélkiil hazament.
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Abrdzold Csaba mozgdsdt derékszogii koordindta-rendszerben! Az dbra
alapjan valaszolj: Hany kilométert tett meg Csaba? Mennyi ideig volt
kirandulni? Hany kilométerre volt az elindulasi helyétil az elindulds-
tol szamitott 9. ora vegén?

A vonatkoz6 elméleti fejezetben ismertetettek szerint azt a matemati-
kai (szoveges) feladatot tekintjiik autentikusnak, amely a tanul6 szamara
valodinak tekinthetd, ¢életszerli feladathelyzetet ir le. A feladathelyzet
valodisaganak szemléltetése gyakran azt kivanja, hogy az egyéni, papir-
ceruza alapu értékelési metodologian tuli feladatkontextus jojjon létre:
hétkoznapi targyak, szovegrészletek, tablazatok, stb. a feladatszoveg
mellékletének tekinthetdk, és gyakran csoportmunkédban torténik a fel-
adatmegoldas.

Az autentikus feladatok esetében egy praktikus jellemzo lehet, hogy
a feladat megoldasa tanuléi kezdeményezést, tanuloi problémafelvetést
feltételez. Mindenképpen sziikséges, hogy a tanuld a problémat lefordit-
sa a sajat nyelvére, valamilyen ponton sajatjanak érezze, bele tudja ma-
gat ¢lni, képzelni az adott szituadcioba. Gyakran a feladat matematikai
tartalma ezaltal leegyszertisodik, a probléma megoldasanak kulcsa éppen
ennek a transzformacionak az elvégzése, a megfelelé megoldasi modell
megtalalasa.

Az emberi test tomegének kb. 65%-a viz. Hany kg vizet tartalmaz egy
80 kg tomegii ember szervezete? Es a te szervezeted?

Bagamsi. | rr1c. W Valoban igaz, hogy a kedvezmény
E ¢ a fagylaltra tobb mint 25%?

Az osztalyban a fiuk és a lanyok kiilon csoportban akadalyversenyen
vettek részt. A fiuk masfél ora alatt tettek meg két kilométert, a lanyok
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pedig 2 ora alatt hetet. Melyik csapat nyerte a gyorsasagi versenyt
a 18 km-es tavon?

Sziiloi értekezleten édesanyad éppen a te helyeden szeretne iilni. Készits
szamara olyan leirast, ,,térképet”, hogy biztosan megtaldlja a helyedet!

Az abran egy térkép részlete lat-
hato. Ami a térkeépen 1 cm, az a
valosagban 20 000-szer akkora.
Milyen tavolsagban van a temp-
lom a vasutallomastol?

Vasitsor

Az Osszetettebb, szokatlanabb feladatokban a tanulok gondolkodasat
részkérdésekkel, részfeladatokkal iranyithatjuk. A fejlesztés soran ez a
mod szolgal az egyes problémak részletesebb elemzésére, az 6sszefliggé-
sek, kapcsolatok felismerésére, a tobbféle megoldas megtalalasara. Az
értékelés soran viszont a divergens megoldasok gondot okozhatnak, ezért
érdemes valamennyire kijeldlni a gondolkodas utjat.

Egy telefontarsasagnal 80 Ft-ért két percig telefonalhatunk. Ha a be-
szélgetés tovabb tart, ujabb 80 Ft-ot szamlaznak ki, és igy tovabb,
minden megkezdett 2 perc utan. Hogyan fiigg a beszélgetés dija a be-
szélgetés idotartamatol? Keszits tablazatot, majd abrazold a percen-
kenti koltséget diagramon!

Szamitsd ki, mennyibe keriil egy 7 perces beszélgetés! Es egy 12 per-
ces? Keszitsd el a beszélgetés teljes koltsegét bemutato tablazatot és
diagramot!

Egy masik tarsasag masodperc alapu szamlazast végez. Ekkor egy
beszélgetés soran minden eltelt masodperc utan fizetiink 1 forintot.
Ennél a tarsasagnal kiilon szamitanak dijat a hivasokért is, egyenként
30 forintot.

Melyik tarsasag szolgaltatasat érdemes igénybe venni?
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Geometria

Konstrualasok
A témakor tananyagtartalma: ismerkedés a térelemekkel, azok kdlcsonos
helyzetével, a parhuzamossag, merdlegesség fogalmaval, a téglalap
(négyzet), a téglatest (kocka) tulajdonsdgaival, haloézataval, a sokszdgek
szemléletes fogalmaval, tulajdonsagaival, haromszogek, négyszogek tu-
lajdonsagaival, osztalyozasukkal.

Megismerik a tavolsag, a szog fogalmat és mérését. Adott tulajdonsa-
gu pontok keresése hozza el6 a szakaszfelez6 merdleges, a kor és a gdmb
fogalmat, szerkesztési feladatok megoldasat.

NEGYSZOGEK TULAJDONSAGALI

Robi bacsi a gyerekek homokozoja mellett egy 3,4 méter x 3,6 méteres
oldalhosszusagu, paralelogramma alaku teriiletet falapokkal szeretne
beboritani. Erre a célra egybevago szimmetrikus trapéz alaku hulla-
dek falapokat kapott az utcabeli asztalostol. A trapéz szarai 6 cm hosz-
szuak, a rovidebb alapja 14 cm-es, a hosszabb alapja 6 cm-rel nagyobb.
Sikeriil-e neki a trapézlapokkal lefedni a paralelogramma alaku részt?
Hany ilyen falapra van sziiksége?

Az autentikus feladatok ebben a témakdrben olyan tevékenységforma-
kat kovetelnek, amelyekben hangsulyt kap a tervezés, a folyamat nyo-
mon kovetése és tudatos ellendérzése, diszkusszioja.

Készits deltoid alaku papirsarkanyt! Szimmetriaatloja 60 cm, a masik
atloja 40 cm. Tervezd meg a sarkanyodat! Mérd meg, mennyi lécre,
mennyi papirra van sziikséged! (Az elkészitéshez sziikséged lesz ra-
gasztora, a roptetéshez madzagra is.)
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Kifestheted, diszitheted is a kész sarkanyt!
>y

7y

Meérések
A hosszlisag- és teriiletmérés alapozasa az also tagozat feladata. Az 5.
évfolyamon ismételiink és az eddig szerzett ismereteket kiegészitjiik a
téglalap és négyzet teriiletképletének, illetve a téglatest és a kocka térfo-
gatképletének megfogalmazasaval.

A hosszsag mérésével kapcsolatos feladatok kozott a realisztikus fel-
adatok a tanulok sajat tapasztalatait, esetleg alkalmi méréeszkozoket fel-
hasznal6é gondolatmeneteket kérnek.

TEGLALAP KERULETE, TERULETE

Nagymama a téglalap alaku konyhakert felébe sargarépat, Vs részébe
retket, a maradék teriiletre spenotot veteményez. A konyhakert egyik
oldala 5 m, a masik oldala 8 m.

Szamitsd ki, hany m? teriiletet foglal el a spendt a konyhakertbdl!

keriteni alacsony kis keritéssel.
Hany méter hosszu kerités kell?

Buksi kutya miatt a konyhakertet kéorbe kell #

TEGLATEST TERFOGATA, MERTEKVALTAS

A teraszunkon 6 téglatest alaku viraglada van.
Meéretiik: 100 cm x 30 cm x 40 cm.
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Hdany m? viragfoldre van sziikségiink, ha minden ladat sziniiltig toltink?

A viragféldet erds mitanyag zsakokban aruljak. Mi 50 literes zsdkok-
ban vettiink foldet.
Hany zsdkra van sziikségiink a ladak megtéltéséhez?

TERFOGATSZAMITAS, MERTEKEGYSEGVALTAS

2010. aprilis 20-an felrobbant egy brit tengeri olajfuro allomas kiter-
mel6 kutja a Mexikoi-6bolben. Egy hét alatt 795 ezer liter nyersolaj
omlott a tengerbe. A szétteriild olaj kb. 5000 km? feliiletet boritott be.
Ez a baleset sulyosan karositia a kornyezetet.

Szamold ki, hogy milyen vastagsagu az olajfolt, ha a beboritott teriile-
tet téglalap alakunak képzeljiik?

A gyermekek mindennapi élethelyzeteihez kapcsoldodo feladatokban
itt elsdsorban téglatestekkel, téglalapokkal kapcsolatos, aktiv tanul6i
tevékenységet feltételezd feladatok jelennek meg.

Az iskolaban minden gyereknek van egy cipésdoboza, abban tarolja a
rajzorara, matematikaorara sziikséges eszkozoket (festéket, ecseteket,
talkakat, térlérongyokat, vonalzot, korzot). A dobozokat egymasra kell
rakni, hogy elférjenek a polcon. Klari kitalalta, hogy mindenki ragasz-
sza be a dobozat tapétaval, mert ugy sokkal szebben mutatnak a pol-
con. Attila vallalta, hogy megvasarolja a sziikséges anyagot. A tapétat
10,05 méteres tekercsben aruljak, szélessége 0,53 m.
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A szamitas elott becsiild meg, hogy elég lesz-e minden dobozra ennyi
tapéta, ha az osztalyba 24 gyerek jar?
Egy cipésdoboz mérete: 10 cm x 20 cm x 30 cm.

Az iskolai mosdoban elromlott egy csap. A gyerekek megmérték, hogy
1 perc alatt mennyi viz megy karba. 60 csepp vizet gytijtottek egy me-
roedenybe 1 perc alatt. A kicsopogott viz vrtartalma 13 ml volt.

Szamitsd ki, hany liter viz csopog el 1 ora alatt, 1 nap alatt, 30 nap alatt!
Becsiild meg, hanyszor lehetne annyi vizzel zuhanyozni, amennyi 30
nap alatt karba vész! Szamitsd is ki! (Egy zuhanyozassal kb. 75 [ vizet
fogyasztunk el.)

A feladat altal diagnosztizalhat6 tudas- és készségelemek: egyenes
aranyossag, mértékvaltasok (ido, trtartalom egységei), szamolasi kész-
ség (szorzas, osztas), becsloképesség.

Keverj szet 1 milliliternyi étolajban egy kis pirospaprikat! Télts tele
vizzel egy 20 cm datmérdjii labast! Ontsd a megfestett olajat a viz tete-
jére, és figyeld az olajfolt terjedését! (A 20 cm atmeérdjii labas vizfelii-
lete kb. 314 cm?.)

Szamitsd ki, hogy milyen vastag rétegben fedi be a viz tetejét az 1 ml

olaj!
20 cm

Transzformaciok

Az egybevagosagi transzformaciok koziil a tengelyes tiikkrozést €s a ten-
gelyesen szimmetrikus alakzatokat (haromszogek, négyszogek) és szer-
kesztésiiket kell a tanuloknak ismerniiik.
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Feladatokban eldkeriil a nagyitas, kicsinyités, illetve konkrét felada-
tokban a hasonldsag aranya.

TENGELYES SZIMMETRIA

Zso6ka néni kedvenc hobbija a foltvarras. Karacsonyra mindenkinek ké-
szitett egy parnat, amit foltvarrassal diszitett. Valaszd ki a tengelyesen
szimmetrikus mintakat! Rajzold be a szimmetriatengelyeket!

ST
B

KICSINYITES, ARANY, TERULET

A rajz egy vizesarokkal kériilvett kozépkori var kicsinyitett alaprajzat
mutatja. Egy négyzetoldal a valosagban 10 méternek felel meg.

Hany négyzetméter alapteriiletii lehetett kériilbeliil a var? Szamitsd ki!

Tervezz négyzetracsos papirra tengelyesen szimmetrikus és tengelye-
sen nem szimmetrikus mintakat!

Hasonlosag, nagyitas, kicsinyités, arany

Az interneten olvastam, hogy Jakabszallason fel akarjak épiteni Ma-
gyarorszag kicsinyitett masat. Magyarkertnek fogjak elnevezni, és 93
ezer négyzetmétert foglal el. Ez nagyjabol 13 focipalyanyi foldteriilet.
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Nézz utana, hogy mennyi Magyarorszag teriilete!
Szamitsd ki, hogy hanyszor kisebb Magyarkert teriilete Magyarorszdag
teriileténél!

Az 1-4. évfolyamokon még kiilon geometriai részteriiletként szerepld
tajékozoddas teriiletet itt sem emeljiik ki. Egy olyan mintafeladatot muta-
tunk, amely ugyan egyrészrdl az also tagozatos, tajékozodassal kapcso-
latos értékelési kovetelmények kiterjesztéseként is folfoghatd, masrész-
r6l viszont a fliggvények, relaciok témakdrben az adatparok autentikus
folhasznalasanak kovetelményéhez is sorolhato.

Szdmozzatok meg az osztilyteremben a sorokat és az oszlopokat! Igy
minden székhez tartozik egy szampar, amelyben az elsé szam a sort,
a masodik az oszlopot jeloli.

Te hol iilsz?

Hol iil a padszomszédod?

Kiiil a (4, 4) széken?

Ird le a filk jelz6szdmait!

Ird le a masodik oszlopban il lanyok jelzészdmait!

Ird le a barna hajii gyerekek jelzészamait!

Ird le a kék szemii gyerekek jelzészamait!

Kombinatorika, valésziniiségszamitas, statisztika

A realisztikus feladatok tipusanak legfobb jellemzdje, hogy a feladat-
megoldas folyamataban relevans szerephez jutnak a hétkoznapi életbdl
meritett tapasztalatok, esetenként konkrét ismeretek, amelyekkel az
egyébként adathianyos feladat kiegészitend6. Ahogyan a bevezetd elmé-
leti fejezetben kifejtettiik, egy feladat 6nmagaban nem tekinthetd sem
realisztikusnak, sem pedig nem realisztikusnak; a hétkoznapi tapasztalat
felhasznalasanak jellege ugyanis egyénektdl és adott torténelmi-kultura-
lis kontextustol is fligg. Bizonyos feladatok esetében azonban valdszinii-
sithetd, hogy a megfelelé megoldashoz legaldbb a feladatmegoldas egy
pontjan (tervezés, végrehajtas vagy ellenérzés fazisaban) sziikséges a hét-
koznapi ismeretek €s tapasztalatok aktiv felhasznalasa. Megszokott rutin-
feladatokbol kiindulva példaul ugy juthatunk realisztikus feladatokhoz,
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ha a szereplokhoz, tevékenységekhez olyan jellemzdket kapcsolunk, ame-
lyek hatassal vannak a megoldés soran figyelembe veendd lehetdségekre.

A tantargyi tudas kovetelményei kozott bemutatott tipikus rutinfeladat
példaul a kdvetkezd modon alakithato at realisztikus feladatta:

Anna, Béla és Cili testvérek. Sziileik mindennap kétféle hazimunkat
biznak rajuk: levinni a szemetest és meglocsolni a viragokat. Készits
egy tervet, amely a harom testvér kozott igazsagosan megosztand a
hazimunkat! Hany nap mulva keriilne sorra ismét ugyanaz a két test-
ver, ugyanazzal a hazimunkaval?

Megszokott tipusfeladat a kombinatorika korében a zaszlok és térké-
pek lehetséges szinezéseinek dsszeszamlalasat kérd feladatok.

Trikolornak nevezziik az olyan zaszIot, amely harom, kiilonbozo szinii
savbol all, mint példaul a magyar vagy a francia zaszIo.

I I
I

A savok lehetnek vizszintesek vagy fiiggdlegesek. A piros, fehér és kék

szinek felhasznalasaval hanyféle trikolort készithetiink? Melyek ezek

koziil valodi nemzeti lobogok?

A realisztikus feladatok kozott egy jellegzetes osztalyt képeznek a ska-
tulyaelv alkalmazéasaval megoldhat6 problémak. Ebben a korosztalyban a
tanuloktol nem varjuk el altalanossagban a skatulyaelv ismeretét, ugyan-
akkor ismero6s, egyszeriien modellezhetd dolgok esetén elvarhato a sike-

res feladatmegoldas. Az alapelv intuitiv kialakitasanal a kisebb szamos-
sagok feldl haladhatunk a milliés szamkorokig.

Az osztalyban hét fiu van, és sorban egymas utan mindegyikiik dobott
egyet a dobokockaval. Igaz-e, hogy lesznek legalabb ketten kozottiik,

akik ugyanazt a szamot dobtak?

Az egyik osztalyban 20 tanulo van. Honnan tudjuk biztosan, hogy van-
nak koztiik olyanok, akik ugyanabban a honapban sziilettek?
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A kislabdadobas eredményeit méterre kerekitve irja fol a testneveld
tanar. Miért lehetiink biztosak abban, hogy az iskola 200 felsd tagoza-
tos tanuloja kozott vannak, akiknek egyforma eredményiik sziiletett
a kislabdadobasban?

A leir6 statisztika témakoréhez kapcsoldodoan is szamtalan Iehetdsé-
giink van a tanulok hétkoznapi tapasztalataihoz kdtheté matematikai mo-
dell keresésére.

Az autenticitas értelmezésében a bevezetd fejezetben ismertetett elvi
allasfoglalast kovetjiik: azt a matematikai (szoveges) feladatot tekintjiik
autentikusnak, amely a tanul6 szdmara valodinak tekinthetd, életszert
feladathelyzetet ir le. A feladathelyzet valodisaganak szemléltetése gyak-
ran azt kivanja, hogy az egyéni, papir-ceruza alapu értékelési metodolo-
gian tuli feladatkontextus j6jjon 1étre: hétkdznapi targyak, szovegrészle-
tek, tablazatok stb. a feladatszoveg mellékletének tekinthetok, és gyakran
csoportmunkaban torténik a feladatmegoldas. A papir-ceruza értékelési
modszer vagy akar az egyénre szabott on-line diagnosztikus értékelési
modszer alkalmazésa esetén az autentikus feladatok kiilsédleges jellem-
z0je a hosszabb, tipografiailag gyakran valtozatos vagy ujszeri feladat-
szoveg, belsd, problémamegoldasi szempontbol pedig gyakori jellemz6
az intranszparencia, vagyis az azonnal alkalmazhat6 és megoldashoz ve-
zetd eljaras hianya. A feladat autentikus jellege egy adott torténelmi-tar-
sadalmi kornyezetben, egy adott életkori kohorszba tartozo tanulok tobb-
ségét szem eldtt tartva hatarozhaté meg. Elképzelhetd, hogy egyes tanu-
1ok szamara (vagy éppen mas torténelmi-kulturalis helyzetben) egy au-
tentikus feladat rutinfeladattd valik, sét az is el6fordulhat, hogy egyes
tanulok vagy valamely torténelmi-tarsadalmi kontextus szempontjabol
egy autentikus feladat nem mindsiilne matematikai feladatnak, hanem pl.
a kritikai gondolkodas vagy valamilyen miiveltségeszmény értékeléséhez
kapcsolddna.

Az autentikus feladatok esetében egy praktikus jellemzo, hogy a fel-
adat megoldasa tanuldi kezdeményezést, tanuldi problémafelvetést felté-
telez. Ugy is fogalmazhatunk, hogy gyakran a tanuld feladata az, hogy
létrehozzon egy olyan matematikai feladatot az adott problématérben,
amely a matematikai tudas alacsonyabb szintii alkalmazasat igényli.
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A kombinatorika teriiletén az autentikus feladatok annak felismerését
varjak a tanulotol, hogy egy adott hétkdznapi probléma a lehetséges ese-
tek Osszeszamlalasa révén oldhatdé meg. Jellegzetes kérdéstipus lehet
a ,,Hanyféleképpen valaszthatok?” kezdetli problémasereg.

A korabban bemutatott egyik realisztikus feladat autentikus valtozata
a kovetkezOképpen nézhet ki:

Anna, Béla és Cili testvérek. Sziileik minden nap kétféle hazimunkat biz-
nak rajuk: levinni a szemetest és meglocsolni a viragokat. Készits egy
tervet, amely a harom testvér kozott igazsagosan megosztand a hdazimun-
kat! Milyen tovabbi adatokat gyiijtenél éssze a testvérekre és a hazi-
munkakra vonatkozoan, amely alapjan a legmegfelelobb munkabeosz-
tas készitheté? (Pl. életkor, a hazimunka nehézsége vagy idétartama.)

A valoszinliségszamitas teriiletén az autentikus feladatok a tanulok
hétkdznapi élményeihez kothetd tevékenységek leirasat tartalmazzak:
sorsolas, pénzfeldobas, sportjatékok, kartyajatékok. Jellegzetes autenti-
kusfeladat-tipus lehet a ,,Mikor van nagyobb esélyem?” kérdésfeltevésre
éplld problémasereg. A valoszinliségszamitashoz kothetd autentikus
feladatoknal gyakran nyelvi-logikai vagy jatékelméleti megfontolasok
vezetnek el a megoldashoz.

Karcsi és Peti olyan céltablara dobaljak a gumilabdat, amelynek
a kozepén egy 20 centiméter oldalu negyzet van. Ez a négyzet éppen
a kézepén van egy masik, 30 centiméter oldalu négyzetnek, aminek a
belso négyzeten kiviil esé része a céltabla kiilso részének szamit. Ke-
szits rajzot errol a kiilonos céltablarol! Az egyik versenyzonek a cél-
tabla belso négyzetét, a masiknak a céltabla kiilsé részet kell eltalal-
nia. Karcsi valaszthat, hogy a céltabla melyik része az ové.

Mit javasolsz neki?

A tanuldi valasznak tartalmaznia kell az eseményekhez tartozo teriilet-
szamitasi adatokat (ezek szerint a kiilsO rész a nagyobb). A feladat auten-
ticitasa megengedi ugyanakkor, hogy tovabbi kérdéseket tegyenek fol:
hogyan torténik a talalatok 6sszeszamlalasa — jar-e pontlevonas, ha rossz
tertiletrészen landol a labda? Igaz-e, hogy ha valaki megprobal eltalalni
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egy bizonyos pontot, akkor a dobasai varhatdéan a ponthoz kozelebb
gyakrabban fordulnak majd el6, mint a ponttol tdvolabb?

A statisztika teriiletén az autentikus feladatok azt varjak el a tanulok-
tol, hogy képesek legyenek megtervezni és kivitelezni valamilyen adat-
gyljtési folyamatot. Legyenek képesek kérdéseket megfogalmazni vala-
milyen tulajdonsag adatairdl, abrdzolni az adatokat megfeleld dbrazolasi
modszerrel: oszlop-, kor- vagy pontdiagramon.

Az amerikai NCTM standardok o6tlete alapjan fontoljuk meg a kdvet-
kez6 feladatot:

Hasonlitsd dssze, hogy melyik papirrepiil repiil messzebbre: az, amelyi-
ket puha féenymasolopapirbol keészitesz, vagy az, amelyiket ugyanolyan
meéretii kemény kartonpapirbol! Mindkét repiilot ugyanazzal a hajtoga-
tasi technikaval készitsd!

Ez a feladat az adatgyiijtési folyamat megtervezését igényli. Hany

dobast végezziink, hogy megalapozott eredményhez jussunk? Hol végez-
ziik a kisérletet? Milyen mérdeszkozzel és milyen pontossaggal mérjiik
a tavolsagokat? Hogyan abrazoljuk az adatokat? Mi alapjan hozzunk
dontést és adjunk valaszt a kérdésre?
Lathato, hogy az autentikus feladatok jellemz6i koziil (6nallod feladatki-
tizés, hétkdznapi tevékenységben gyodkerezd matematikai modellalkotas,
tobb lehetséges kimenet, kooperativ matematikai tevékenység) 1ényegé-
ben mindet feldleli az iménti feladat. Megjegyzendd, hogy az ilyen fel-
adatok iddigényesek, atlagos korilmények kozott a fél tanitdsi orat
igénybe vehetik. Ugyanakkor sok jel mutat arra, hogy amit a vamon
vesztiink, azt a réven megnyerhetjiik: az idéigényes autentikus feladatok
elsésorban a drill izii gyakorlofeladatoktol vehetik el az eréforrasokat.

271



A matematikatudas tartalmi teriiletei
a diagnosztikus értékelés szempontjabol

Az 1-2. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

Szamok

A szamfogalom kialakulasa szoros kapcsolatban dll az ,,ugyanannyi”
reldacioval. Els6sorban a parositassal kapcsolatos valtozatos tevékenysé-
gek — illeszkedve targyakhoz, képekhez, rajzokhoz, szavakhoz — segitik
a tobb, kevesebb, ugyanannyi fogalmak értését és a megfeleld szimbolu-
mok (<; >; =) meg- ¢s felismerését, helyes tartalommal valo feltoltését.
A sokféle tevékenység kapcsan fokozatosan meggy6z6dnek a diakok
arrol, ha két csoportban, halmazban ugyanannyi elem van, akkor azok
szamossaga megegyezik, azaz — ugyanaz a szam jellemzi dket, ugyanaz
a szam kapcsolodik hozzajuk — a benniik szerepld targyak, dolgok, é16-
1ények, stb. szama ugyanannyi darab. Ezen kapcsolat, sszetartozas biz-
tos értése, tudadsa a helyes szamfogalom kialakulasanak feltétele.

Rajzolj a fa ald 3 almat és 2 kortét!

s

A kovetkez6 feladatban a darabszamok 6sszehasonlitasa van a kozép-
pontban. A targyakat megszamlalhatja, parba rendezheti, csoportosithatja
a tanul6. Fontos a sok-sok konkrét tapasztalat biztositasa, a szamjelek
képekhez vald kapcsolasa, a szamkartyak hasznalata. A szamok (szam-
szimbolumok) irasa késébb kezdddhet.
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Feladat: A kis négyzetek melyik oldalan latsz tobb targyat? Ha dontot-
tél, ird a négyzetekbe a megfelelo jelet (<; >;=)!

B 8 8— 60— [ ] & @B e
EEEE | eeees
RN O e=eae

Feladat: Melyik szam a nagyobb? Tedd ki a < vagy > jelet a szamok
koze!

a)§ -2 91
b) 81 540

A szamfogalom kialakitasat a mérdszamokkal valo tapasztalati ismer-
kedeés is segiti. Az els6-masodik évfolyamon — folytatva az 6vodai eld-
készitést — okosan megtervezett és iranyitott jatékok sokasaganak (pl.
kockakkal val6 térkitoltés, kancsd vizzel, homokkal, babbal, btizaval,
borsdval valo kitdltése pohar segitségével, 0sszedntdgetések) eredménye,
hogy képessé valnak a tanuldk viszonyitasokra (példaul tobb, kevesebb,
hanyszor akkora), és a darabszam mellett a mérdszam helyes hasznalata-
ra. Olyan tapasztalatok tudatosulnak, mint példaul: (1) ugyanazon kancsé
megtdltéséhez kisebb poharral tobbszor, nagyobb poharral kevesebbszer
kell tolteni; (2) ugyanazt a hosszisagot nagyobb egységbdl kevesebb
darabbal, kisebb egységbdl tobb darabbal tudom kirakni; (3) ugyanazon
egységeket hasznalva a mérlegen a nehezebb targyakat tobb, a konnyebb
targyakat kevesebb egységgel tudom kiegyensulyozni. Ezen mérésekhez
az egységet szabadon valaszthatjuk, ¢s a hivatalos mértékegységeket is
valaszthatjuk anélkiil, hogy ismeretiiket megkdvetelnénk.

A konkrét tomegek Osszehasonlitasa soran alkalmazzuk a hagyoma-
nyos kétkara mérleget, mely az egyenléségeket, egyenlétlenségeket kitii-
nden szemlélteti. (Ez a tapasztalat olyan ¢lményeket, emlékeket hagy
a gyerekekben, melyre késébb, a mérlegelv tanitasa soran is épithetiink.)

A méréseknél a valtozatos egységvalasztas (pl. a szines rudak haszna-
lata) segiti a szamfogalom altalanosabb, biztosabb alapjanak kialakitasat.
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A sokféle mérési tapasztalat hozzajarul az aranyos valtozasok gondolata-
nak el6készitéséhez.

A gyerekek gyakran rendezik sorba jatékaikat. A figurdk sorrendje,
sorszama valtozhat. Ez a mozzanat magaban hordozza annak a tudatosu-
lasat, hogy a sorszam nem rogziil egy adott figurahoz, hanem attol fiigg,
hogy a figurakat hogyan sorakoztatjuk fel, ¢s honnan kezdjiik a megsza-
mozasukat. Megtapasztaljuk, hogy a figurak szama attol nem valtozik,
hogy milyen sorrendbe allitjuk vagy melyik iranybdl kezdjiikk megszam-
lalni azokat. Adott szamu figura sokféle konkrét sorrendezése, a figurak
helyének valtoztatasa, az elsé, masodik, harmadik... kifejezések gyakori
ismétlése hozzajarul a sorszam fogalmanak helyes kialakulasahoz, vala-
mint a szam, sorszam fogalmak kiilonbozoségének megértéséhez, tdmo-
gatja a szamegyenes fogalmanak el6készitését is (pl. sorszamok noveke-
désének, csokkenésének irdnya, szamszomszédok megkeresése).

A szamfogalom fejlettségének értékelése kiils6 szakemberek altal meg-
figyelhet6 jellemzok, tulajdonsagok tesztelésével torténik. A fejlesztd
értékelés alapfeltétele, hogy ismerjiik a megfeleld szintli tudas kialakula-
sanak, ¢s ebbdl kovetkezden a fejlodési nehézségek diagnosztizalasanak
lehetdségeit, folyamatat.

Az els6 évfolyam végéig legalabb 20-ig, a masodik évfolyam végéig
legalabb 100-ig meg kell ismerni a diakoknak a természetes szamokat. Ez
azt jelenti, hogy ebben a szdmkdrben ki kell alakitani a biztos szamfogal-
mat, meg kell ismerni, és jol kell alkalmazni az olvasés-iras folyaman a
szamszimbolumokat. A kovetelmények sora folytatodik: szamszomszédok,
paros vagy paratlan a szam, nagysag szerinti rendezés, egymashoz viszo-
nyitott helyzetiik (szdmegyenes), bontasuk tébbféleképpen (pl. tizesek és
egyesek Osszegére), kerekités tizesekre (készpénzes vasarlaskor a forint
alapti fizetés soran 5-re vagy 10-re).

Néhany példafeladat a szamfogalom fejlettségének diagnosztikus érté-
kelésére:

Huzd at az abran a szamjegyeket!
6 Z 9 F

4 12
M 3
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Huzd at az abran a szamjegyeket!

6 Z 9 F
+ p 12
M B 3

A negativ szamok (talalkozas iranyitott mennyiségekkel, pl. melegebb-
hidegebb; 8 6ra elétt, utan, télem jobbra, balra; stb.), a tortszamok (egész
egyenlo részekre darabolasa, hajtogatasa, stb.) tapasztalati megkozelité-
sére vonatkozo tevékenységek is szerepelnek mar ezen a két évfolya-
mon.

A nulla nemcsak mint szimbolum jelent nehézséget a kisiskolasoknak,
hanem a nullanak mint szdmnak a kezelése is nagy feladat. A nulla szdm-
jegy és szamnév Kkitiintetett jelentdségének illusztralasara szolgalnak a
kovetkez6 mintafeladatok:

a) Melyik szam a nagyobb? Karikdazd be!
9-2 5+1
b) Melyik szam a nagyobb? Karikdazd be!
9-2 6+0

E két évfolyamon a kiilonb6zo targyak, és az aprobb-nagyobb rajzos
figurak csoportositasaval, mely leggyakrabban tizesével torténik, a tizes-
szazas atlépések tudatositasaval mar elkezdjik a szamrendszer €s helyi-
értékrendszer fogalmi el6készitését is. Elvaras az elemi tajékozottsag
(konkrét szamok esetében) a tizes szamrendszerben, az egyes és tizes
fogalmanak ismerete.

Mdveletek
A zardjel 6sszekapcsold szerepét, értelmezését, hasznalatat is konkrét
feladatok (egyszert szoveges feladatok, 0sszeg, kiilonbség elvétele, illet-
ve szorzasa) alapjan tapasztaljak meg a tanulok.

Az elsd évfolyamon a szobeli szamolasi eljarasokat, az 6sszeadas és
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kivonas elvégzését készségszinten varjuk el a 20-as szamkdrben, az ered-
mények ellendrzésével egyiitt. A tanult szamok két szam Osszegére valo
bontésa, potlasok, és harom tag 0sszeadasanak ismerete elsében a gya-
korlottsag szintjén elvaras, a masodik évfolyamon mar a 100-as szam-
korben olyan alapelvaras, mely kiegésziil a ,,kis egyszeregy” biztonsagos
ismeretével. A ,kis egyszeregy” a szorzas ¢s bennfoglalas tablazatat je-
lenti a szdzas szdmkdrben.

Mig az els6é évfolyamon egyfajta gyakorlottsdgot szereznek a gyere-
kek a hianyos miiveletek, nyitott mondatok kiegészitése, allitasok igaz-
saganak ellendrzése teriiletén, addig a masodik évfolyamon mindezt ki-
egészitve, mar nemcsak igazza, hanem ,,nem igazza” is tesznek akar
kétvaltozos nyitott mondatokat is. Allitasokat fogalmaznak meg, s don-
tenek azok igazsagarol.

Algebra

Az elso két évfolyamon bevezetésre keriilo szimbolumokat, azok szobe-
li kifejezését és irasbeli jelolését a kiilonbozo osszefiiggésekben, kapceso-
latokban (pl. nyitott mondatok) az algebra eldkészitését szolgald elemi
szereploknek foghatjuk fel. Erre mutat példat a kdvetkez6 feladat is.

Valaszd ki a 20-ndl kisebb természetes szamok koziil azokat, melyek
igazza teszik az alabbi nyitott mondatokat!

13+ =18 Megoldas: [1=5
30+ A+ A<40 Megoldas: A =0,1,2,3,4

Az ilyen feladatokban ugyanazok a szimb6lumok ugyanazokat a sza-
mokat jeldlik, de kiillonb6z6 szimbolumok nemcesak kiilonb6zo szamokat
jelolhetnek.

Példaul: A + [/ = 6 nyitott mondatnak a [ ] =3, A = 3 szampar is
megoldasa.

Az algebrai szimbolumok iskolai alkalmazasanak jelentds terepét je-
lentik az olyan szdveges feladatok, amelyek egy vagy két szamtani mu-
velet elvégzésével megoldhatok, és amelyeknél a feladat megértését el-
sOsorban a felirt nyitott mondat igazolja.
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Az els6 évfolyamon az egyszeriibb szoveges feladatok két adat Gssze-
adasaval vagy kivonasaval megoldhatok. Az ilyen tipusu feladatoknal
nem fontos az ismeretlenre szimbolumot bevezetni. A szimbdélum beve-
zetésének akkor van jelentsége, ha a feladatban az Osszeg valamelyik
tagja, illetve a kisebbitendd vagy a kivonand6 valamelyike az ismeretlen.
A szimbdlumok jelentéstartalmat mar ezen egyszert feladatoknal is rog-
ziteni kell szoban vagy irasban.

Mar ebben a korban is adhatunk olyan egyszerli szoveges feladatot,
melynek koriiltekintd értelmezésével sok felesleges munkatol szabadul
meg a didk. Példaul a kdvetkezd feladat is ilyen.

Melyik az a szam, amely 17-nél nagyobb, de 13-nal kisebb?

Megoldas: Nincs ilyen szam. (Ha a szamegyenesen bejeldltetjiik a
részmegoldasokat, vilagosan latszik, hogy nincs a két feltételnek egy-
szerre megfeleld szam.)

Az ilyen tipust feladatok eldsegitik, hogy az azonnali miiveletkijeld-
lésre vagy valaszadésra torekvés helyett eldszor a feladat megértésére
keriiljon sor.

A tanult szamjelek, miveleti jelek, relacids jelek, ismeretlent jeld16
jelek, majd késObb a zardjelek segitségével torténd lejegyzés, modellal-
kotas komoly absztrakcié a kisdidk szamara. A tanulok altal felfedezett
Osszefiiggéseknek — és azok kozlési modszereinek — megvitatasa sokréti
gondolkodasi folyamatokat segit el6. Egy konkrét képet, szoveget, lat-
vanyt sok irdnybdl kozelithetiink meg, sokféle gondolatot valthat ki be-
I6liink, s a gondolataink lenyomata, rogzitése is sokféleképpen lehet jo.

Luci anyak napjara egy csokor mezei viragot adott a mamajanak. 15
pitypang virag, és ennél 10-zel tobb pipacs virag volt benne. Hany virdag-
bol allt ez a csokor?

Megoldas: 15 + (15 + 10) = A, A= 40; A csokorban 40 virag volt.

(A zarojel itt az Osszetartozast jelenti, de el is hagyhato.)

Fogalmazd meg szavakkal a kévetkezd szamfeladatot! Irj egy széveges

feladatot is hozza!
4x(65 Ft + 35 Ft) = /\ Ft
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Megoldas példaul: 4 4 tagu csaladunk reggelije fejenként egy 65 Ft-os
joghurt és egy 35 Ft-os sajttal szort pogacsa. Mennyibe keriil nalunk egy
csaladi reggeli?

A szdveges feladatok szimbolikus lejegyzése, a kiillonb6zé konkrét le-
jegyzésekhez kapcsolodo szovegalkotds, azaz az ,,oda-vissza Ut” sokszo-
ri és konkrét bejarasa mélyiti a fogalmak tartalmanak megértését, képes-
s¢ teszi a tanulokat egyszerli szoveges feladatok matematikai nyelven
valé megfogalmazasara, illetve a matematikai szimb6élumokhoz vald
adekvat, egyszerii szoveg alkotasara.

A szoveges feladatok egy jelentds része a nyitott mondatokhoz kap-
csolodik. Adott szoveg alapjan a nyitott mondat szobeli megfogalmazasa,
irasbeli lejegyzése, a benne szerepld ismeretlen(ek) konkretizalasa, azaz
konkrét elemekkel torténd behelyettesitése igazza vagy hamissa tehetik
az igy keletkezett allitast. A nyitott mondatok tobbségének értelmezési
tartomdnya a tanult szamhalmaz elemeire korlatozodik, de szamos mas
teriiletr6l, mondjuk a ndvény- vagy allatvilagbol, mesevilagbol is meg-
valaszthatok az alaphalmaz elemei.

A kovetkez6 feladatban tobbféle allat képét tartalmazo kartyakat ra-
kunk az asztalra. A kartyadkon egy haziallat vagy egy vadallat képe van.
A megoldas soran a kivalasztott kartyakat tevolegesen a keretbe kell
helyezni, s ezutan donteni kell az allitas igaz voltarol. Ez eldrevetiti an-
nak sziikségességét, hogy az alaphalmaz minden elemérdl el kell donte-
ni, megoldas-e vagy sem.

Az alabbi kartyak koziil valaszd ki azokat, melyek igazza teszik az
allitast!

A -be tett kartyan haziallat lathato.

=2 2 %,y
a b) C) d)@ e)
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A szamfeladatok megoldasa soran a zarojel felesleges hasznalatarol,
illetve az elhelyezésének az eredményt befolydsold szerepérdl gyiijthet-
nek tapasztalatot a tanulok. A zardjelek alkalmazasanak indokoltsagat a
szoveges feladatokhoz kapcsolododan is be kell mutatnunk.

Juli néni mindennap vesz 1 liter tejet 140 Ft-ért és 1 kg kenyeret 160
Ft-ért. Egy hét alatt mennyit kolt tejre és kenyérre egyiitt?

Megoldas: 7x(140 + 160) Ft = 2100 Ft. Juli néni 2100 Ft-ot kolt egy hét
alatt tejre és kenyérre.

Kati két éven keresztiil egy-egy tabla csokit vett a négy fiu unokatest-
vérének és a harom bardatndjének a sziiletésnapjukra. Ez alatt az ido
alatt hany tabla csokit vett, ha csak ezeknek a gyerekeknek vett tabla
csokit?

Karikazd be az alabbiak koziil a helyes megoldast ado miiveletsor
betiijelét!

@) 2+4+3  b) 2x(4+3) ) 2x4+3  d) 2x4+2x3 ) (3+4)x2
Megoldas: b), d), e).

A viélaszok helyességét a miveletsorok végeredményének kiszamita-
saval és az eredmény ,kiprobalgatasaval” fogjak ellendrizni a gyerekek.
Lesznek, akik kovetkeztetéssel szamoljak ki az eredményt, s megkeresik
ezen eredményt ado muveletsor(oka)t, és lesznek — valdsziniileg keve-
sebben — a végeredmény ismerete nélkiil is a j6 megoldast adé miivelet-
sorokat kivalasztd gyerekek.

Az els6 két évfolyamon valjanak képessé a tanulok allitasok megfogal-
mazasara egyszerl tevékenységhez, képhez, rajzhoz kapcsolédodan, tud-
janak donteni azok igazsagtartalmarol, legyenek képesek nyitott monda-
tokat kiegészitéssel igazza tenni, behelyettesitéssel lezarni.

A feladatmegoldo stratégiak fejlesztéséhez fontos, hogy kétiranyu
kapcsolat alakuljon ki a feladatban szereplé dolgok és viszonyok, vala-
mint a megoldashoz vezeté matematikai [épések kozott. Emiatt mar 1-2.
osztalyban képesnek kell lenniiik a tanuldknak arra, hogy adott matema-
tikai struktirahoz megtalaljak a megfelel6 szoveges (vagy rajzos) felada-
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tot. E két évfolyam végére tudjanak szamfeladatokat, nyitott mondatokat
kozosen is és 6nalléan is megfogalmazni sokféle tevékenység és egyszerii
szovegek alapjan. Mint fentebb lattuk, adott megoldasi lehetdségek ko-
ziil tudjak kivalasztani a szoveghez illo(ke)t, és forditva is, szamfeladat-
hoz, nyitott mondathoz tudjak a megadott szovegekbdl a helyeset kiva-
lasztani, illetve egyszert, vilagosan fogalmazott szovegeket alkotni.

Valaszd ki a megadott szovegek koziil az alabbi nyitott mondathoz il-
[Oket!

3+37+28+0 + [1=100

a) A tanyan ¢élé Bori néni ésszesen 100 baromfit nevel. Van hdarom
kakasa, 37 tyukja és 28 kacsdja és ugyanannyi libdja, mint pulykdja.
Hany libdja van Bori néninek?

b) Evike a diéfajuk alatt gyiijtigette a termést. Hétfon 3 szem diot,
kedden 37 szem diot, szerdan 28 szem diot, csiitortokon és pénteken
ugyanannyi szem diot, szombaton egész nap 100 szem diot gyiijtott.
Vasarnap nem dolgozott, csak megszamolta a szemeket. Hany szem
diot gyijtott a héten?

c) Kati néni az unokaja sziilinapi bulijara étféle siitemenyt siitott.
Zserbot, hokiflit, csokis golyokat, meggyes pitét és almas rétest. Min-
denbdl 50 darabot vagy 50 szeletet vitt a bulira. A buli végén megsza-
molta a maradék siiteményeket, és igy szolt: Eppen 100 siitemény ma-
radt. Ugy ldtom a csokis golyénak volt a legnagyobb sikere, csak 3
darab maradt beldle. Egyforman fogyott a pite és a rétes. Legkevésbé
a hokiflit szerették, 37 darabot hagytak meg beldle, és 28 szeletet nem
ettek meg a zserbobol sem. Hany szelet meggyes pite maradt meg?

Megoldas: 4 b) széveg nincs dsszhangban a nyitott mondattal.
A 2. osztaly végére a tanulok tudjak, hogy a szoveges feladatok meg-
oldasanak az elsd és legfontosabb 1épése a megértés. A megértést el0se-

giti a lejatszas, megjelenités, abrazolas, sziikség esetén az értelmes atfo-
galmazas; a megértést koveti a lejegyzés szamfeladattal vagy nyitott
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mondattal, sorozattal, tablazattal, ezutan johet a szamolas, szabalykere-
sés, majd az ellendrzés, az eredeti problémara valé vonatkoztatds, majd
az Osszevetés az adatokkal, valosaggal, el6zetes becsléssel, végiil a va-
lasz megfogalmazasa, lejegyzése. Az értékelés sordn a szoveges felada-
tok megoldasanak 1épéseit onalléan értékelhetd feladategységekre bont-
juk, ezzel lehetdvé tessziik, hogy esetleges szamolasi hibak ne tegyék
értéktelenné a feladatmegoldas tovabbi, elvileg helyes [épéseit.

Relaciok, fiiggvények

1-2. osztalyos korban a kovetkezd fejlesztési feladatok és értékelési ko-
vetelmények jelentkeznek a témakor fogalmi bazisaval kapcsolatban:
sorozatok folytatdsa és szabalykeresés targyakbdl, rajzos jelekbdl alld
sorozatok esetén. A tanuldoknak képesnek kell lenniiik adott szabaly alap-
jan sorozatokat generalni. A sorozatokat meghatarozo szabalyszeriiséget
tudniuk kell széban is megfogalmazni.

Adatparok és adatharmasok kozotti 6sszefliggések teriiletén 1-2. osz-
taly végére a kovetkezd kovetelmények fogalmazhatok meg. A tanulok
legyenek képesek két halmaz Gsszetartozo tagjai kozott a kapcsolatot
felismerni, és a felismert szabaly alapjan a hozzarendelést megvalositani.
A kornyezetiikbdl ismert targyak, személyek, szavak ¢és szdmok egyarant
szerepelhetnek a kapcsolatba hozand6 halmazok elemei kozott. Legye-
nek képesek a szamok ¢s mennyiségek kozotti kapcsolatokat nyillal je-
161ni. Legyenek képesek az dsszetartozo szamparokat tablazatba rendez-
ni, a tablazatba rendezett szamparok esetén pedig (,,gépjaték™) a szabalyt
felismerni és folytatni. Ebben a korosztalyban a szamparok kozotti 6sz-
szefliggéseket jelolo szabaly egyszert, linearis dsszefiiggést kifejezo sza-
baly lehet, vagy pedig a szamjegyek Osszegével, a szamok alaki tulaj-
donsagaival kapcsolatos. Legyenek képesek az Osszetartozo adatparral
megadott konkrét pontok dbrazolasara a Descartes-féle derékszogii koor-
dinata-rendszerben.

A szamharmasok kozotti dsszefliggések legtipikusabb eseteiben alap-
miuveleti szamolasban szerepld szamokrol és a miveletvégzés eredményé-
rol van sz6. Példaul egy elvégzett kivonas miiveletben harom szamadat
szerepel, amelyek helye a miiveleti jelekhez képest nem felcserélhetd. Az
igy Osszetartozd szamharmasokat gépjatékszer( tablazatba rendezhetjiik.
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A relaciok és fiiggvények témakor jellemzd feladattipusai kozott ta-
laljuk 1-2. osztalyban a sorozatok folytatasat, kiegészitését, amelyhez
a szabaly megallapitdsa tarsul.

A sorozatok elemei lehetnek

— egyszerll geometriai alakzatok, pl. D€ OO€OO@ ...

— szamok, pl. 1 3 5 7

— kiilonboz6 tartalmi teriiletekrol szarmazd szimbolumok,

pl. a a b

Masodik osztaly végére a tanuldoknak képesnek kell lenniiik felismerni
a hanyadossorozat szabalyat is a 100-as szamkor szorzotablajan beliil.

Az adatparok kozotti 0sszefliggésekre épiil6 feladatok jellemz6 forma-
ja a tablazatos elrendezés, ahol a szabaly felismerését kdovetden a tabla-
zat folytatasat varjuk el. Hasonléan a sorozatokhoz, az adatparok is le-
hetnek matematikai tartalmiak vagy mas szimbolumrendszerekhez ko-
tottek, a matematikai tartalmon beliil pedig jellemzden geometriai és
szamtani jelenségek fordulnak eld. Megjegyezziik, hogy a szovegesfel-
adat-jelleg itt is els6sorban abbdl adodik, hogy a feladatokban megfi-
gyelhetd szabalyok megfogalmazasa szobeli koriilirast igényel.

Folytasd a tablazat kitéltését!

O o <& )
[ ° * )
5 11 3 4 14
3 9 1
g t c
gy ty ly cs Zs

Az adatparok tablazatos elrendezésében 2. osztaly végére meg kell
jelennie olyan szimbolumoknak, amelyek egy-egy adatsort jeleznek (pl.
az egyik adatsor jele A, a masiké pedig O), és a szabalyt az absztrakt
jelek segitségével kell megfogalmazni.
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Mi lehet a szabaly a kdvetkez6 tablazatban? Mit kell tenniink a A
soraban 1évé szamokkal, hogy megkapjuk a [0 soraban az alattuk 1évé
szamot?

A | 3 | 4 | 6 | 7
O | 8 | 10 | 14 |

A tanulotol elvarhaté megoldas a kovetkezéképpen hangozhat: ,,A A
soraban 1év6 szamhoz hozzaadok egyet, majd ezt a szamot kettével meg-
szorozva megkapom a [ sordban 1évé szamot.” Vagy: ,,A A soraban
1év6 szam kétszeresét veszem, majd ehhez 2-t hozzdadva megkapom a O
soraban lévé szamot.”

Geometria

Az 1-2. évfolyamon a geometria tanitasanak legfobb eszkodze a cselekvo
tevékenység. A valtozatos tevékenységek soran megszerzett tapasztala-
tok, ismeretek megalapozzak az alsé tagozat, de a késobbi évek fogalmi
épitkezését is. Ebben az életkorban nyilvanvalo a térbeli alakzatokkal
valo tevékenykedés els6bbsége, hiszen a kézbefogas, megtapogatas, egy-
altalan a kézzel torténd érzékelés a kornyezd vilaggal valod ismerkedés
els6 élményei kozé tartozik. Ennek okan a geometriai kdvetelmények
egyik pillérét képezo konstrualasok a haromdimenzios (térbeli) formak-
kal kezdédnek. Az 6vodaskoru gyermek a jatékai koziil mar ki tudja
valasztani azt, amelyre rakérdezilink az altala sokszor hallott és megszo-
kott szavakkal (pl. Add ide nekem a piros kockat!). A szavak, nevek
ilyenkor még a konkrét targyhoz szorosan kotédé asszociacioként mi-
kddnek; a kocka fogalma mint absztrahalt fogalom csak tudatos iskolai
fejlesztés eredményeként jon 1étre. A fejlesztés lényege — kiilondsen az
alsé tagozaton — az aktiv €s tudatos tevékenykedés, a konkrét cselekvé-
sekhez kotédo felfedeztetés, a fogalmak (és szavak) kovetkezetes hasz-
nalata. Az 6vodabol érkezo gyermekek jogos igénye, elvarasa a jaték. Az
¢életkori sajatossagokat, a pszichologiai fejlédést, a mentalis fejlodést fi-
gyelembe vevd tankonyvek mindegyike kinal olyan jatékos tevékenysé-
geket, aprobb versenyeket, humoros feladvanyokat, amelyek az egészsé-
ges fejlesztéshez elengedhetetlenek.
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A geometridhoz kapcsolodd kovetelményeket 1ényegében négy nagy
csoportba rendezhetjiik: konstrualasok, transzforméaciodk, tadjékozodas és
meres.

Konstrualasok
A geometria e részterliletének kozéppontjaban térbeli, sikbeli alkotasok,
s ezek tulajdonsagainak vizsgalata 4ll.

Elsdsorban a szabadon, majd bizonyos feltételekhez kdtddo alkotasok,
alakzatok formai tulajdonsagait vizsgaljuk, megalapozzuk az erre épiild
fogalmak kialakulasat. A valtozatos, manipulativ szintli cselekvd tevé-
kenységek sorozata — vagasok, hajtogatasok, ragasztasok, attetszd papir-
ra torténd masolasok, szinezések, kirakasok, rajzolasok, kockakbol valod
épités ujabb kockak hozzatevéssel, elvételével — az elkésziilt alakzatok
tulajdonsagainak meg- és felismerése. Azonossagokat és kiilonbozosége-
ket vesznek észre, ezeket a gyermeki szokinccsel szavakba ontik. A tanu-
1ok képessé valnak alakzatok azonositasara, megkiilonboztetésére az
alakzatok képe, illetve geometriai tulajdonsagai alapjan; képesek az alak-
zatok szétvalogatdsara — egyszeri, konkrét feltételt megadva — a geomet-
riai tulajdonsagok alapjan.

Felismerik 6sszkép alapjan a kockat, téglatestet, négyzetet, téglalapot.
Fokozatosan fejlodik a geometriai szimboélumrendszer tartalommal vald
megtoltése, az 0sszefliggések megértése.

Nevezd meg a képeken lathato alakzatokat!

Altalaban a masodik évfolyamon keriil sor a testek és sikidomok (itt
kiemeltebb szerep jut a négyzeteknek, téglalapoknak) jellemzdinek ala-
posabb vizsgalatara, ahol a gorbe vonal, egyenes vonal, bezar6do (zart)
vonal, cstcs, lap és ¢l fogalmak ért6 hasznalata, s6t adott esetben szam-
szerii meghatarozasa segit az alakzatok jellemzésében. Az alakzatok ala-
pos megfigyelését kovetden, egyszerlibb esetekben, megadott alaprajzok-
ra kiilonbo6zo testeket épithetiink, s a jol készitett arnyképekbdl (vetiile-
tekbol) megprobalhatunk alakzatokat rekonstrudlni.
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1. Tegyétek kiilon csoportba az eléttetek lévo kartyak koziil azokat,

amelyeken kort lattok!

2. Rakjatok kiilon csoportba a betiikartyak koziil azokat, melyeken a

betiik csak egyenes vonalakbol allnak!

3. Vegyétek eld a szines rudakat tartalmazo dobozt. Tegyétek a padon

kozépre a piros rudat, aldja a nala kisebbeket! (Mivel a doboz minden

szinbdl t6bb rudat tartalmazhat, adhatunk még egy utasitast: , Elég

egy szinbol csak egy darab rudat kirakni.”)

4. Epitsetek a szines rudak felhaszndlasdval diszes keritést! Egy négy-

tornyu varat! Stb.

5. Epitsétek meg ti is az asztalon lathaté testet szines rudakbol! (Koc-
ka, téglatest vagy ezekbdl épitett egyszerii alakzatokat rakjunk ki
eldszor.)

Valasszunk olyan feladatokat is, melyek vidam, jatékos hangulatot
teremthetnek, de sokféle fejlesztést szolgalnak.

1. A lapon lathato nagy kort egészitsétek ki szabadon ugy, hogy egy
nyuszifejet lassunk! Szinezzétek is ki! (A szemmel torténd ellendr-
zést kovetden megdicsérjiik az otleteket.)

2. A kort csak haromszégekkel egészithetitek ki ugy, hogy a végén egy
cicafejet lassunk.

3. Az elottetek 1évo lapon kérdket lattok. Egészitsétek ki a korok mind-
egyikét szabadon!

A munka végén tlizzlik a nagy tablara a raj-

zokat, és beszéljiink azokrol:
— Mi a koz0os, mi a kiilonboz6 a rajzokon?

— Hany képen van allatfigura?
— Ki mit rajzolt az els6 sor masodik koré-
re? Es a harmadik sor els6 korére?
— Tegyenek fel kérdéseket a kis kiallitas-
\ / sal kapcsolatban.
— Mondjanak igaz €s hamis allitasokat,
véleményt a rajzokrol.
— Melyek tetszenek a legjobban? Miért?
— Probaljak kitalalni, hogy melyik rajz mit

abrazol.

%
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A fentihez hasonl6 tevékenységek, konstrualasok, megfigyelések ké-
pessé teszik a tanulokat arra, hogy 6k is megfogalmazzanak révid széve-
ges feladatokat, értelmes kérdéseket. Akar ugyanazt a geometriai tartal-
mat tobbféle ,,szovegruhaba” is oltdztethetik.

Jol szervezett munkaval egyszerre tobb teriileten is fejlddnek a gyere-
kek. Eléfordulhat azonban, hogy nincs parhuzamban az értelmi és verba-
lis képességiik fejlddése. Azt gondolhatjuk, azért nem valaszol a gyer-
mek, mert nem tudja a valaszt, pedig csak nem elég gyors a fogalmazas-
ban, nem elég bo a szokincse, nem talalja a megfeleld szavakat a valasz-
hoz. A matematika és ezen beliil a geometria szoveges feladatai — legye-
nek azok akar csak néhany szoval kifejezhetdé gondolatok — hatékony
eszkdzei az értd, értelmez0 olvasas, a szovegértés, szovegalkotas fejlesz-
tésének.

A megfelelé dnbizalom ¢és a fejlesztd nyelvi kornyezet kialakitasaval
képessé valnak a gyerekek a matematikai szokincs helyes alkalmazasara,
a pontos €s valasztékos szobeli megfogalmazasokra.

Készitsd el az alabbi két épitményt a szinesrud-készlet fehér kiskockda-
ibol vagy akar kockacukrokbol! Alaprajzukat itt lathatod.

3121 1123
212101 213
1111 3

A szamok azt mutatjak, hogy hany kiskockat kell egymads tetejére tenni.

A kovetkezo feladathoz sziikséges eszk0z: egy szamegyenes, melyen
0-t6l 30-ig jelolve vannak az egészek.

Egy bolha a szamegyenes 12-vel jelolt pontjan pihen. Majd hirtelen
ugralni kezd. El6szor jobbra ugrik 7 egységet, majd tovabb jobbra 5
egységet, innen balra 23 egységet, majd ismét jobbra 10 egységet, végiil
balra 3 egységet. Hany egységnyire van az indulas helyétol?

|

%
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Csoportos feladat lehet az alabbi:

Négy gyerek az asztal négy oldaléara 1il. Az asztalon kiteritett csoma-
golopapiron egy kozos épitményt konstrualnak a csomagoldpapiron meg-
adott feltételek szerint. Az épités kockacukrokbol, fehér rudakbol torténhet.

Csomagolopapirra 6t nagy és egybevagd négyzetbdl keresztformat
rajzolunk. A kozépsé négyzet iires marad, a négy ,,kilogd” négyzetre
egyszeru elrendezésben kisebb, egybevagd négyzetlapokat rajzolunk,
példaul az alabbi abrak szerint.

Megalkothato-e olyan épitmény, amelyet négy kiilonb6z6 iranybol
nézve éppen a kis fekete négyzetek altal mutatott abrat lathatjuk?

Megoldas:

1. Ahol csak egy-egy kis fekete négyzet van a négy nagyobb négyzet
mindegyikére rajzolva, ott az épitmény egyetlen kocka, kozépen jol
elhelyezve.

2. Ahol mind a négy vetiilet két négyzet egymas mellett, ott mar t6bb-
féle alakzat megépitése is jo megoldast ad. A két kocka atlos elhe-
lyezésetol a 3 vagy 4 kocka jo elhelyezése is megoldas.

A gyerekek altalaban négy kockat tesznek kozépre, ilyenkor javasol-
juk, hogy probaljanak elvenni azokbdl tigy, hogy oldalnézetiik ne valtoz-
zon.

Mar ebben a korban is adhat6 olyan feladat, melynek tobb jo megol-
dasa van, ¢és a tanuldoknak képessé kell valniuk az 0sszes j6 megoldas
megkeresésére. Itt mindig az életkornak megfeleld, egyszeri feladatokra
gondolunk.

A masodik évfolyamon a geometriai tevékenység kiterjed a kiilonb6zd
sikbeli alakzatok cérnaval, zsinorral vald korbekeritésére, siklapok kii-
16nb6z6 egységekkel vald teljes (hézagmentes és egyrétil) lefedésére.
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Ezek a tevékenységek a keriilet, teriilet fogalmanak tapasztalati elokészi-
tését szolgaljak.

Ilyen lefedések az alabbiak is:
| | ‘ |
| [ |

- I

Transzformaciok

A transzformaciok kozé a kiilonbozo alakzatok mozgatasahoz (tiikkrozés,
eltolas, forgatas) és ezek iranyanak a tudatositasdhoz kapcsolodé teveé-
kenységek tartoznak.

A két- és haromdimenzios alakzatok mozgatasa, kiillonb6z6 racsokon
torténd elmozditas soran megfigyeljiik, hogy megvaltoznak-e egymashoz
képest az eredeti és az Gjonnan keletkezett alakzat tulajdonsdgai? Van-
nak-e 6roklodé formai vagy méretbeli tulajdonsagok? Példaul egy négy-
zetracson két oldalszomszédos négyzetet korberajzolunk, ezt &tmasoljuk
egy masik papirra, precizen kivagjuk, és a kapott téglalapot mozgatjuk
ugy, hogy kijeloliink egy irdnyt két racspont iranyitott dsszekotésével, s
ebben az iranyban toljuk el a kivagott téglalapot valamennyivel. Vagy
szivoszalhoz ragasztjuk a téglalapot, és kijeloliink egy racspontot, amely
kortl elforgatjuk a téglalapot, vagy két racspontot 6sszekotd egyenes men-
tén meghajtjuk a lapot, és bejeldljiik a téglalap tiikorképének a helyét.

A geometriai transzformacids feladatok fejlesztik az alkotd fantaziat,
a kreativitast, az otletességet, esztétikai érzéket. Tiikrozésekkel, eltolas-
sal gyonyori sormintakat tudunk eléallitani. A tanulok ebben az életkor-
ban mar képesek a tiikorkép és az eltolt kép megkiilonboztetésére az
0sszkép alapjan. Igen egyszerl a kisméretli fehér papirszalvétak pontos
Osszehajtogatasat kovetd bevagdosasokkal, kivagasokkal szép mintakat
alkotni. Példaul kétszeri 6sszehajtas utan az egyik sarkat vagjuk le, nyis-
suk ki, hogy lassak a gyerekek a kapott mintat. Biztassuk 6ket kiilonféle
mintazatok eldallitdsara. Ha tobb, egyiitt meghajtott szalvétat vagunk
meg, akkor ezekbdl periodikusan valtozo (pl. a periddus 5 elemil) soro-
zatokat tlizhetiink fel a tablara, és szamtalan kérdést tehetiink fel, sok kis
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szoveges feladatot fogalmazhatunk meg a szép latvannyal kapcsolatban.
(A fekete szinl rész a hidnyzo papirt jeldli.)

enn+0enn+0e

1. Melyik minta esetén hianyzik a legtobb papir az eredeti papirszal-
vétabol?

2. Hany lyuk van az 5. papirszalvétan?

3. Azonos vagy kiilonbézé mintdzatii a 3. és a 7. szalvéta? Es a 3. és
a 8. szalvéta?

4. Ha ugyanugy folytatnank a mintakat és a kirakast, a 20., 30. és
a 100. helyen milyen mintdju szalvéta dallna?

Tajékozodas
A helyzetviszonyok kifejezésével, iranyok megmutatasaval, adatokkal
jellemzett helyek megkeresésével jelentdsen hozzajarulunk a tanuldk
térszemléletének fejlesztéséhez, a térben és a sikban valo helyes eligazo-
dasi képesség fejlesztéséhez. A szamegyenes, majd a késdbb megjelend
koordinata-rendszer fogalmanak elemi tapasztalati szintli elokészitését
(elhelyezkedések viszonyitasaval, kezdve az eldre, hatra, alatt, f616tt, mel-
lett, mogott, messzebb, kozelebb, a kettd kozott, téle kettdvel jobbra,
harommal balra, aztan csak szamokkal kifejezve a viszonyokat stb.) e té-
mahoz kapcsolodo tevékenységek sora segiti.

Az alabbi példaban mindenkinél van kockas papir, melyen a racsvona-
lak iranyéaban jelolve van a négy égtaj:

Egy négyzetracsos lap valamelyik rdacspontjabol kelet felé indulok.
Mindig racsvonalon haladok, s racspontndl fordulok. A fordulas min-
dig balra torténik. Egy négyzetoldal a hosszegység. A megtett utsza-
kaszok hossza sorrendben a kovetkezo: 2, 3, 1, 2, 5, 4, 3, 5.

Rajzold le az utamat!

Az ut kezdd- s végpontja hany egységnyi
tavolsagra van egymdastol?

Megoldas: 3 egységnyi tavolsagra van
egymastol az Ut kezdo- és végpontja.
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Mérések
A mérések részteriileten a mérheté geometriai tulajdonsagok vizsgalatara
vonatkoz¢ tevékenységekrol, kovetelményekrdl van szo.

A térbeli és sikbeli alakzatok jellemz06i koz¢é — a formai tulajdonsagok
mellé — bekeriilnek a szamszeriisithetd, mennyiségi jellemzok is. Ez a te-
vékenység- és kovetelménycsoport a matematika mas teriileteihez is kot-
hetd, példaul hozzajarul a szam- és muveletfogalom kialakitdsahoz, meg-
erésitéséhez. A hosszusag, keriilet, teriilet, tomeg, trtartalom, idé mérése
sokféle alkalmilag valasztott és néhany szabvany egységgel (pl. méter,
kilogramm, liter), az idétartam az o6ra, nap, hét helyes alkalmazasaval tor-
ténjen sokféle szituacioba dgyazva. A jol megtervezett tevékenységek
soran szerzett tapasztalasok lehetové teszik az egység, mennyiség, méro-
szam kapcsolatanak felfedezését, az aranyos valtozasok tapasztalati eld-
készitését. Az 1-2. évfolyam vegere elvarhato hogy a tanulo jartas legyen
az alkalmi mértekegységekkel torténd gyakorlati mérésekben, a tanult
szabvanymértékegysegek ismeretében, gyakorlati hasznalataban.

frd be a hianyzé szamokat a pontozott helyre!

ldm=... cm 6cm~+2dm=... cm
3em+1dm=.... cm 2dm—15cem = ... cm
2dm—7cm = ... cm .cm+ 1dm=12cm

A fenti négy téma tanitasa rendkiviil eszkdzigényes. A kdvetelmények
teljesiilésének vizsgalata soran is sziikkség van az irasos tesztelési mod-
szereken tullépd manipulativ és mozgasos feladatok alkalmazasara, gya-
korlati megoldasuk, kivitelezésiik értékelésére.

A geometriai fogalmak kialakitdsara és alkalmazasara szamos lehetd-
ség kinalkozik a tanorakon kiviil is. Ezek olyan aprébb feladatok, kis
projektek, melyek hosszabb-rovidebb hataridok mellett akar csaladi, ba-
rati egyiittmiikddéssel is megvalosithatok, és amelyek a geometriai tudas
gyarapitasa mellett lehetdséget biztositanak az egymas kozti munkameg-
osztasnak, a kozos siker élményének, a szocialis kompetencia egyéb
komponensei fejlesztésének.

A mérések teriiletén fontos fejlesztéseket végezhetiink azzal, hogy a
gyerekek kezébe adjuk a méterrudat, a mérészalagot, az irmértékeket, a két-
kara mérleget a megfeleld sulyokkal, és sok mérést végeztetiink veliik.
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Készithetiink példaul zacskokat, melybe majd homokot, kavicsot, babot,
kukoricat, buzat, aprd gyliimoélesoket, az uzsonnat is beletehetjiik, hogy
Osszehasonlitsuk, megmérjiik a tomegiiket. Az egység sok minden lehet.
Meérjiik meg az egyes tevékenységek elvégzéséhez sziikséges idot is.
A korlapos, 1-tdl 12-ig szamokkal és jol megkiilonboztetheté mutatokkal
ellatott 6ra hasznalatat javasoljuk.

Elvaras a szabvanymértékegységek (m, dm, cm, kg, dkg; 1, dl; ora,
perc, nap, hét, honap, év) gyakorlati ismerete, hasznalata konkrét felada-
tokban. Ez nem zarja ki az alkalmi mértékegységek hasznalatat.

Példafeladatok:

1. A karacsonyi ajandékok csomagoldasahoz vasarolt szalagokat Kati
megmeérte. Aranysziniibol 15 méter, eziistsziniibél 100 deciméter,
z6ld szintibol 250 centiméter volt. Kati még vett piros szalagot, igy
éppen meglett a csomagolashoz sziikséges 35 méternyi szalag. Hany
deciméter hosszu a piros szalag?

2. Az erdei tisztasra érve a mama egy nagy flakon gyiimélcslevet vett
elo. Mind az éten ittak ket teli poharral beldle, és ezzel kitiriilt a
flakon. Csak ezutan vették észre, hogy Daninak a poharaba kétszer
annyi gytimolcslé fért, mint a tobbi négy csaladtag kisebb, egyforma
méretii pohardaba. Hany kisebb pohar gyiimoleslé volt a flakonban?

3. Mérjétek meg a két fa tavolsagat tobbféle hosszegységgel! Jegyez-
zétek le a merdszamot és a meértékegységet. A tapasztaltak alapjan
tegyétek igazza a kévetkezé nyitott mondatot: Minél kisebb egység-
gel mérem meg ugyanazt a tavolsagot, anndl nagyobb lesz a

4. Tobb azonos méretii miianyag dobozt rakjunk tele kiilonbozo anya-
gokkal. Az egyikben homok, a masikban kavics, szogek, lencse, liszt
sth. lehet. Egy kétkaru mérleg segitségével hasonlitsuk dssze a to-
megiiket, és rakjuk tomegiik szerint névekvo sorrendbe a dobozokat.
Lejegyezve a sorrendet, szabvany mértékegységekkel tortené mére-
sekkel ellendrizziik azok helyességét!

A mérések soran sokszor kérdezziik meg: Mit mértetek? Mivel mérte-
tek? Meg tudnad mutatni a két kezeddel, hogy milyen hosszu lehet az
1 méter? A 3 deciméter? Es az 5 cm? Tennél a papir-tanyéromra egy fél
kilonyi kavicsot? Es erre 30 dekagramm homokot? Stb. Es egyiitt ellen-
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Orizziink le minden becslést méréssel, beszéljiik meg a tapasztaltakat.
Ezzel elérhetd, hogy a tanulok becsloképessége fejlodjon, képessé valja-
nak a kiilonb6z6 nagysagli mértékek kapcsolatanak felismerésére.

A mérés lényege az 0sszehasonlitas. Hogy mikor, mit és mivel hason-
litunk Ossze, az eleinte szinte mindegy. Példaul hossziusag méréséhez
hasznalhatunk egy darab madzagot, egy lécet, a tanuldk 1épéshosszat,
kifeszitett tenyeriink két ujjhegyének tavolsagat, stb. Térfogatmérésnél
egy bogrényi vagy papirpoharnyi vizet, homokot, babot stb. Ezeket az
ugynevezett alkalmi mértékegységeket a tanuldkkal egyiitt valasszuk
meg, s az adott feladatban kovetkezetesen hasznaljuk.

Szervezziink 5-10 mérésbol allo versenyt. A mérést megelézden be-
csiiljiik meg a varhato eredményt. Az eldre elkészitett lapokon a négy-
oszlopos tablazat els6 oszlopaban legyen a mérési feladat, mellette a
becsiilt eredmény, melyet rendre beirnak a gyerekek, majd a harmadik
oszlopba a konkrétan mért érték, a 4. oszlopba a becsiilt és mért érték
kiilonbsége keriiljon. Minél tobbszor csinalunk ilyen feladatot, annal
nagyobb a valdszinlisége, hogy kicsik lesznek az eltérések a becsiilt és
mért eredmény kozott.

1. Valaszd ki az oda nem ill6t!
a) cm m kg dm
b) perc év honap dm ora

2. Barkochbazzunk!

Példaul: A gyerekek elott ott vannak a logikai lapok vagy kiilonbozo
alakzatokat abrazolo kartyak, és egyvalaki gondol az egyikre, a tobbi-
ek a tulajdonsagokkal (pl. lyukas, nem haromszog, piros, nem kicsi,
van csucsa) kérdeznek; a valasz csak igen vagy nem lehet. Egy-egy
valasz utan mindenki maga ,,sziiri meg” a lapjait, azaz csak azokat a
lapokat tartja meg, melyek még megoldasként szoba johetnek. Gyoz,
aki elscként eltalalja a megfeleld alakzatot.
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5. Részletes tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez

Kombinatorika, valésziniiségszamitas, statisztika

A kombinatorikus gondolkodasmodd fejlesztése soran altalaban a kovet-
kez6 fokozatokat tartjak szem el6tt a tanitok:

a) Adott feltételnek megfeleld egy vagy néhany eset eldallitasa.

b) Minél tobb eset eldallitasa az adott feltétel szerint.

c) Az Osszes eset keresése, a talalt esetek rendezése és a rendszerben
talalt hianyok potlasa.

d) Adott feltételhez tartozo esetek megkereséséhez rendszer kiépitése.

A felsorolt négy kovetelmény koziil az a) és b) jeli az induktiv gon-
dolkodas fejlesztésének eszkoze lehet. A diszciplinaris értelemben vett
matematikai tudas értékelése soran elsésorban c¢) és d) tipusu kovetelmé-
nyeket fogalmazhatunk meg.

Matematikai tesztek tipikus feladata a kovetkezo:

Hdny kétjegyii szamot tudsz alkotni ezekbdl a szamkartydkbol? Allitsd
eld az osszeset!

Nyilvanvald, hogy egyik szamkartyan szerepld szam sem tolti be azt a
szerepet, mint amit a hagyomanyos szoveges feladatoknal megszoktunk,
hiszen itt a 3, 4, 6, 2 szamokkal nem kell semmilyen szamtani miiveletet
végeznilik, mégis eljuthatnak a megoldashoz.

A feladat egy ekvivalens megfogalmazasa:

Hany monogramot lehet alkotni ezekbdl a betiikartyakbol?

A B C D

A szoveges feladatok megoldasahoz is segitséget kell adnunk tanitva-
nyainknak, hogy megtalaljak a feladatot jol leiré modellt.
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A kombinatorika témakoréhez kapcsolddo, am a rendszerezési képes-
séget méro feladatra a kdvetkezd példat adjuk:

Tréfas Ferko dsszekeverte a magneses betiiket a ,,2. a osztaly”
feliratban.

Ez lett beldle:

Hany betii van rossz helyen?

A kovetkez6 feladat kapcsan megmutatjuk, hogy kiilonféle megoldasi
stratégiak egyarant elvezethetnek a megoldashoz. A manipulativ, képi és
fogalmi szintli megoldasi lehetoségek egymassal egyenértékli felhaszna-
lasa erdsiti a kapcsolatot a hétkdznapi jelenségek és a matematikai fogal-
mak kozott.

Anna, Béla és Cili futoversenyt rendeztek. Egymastol kiilonbozo ido-
pontokban értek célba. Hanyféleképpen érhettek célba?

Egy lehetséges megoldasa a feladatnak, hogy a tanité kihiv 3 gyereket
az osztaly elé. A helylikon iil6 gyerekek iranyitjak a kinn allokat. Megal-
lapitjak a lehetséges sorrendeket. Mivel nehéz fejben tartani a mar szam-
ba vett eseteket, természetesen adodik, hogy a problémat modelleznitlik
kell. Példaul ugy, hogy felirjak a neveket cédulakra (egy nevet tobb cé-
dulara is), és ezek rakosgatasaval oldjak meg a feladatukat. Nyilvanva-
loan ilyen tevékenységet nem végezhetnek irasbeli teszteken.

Az értékelés soran megfogalmazott feladatoknal is ligyelni kell arra,
hogy megmutassunk egy jé modellt, melynek segitségével a feladat ért-
hetobbé valik. Lehetséges, hogy elkezdjiik az esetek felirdsat, majd ezt a
gyerekeknek folytatni kell. Ezaltal a feladat tulajdonképpen az esetek
koziil minél tobb felirasara korlatozodik, melyben a szemponttartas valik
hangsulyossa.

Anna, Béla és Cili futoversenyt rendeztek. Egymastol kiilonbozo ido-
pontokban értek célba. Hanyféleképpen érhettek célba?
Folytasd a lehetéségek felirasat!

A.B.C; A.C.B; B.A.C; ; ;
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5. Részletes tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez

A masik lehetéség, hogy megadunk egy rendszert (példaul egy tabla-
zatot), melynek segitségével a feladat attekinthetdbb.

Anna, Béla és Cili futoversenyt rendeztek. Egymastol kiilonbozo ido-
pontokban értek célba. Hanyféleképpen érhettek célba?
Folytasd a lehetdségek felirasat!

A
2. B
3. C

Az adott feltételhez tartozd Osszes eset megkereséséhez vezetd rend-
szer kiépitésére is tesznek eldkésziileteket mar ebben a szakaszban is.
P¢ldaul 3 elem lehetséges sorba rendezéseit vizsgdlva a tandran mar
megfigyelték, hogy hanyféleképpen szinezhetd a haromcsikos zaszl6 pi-
ros, fehér és zold szineket hasznalva. Ujabb példak:

1. Hanyféleképpen rakhato ki a lila szines rud, kiilonbozé rudakat
hasznalva?

2. Harom hangbol allo dallamokat készitettem. Mi hianyzik a sorbol?
d6-mi-szo mi-d6-szo sz6-mi-do
do-szo-mi mi-szo-do

Nehezebbé akkor valik a feladat, ha ndveljiik az informacios zajt.
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3. Mi lehet a ,,vers” utolso sora?
Tirim taram turum
Tirim turum taram
Taram turum tirim

Taram tirim turum
Turum tirim taram

A zaszloszinezés és a fenti harom feladat szerkezete azonos, de a tar-
talmuk nagyon kiilonb6z0. A szerkezet azonban ebben az ¢életkorban csak
kevesek szamara valik fontossa, ezért jelent uj kihivast ugyanannak a
problémanak mas megfogalmazasa.

A valosziniiség témakorében az alapozoé években a biztos és a nem
biztos elkiilonitése valik fontossa. Sok-sok tapasztalat el6zi meg a fel-
adatlapon megfogalmazott feladatokat.

Piros, sarga és kék Lego-elemekbdl ezeket a tornyokat épitettem. Egyet
kivalasztottam, és allitasokat mondtam a kivalasztott toronyrol. Dontsd
el, hogy biztosan igaz-e az allitas!

nn

=f=

on

Biztos igaz

Nem biztos, hogy igaz

Van benne piros elem

A kozEépso elem sarga

Mindharom szin szerepel benne

Nincs benne kék

Van két egyforma eleme

Miutan sok hétkdznapi tapasztalatot szereztek lehetetlen események-
rol, kisérletet tehetiink arra is, hogy rakérdezziink erre a nehéz fogalomra.
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Egy zsakba beletettiink 5 piros és 1 kék golyot. Ezutan kettdt kihuz-

tunk, és dllitasokat mondtunk. Huzd ald azokat az allitasokat, amelyek

szerinted hamisak!
Mindegyik piros
Mindegyik kék
Van koztiik kék
Nincs koztiik piros
Van koztiik kek

A 3-4. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

Szamok, szamhalmazok

Harmadik osztalyban 1000-ig, negyedik osztalyban 10 000-ig bovitjiik a
szdmfogalmat a szamok valdsagtartalmara épitve. A harom-, illetve négy-
jegyt szamok korében a pontos szamlalas mellett egyre nagyobb szere-
pet szanunk a darabszam és mérészam becslésének, a kozelitéssel vald
szamlaldsnak, az alkalmi és szabvany egységgel és tobbszordseivel vald
adott pontossagii mérésnek. A gyakorlati mérések soran a gyerekek ké-
pessé valnak értelmezni a kiilonb6zo egységekkel valdo mérésekben kife-
jez6do viszonyokat, megértik a mértékvaltas gondolatat.

Kiilonb6z6 taneszk6zok hasznalataval megismerkednek kiilonb6zé
szamrendszerekkel, tapasztalatot szereznek a csoportositasrol, a bevalta-
sokrol és felvaltasokrol. A tizes szamrendszer 1ényegének és a helyiérték-
rendszernek a gyakorlati ismeretével tudatossa és biztonsagossa valik
szamukra a szamok irdsa és olvasasa, felismerik a szdmnévképzésben
megfigyelhetd rendszert. Megbizhatéan hasznaljak a szdmjegyek alaki-,
helyi és valodi értékeit. Megvizsgaljak a szamokat az ismert szamtulaj-
donsagok, illetve szamkapcsolatok szerint (pl. parossag, szamszomszé-
dok), ¢és megismerkednek tjabb szamtulajdonsagokkal (pl. oszthatdsag,
szamok tizesekre, szdzasokra, ezresekre kerekitett értékei).

Karikazd be a felsorolt szamok koziil a paratlan szamokat!
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1 2 4 5 6 8
Karikazd be a kovetkezo szamok koziil a 2 szamszomszédait!
0 1 2 3 4 5

Felismerik és ki tudjak fejezni a szamokat kiilonféle alakjaikban, meg
tudjak itélni szamok nagysagat, képessé valnak megadott szamokat nagy-
sag szerint novekvo és csdkkend sorrendbe rendezni. El tudjak helyezni
a szamokat szamtablazatokban, illetve kiillonb6zé beosztasu szamegye-
neseken.

Kétféle értelmezésben ismerkednek a gyerekek a negativ szam fogal-
maval. Egyrészt iranyitott mennyiségek mérészamaként (homérséklet,
elmozdulas, elfordulés, idd), masrészt hianyként értelmezik a negativ
szamokat. Ehhez adossag- és vagyonkartydkat hasznalnak. A szamokat
konkrét tartalommal ellatva hasonlitjak dssze. Eldallitjak a szamok tobb-
féle alakjat. Tevékenységgel megtapasztaljak, hogy a hozzatevés nem jar
mindig értéknovekedéssel, és az elvétel eredményezhet novekedést.

A szamolasi készség értékelésében gyakran alkalmazunk szoveges fel-
adatokat. Ezek az egy mivelettel megoldhato feladatok nem igényelnek
adatgytjtést, egyszeriien szamfeladattal lejegyezhetok és megoldhatok.

Példaul:
750 forint volt a pénztiarcamban. Elkéltottem 480 forintot. Mennyi
pénzem maradt?

Egy buszjegy 320 forint. Mennyibe keriil ot buszjegy?

Harmadik osztalyban az 1000-es, negyedik osztalyban a 10 000-es
szamkorben gyakran kozelitd értékekkel szamolnak a gyerekek, a felada-
tokban megfogalmazott kérdések is ezt igénylik.

Példaul:

Kati egy 1000 forintossal fizetett az iroszerboltban. A pénztargép 578
Ft-ot mutatott. Mennyi a visszajaro pénz szazasokra kerekitve?
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Mdveletek

Harmadik és negyedik osztalyban a kibovitett szamkdrben is sziikségessé
valik a muveletek értelmezése targyi megjelenitéssel, rajzzal, elvontabb
abrakkal és szoveggel. Kiilonos figyelmet forditunk a kozelitd szamokkal
valo miveletértelmezésekre. Kétiranyt tevékenységek jarulnak hozza a
matematikai modellek megértéséhez. Egyrészt kirakasokrél, képekrol,
abrakrol miiveleteket olvasnak le a gyerekek, masrészt adott matematikai
modellhez példakat gytijtenek, problémakat fogalmaznak meg. A na-
gyobb szamok Osszeadasanak, kivonasanak értelmezéséhez segitséget
jelent a szakaszokkal vagy teriiletekkel valo abrazolas. Ezt el6készitheti a
szines rudak hasznalata.

Példaul:
Erjen a fehér kocka 100-at! Melyik kirakds kozeliti a 246 + 467 osz-
szeget?

) (A
] )

A kirakasokat, a kirakasokrol a leolvasasokat kovetheti a szakaszok,
illetve a teriiletek hasznalata. Ezek alkalmasak a szamok kozelitésekkel
valo abrazolasara, a szamok kozti viszonyok bemutatasara.

Példaul:
Az egyik szam a 723. Ez 209-cel nagyobb a masiknal. Melyik a masik
szam?

Szakaszokkal:
723

| W {
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Teriiletekkel: 723

A kibdvitett szamkorben a szobeli szamolasi eljarasokat analogiak
alapjan végezziik. Ezek megértését jol tiamogatja a jaték pénz hasznalata.
A tevékenységek soran biztonsagossa valik a gyerekek szobeli szamolasi
készsége a kerek szamok korében. A 2. osztadlyban a 100-as szdmkorben
megismert szamolasi eljarasokat végigjarjak a gyerekek a 3. osztalyban
az 1000-es szamkorben kerek szazasokkal és kerek tizesekkel, majd a 4.
osztalyban a 10 000-es szamkorben kerek ezresekkel és kerek szazasokkal
is. Szamolasaikban egyszeriisito eljarasokat alkalmaznak, melyek alapja
az Osszeg, illetve a kiillonbség valtozatlansdga. Ezekrdl tevékenységekkel
szereznek tapasztalatokat, majd alkalmazzak a szamolasok soran.

Mennyi a 380 + 270?

Jaték pénzzel kirakva:

O O

1. modszer: A 2. tag bontasaval:

COEC

(380 + 200) + 70 = 580 + 70 = 650

2. modszer: A szazasokat és a tizeseket osszeadva:

OO

(300 + 200) + (80 + 70) = 500 + 150 = 650
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3. modszer: Az egyik taghol a masikba helyezéssel:

Oy O

(380 + 20) + (270 — 20) =400 + 250 = 650

4. modszer: Az egyik tag novelésével, majd az osszeg csokkentésével:

o 08

(400 + 270) — 20 = 670 — 20 = 650

A kerekitett értékek segitségével végzett kdzelitd szamitasok sziiksé-
gesek lesznek az irasbeli miiveletek eredményeinek eldrebecslésénél is.

Az irasbeli miiveletek algoritmusai, a szamolas eredményeinek ellen-
Orzési modjai is épitenek a miiveletek tulajdonsagaira, kapcsolataira. Ez
is indokolja a tagok, tényezOk felcserélhetdségének illetve csoportositha-
tosaganak ismeretét, célszerti alkalmazasat.

Pé¢ldaul 3. osztalyban, amikor a gyerekek még nem tanultak a kétje-
gylivel valo irasbeli szorzast, képesek a 26 - 24 kiszamitasara az egyje-
gyuvel valé irasbeli szorzasi eljaras alkalmazasaval. Néhany szamolasi
lehetdség: (26 - 8) -3=(26-6)-4=(26-3)-2-2-2.

3—4. osztalyban kiilonds hangsulyt kapnak a szoveges feladatok a
problémamegoldo képesség fejlesztésében. Ezek a feladatok tobbnyire
Osszetettek, nem oldhatok meg kdzvetlen uton. A probléma megoldasa-
hoz célszerti megfeleld 1épéseket betartva eljutni. A probléma megisme-
rését az értelmezése, adatainak lejegyzése és az adatok dsszefliggéseinek
megértése koveti. Az ismert és az ismeretlen adatok kozti kapcsolat kife-
jezésére sokféle modellt hasznalhatnak a gyerekek. Lehet modell példaul
a tobb miiveletet tartalmazo szamfeladat. Ezekben a lejegyzésekben cél-
szerll zar6jeleket hasznalni akkor is, amikor ezeket csak az Gsszetartozo
adatok jelzésére hasznaljuk.
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Példaul:
Petiék csaladja haromnapos autos kirandulast tervezett. Az elso nap
160 km-t tettek meg, a masodik napon 80 km-rel tébbet. A harmadik
napon kétszer annyit, mint az elsé napon. Hany kilométert tettek meg
Peti¢k a harom nap alatt?

A feladat osszefiiggéseinek lejegyzése szamfeladattal:
160 + (160+80) + (160-2) =

Algebra

A szamfeladatok mellett egyre nagyobb hangsullyal jelennek meg a nyi-
tott mondatok. Folytatva az 1. és 2. osztalyban megkezdett tevékenysé-
geket, a nyitott mondatokat igazza, illetve hamissa tevé elemek keresése
probalgatassal torténik, de alkalmazzak a gyerekek a tervszerii probalga-
tas modszerét is a megoldas keresésére véges alaphalmazokon. Képessé
valnak ismert és keresett adatok kozott megfogalmazott kapcesolathoz
adott nyitott mondatok koziil kivalasztani (egyszer(ibb kapcsolatok esetén
onalléan megalkotni) az adott helyzetben megfelelé nyitott mondatot.

Gondoltam egy szamot. Ennek 8-szorosat elvettem 800-bol, és meg-
kaptam a gondolt szam 12-szeresét. Melyik szamra gondoltam?

Nyitott mondattal: 800 — | | -8 = | | <12

A feladatok dsszefiiggéseit — kiemelten a forditott szovegezési felada-
tokét — gyakran nyitott mondat formdajaban jegyezziik le. A 8—10 évesek
szamara egyszeriibb annak a miiveletnek a felismerése €s lejegyzése,
amelyre a szoveg utal, mint az inverz miiveletre valo atfogalmazas.

Példaul:
Csabiék iskolaja 12 évfolyamos. 160 also tagozatos tanuldja van az
iskolanak. Az also tagozatra 2-szer annyi gyerek jar, mint a kozepisko-
laba. Az alsosok 40-nel tébben vannak, mint a felsosok. Hany gyerek
jar a felso tagozatra, és hanyan jarnak kézépiskolaba Csabiék iskola-
jaban?
A kozépiskolas gyerekek szamat jeloljiik igy: []
A felsésok szamat jeloljiik igy: V
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Ennek segitségével egyszeriien leirhatok a feladat kérdéseihez tartozo
nyitott mondatok:

[] -2 =160 V+40 = 160

A szoveggel megfogalmazott feladatok megoldéasat segithetik soroza-
tok, tablazatok, egyszerlisitd rajzok vagy grafikonok, még akkor is, ha a
feladatnak csak egy megoldasa van.

Példaul, ennek a feladatnak a megoldasat tablazat kitoltésével is keres-
hetik a gyerekek:

A pénztarcamban csak 20 és 50 forintos érmék vannak, osszesen 12
darab. A pénzérmék Osszesen 360 Ft-ot érnek. Melyik érmébdl hany
darab van a pénztarcamban?

A feladathoz ilyen tablazat késziilhet:

20 forintosok szama 2 4 5 6 7 8
50 forintosok szama 10 8 7 6 5 4
20 forintosok értéke 40 80 100 120 140 160
50 forintosok értéke 500 400 350 300 250 200
Az érmék értéke 540 480 450 420 390 360

Egyszeriisitd rajz jarul hozza a megoldashoz ebben a feladatban:

Az irészerboltban két egyforma fiizetet és egy tollat vasaroltam, dsszesen
780 forintot fizettem. A toll 360 forintba keriilt. Mennyibe keriilt egy fiizet?
Szakaszos abra segitheti a megoldast:

780 Ft

v

| | |
T 1 1
> & > &
7 N 7 N

360 Ft [ ] [ ]

A feladathoz valasztott matematikai modellen beliil a szamitasokat
azok ellendérzése koveti. Az ellendérzés torténhet az eldzetes becsléssel
vald Osszevetéssel, inverz miivelettel, és haszndlhatunk zsebszamoldgé-
pet is. Az inverz muvelet valasztasa az ellendrzéshez erdsiti a miveletek
kozti kapcsolatot.

ATA

v
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Reldciok, fiiggvények

A reléciok, fliggvények témakorben a 3—4. évfolyamon a fejlesztés fon-
tosabb tertiletei:
— 0sszehasonlitas, azonositas, megkiilonboztetés képessége, megfigye-
10képesség;
— valogat6-, osztalyozo-, rendszerez6- és Iényegkiemeld képesség;
— adatok gytjtése, rdgzitése, rendezése;
— absztrahalo- és konkretizaloképesség;
— Osszefliggések felismerése, oksagi és egyéb kapcsolatok feltarasa,
analogiak felismerése, kovetése;
— tapasztalatok kifejezése kiillonféle médokon (megmutatassal, rajzzal,
adatok rendezésével, példak, ellenpéldak gytjtésével stb.), megfogal-
mazasa sajat szokinccsel, egyszerlibb esetekben matematikai szak-
nyely, illetve jelrendszer alkalmazasaval.

A felismert Osszefliggéseket képesek megfogalmazni a matematika
nyelvén, kifejezni szavakkal, jelekkel, szaballyal (fiiggvény esetében
nyiljeloléssel, relaciok esetében nyitott mondattal). A megkezdett parosi-
tasokat tudjak folytatni adott és felismert Osszefiiggés szerint.

Az Osszetartozd adatparok kezelésében 0j elemként jelenik meg 3—4.
osztalyban a relaciok grafikus abrazoldsa Descartes-féle derékszogl
koordinata-rendszerben. Mivel az adatparok abrazolasa soran lényeges
az adatpar tagjainak sorrendje, olyan gyakorlatokat is érdemes végezni,
amelyekben az eld- és utdtag cseréjével elallo adatparokat kdzos koor-
dinata-rendszerben tiintetjiik fol.

A tanulok képesek adatokat, szamokat tartalom, illetve nagysag szerint
sorozatba rendezni, a folytatasra vonatkozo6 sejtéseket megfogalmazni.
A felismert Osszefiiggést a sorozat folytatasaval vagy szavakkal fejezik
ki. A megfogalmazott szabaly alapjan tudjak folytatni a sorozatot, képe-
sek ellendrizni a szabaly és az adatok megfeleldségét. Néhany elemével
elkezdett sorozathoz tobbféle szabalyt keresnek.
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Mi lehet a szabdly a kovetkezd tablazatban? Mit kell tenniink a A
sordban 1évd szamokkal, hogy megkapjuk a O sordban alatta 1évé
szamot?

A | 3 | 4 | 6 | 7
O | 8 | 10 | 14 |

A tanulotol elvarhaté megoldas a kovetkezéképpen hangozhat: ,,A A
soraban 1év6 szamhoz hozzaadok egyet, majd ezt a szamot kettével meg-
szorozva megkapom a [0 sordban 1év6 szamot.” Ehhez a tablazathoz
kapcsolodoan megfogalmazhatd egy olyan zart feladat is, amelyben azt
kérjiik, hogy a tanul6 valassza ki a tablazat adataihoz ill¢ szabalyt.

Mi lehet a szabaly a kovetkezé tablazatban? Karikazd be annak
az osszefiiggésnek a jelét, amelyik igaz a tablazatra, és huzd at annak
a jelét, amelyik nem igaz!

A | 3 | 4 | 6 | 7
O | 8 | 10 | 14 |

a)Od=(A+1)2
p)O=(A-1)-2
ogOd=(A+2)+3
dO=A-2+2

Geometria

A geometriai teriileten a 3. és 4. évfolyamokon ugyanaz a négy tartalmi
részteriilet alakitja az tartalmi kereteket, mint az 1. és 2. évfolyamon. Az
ott megismert konstrualasok (1), transzformaciok (2), tajékozodas (3)
és mérés(4) teriiletek atfogjak mindazokat a kdvetelményeket, amelye-
ket geometriai fogalmak, egyszerii rutinfeladatok, realisztikus és auten-
tikus geometriai problémak esetén ezeken az évfolyamokon definia-
lunk.
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Konstrualas

Az 1-2. évfolyam kdvetelményeihez hasonléan tovabbra is a téglatest,
kocka, téglalap és négyzet alakzatok felismerése és konstrualasa szerepel
a kovetelmények kozott. A tanulok elsajatitjak az ¢l és a lap fogalmakat.

A tanulok megismerik a testhalo kifejezést, konkrétan a téglatest és
kocka jellemzd testhalojat.

A geometriai tulajdonsagok koziil — gyakorlati tevékenységeik soran
— elsajatitjak a kovetkez6 fogalmakat: forma, szomszédossag, irany, par-
huzamossag, merélegesség. A tanulok képessé valnak arra, hogy az egyes
geometriai tulajdonsagok szerint csoportositsanak testeket és sikidomokat.
A csoportositas soran megfigyelt tovabbi jellegzetes tulajdonsagok: szog-
letesség, lyukassag, tiikrosség, méretek azonossaga és kiillonbozdsége.

A tiikrosség (szimmetrikussag) fogalmat egyrészt papirhajtogatasos
tevékenységek, masrészt térbeli alakzatok tiikorképének megépitésével
fejlesztjiik.

A térbeli alakzatok elsobbsége mellett nagyobb teret kapnak a sikido-
mokkal végzett tevékenységek. A tanulok képessé valnak testek és sik-
idomok masolasara, sikidom ¢és test tiikorképének megalkotasara. A ma-
solas elsddlegesen kézbe vehetd testekkel, palcikdkkal torténik, de 3—4.
osztalyban a rajzolas nyujtotta absztrakcios lehetdséget is fokozottan
kihasznaljuk.

A tanulok képesek a korzo és vonalzé hasznalatara. A korzé alapszin-
tl hasznalata valosul meg példaul akkor, amikor a tanul6 a korzonyilasba
vesz 5 cm-es tavolsagot.

Transzformaciok

Az 1-2. osztalyban megszerzett tapasztalatokra épitve az egybevagdsag
¢és a hasonlosag fogalmanak tapasztalati és képi szintli 9sszetevoit alakit-
juk ki. A tanuldk képesek folismerni, ha két alakzat vagy azok képe egy-
bevago vagy hasonld. A formai jegyek azonossagat és kiilonbozdoségét
képesek megallapitani és megfogalmazni. Alakzatok kiilonb6zdsége ese-
tén képesek szavakkal megfogalmazni az adott szempontl kiillonbséget
(pl. hossztikasabb, ferdébb).

Testek esetében az eredeti test alkotoelemeibdl, sikidomok esetében a
négyzetracsos halozat segitségével képesek alakzatokat kicsinyiteni €s
nagyitani. A tanulok képesek sikidomok tengelyes tiikrozésére és elfor-
gatasara masolopapir segitségével.
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Az eltolassal és a tengelyes tiikrozéssel nyert alakzatok kozott
képesek kiilonbséget tenni, még Osszetett alakzatok esetén is.

Mintafeladatunk a tengelyes tiikrozés és az eltolas kozotti kiilonbség-
tételt ellendrzi olyan alakzatok esetén, amelyeknél a fogalmi tudas alap-
vetd. A feladatok tartalma Iényegében tetszoleges, nem torténik hivatko-
zas (és nincs is igény) a hétkdznapi tapasztalatok felhasznalasara.

Ebben a feladatban két, dsszetartozo abrarol kell eldontened, hogy
azok egy tengelyes tiikréozéssel vagy egy eltolassal egymasba dtvihe-
tok-e. Az abrak betiijelét ird a megfeleld sorba!

a)

b) o a

) H ﬂ o
Tengelyes tiikrozéssel
egymasba vihetdk: ...........
Eltoldssal egymasba
vihetok: ............

d)
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Tajékozodas

Eldrebocsatjuk, hogy a geometriai értelemben vett tajékozodas jelentds
része Osszefiigg a foldrajzi tudéas kategoridjaként azonositott tajékozo-
dassal. A két teriilet kapcsolatat folfoghatjuk ugy, hogy kiilonb6zd kon-
textusban torténik a tajékozodas képességeinek fejlesztése. A matemati-
kai kontextusban fejlesztett tajékozdodasi képesség a koordinata-rendszer
mint univerzalis matematikai eszkdz elsajatitasat késziti eld, és ennek
soran a hétkdznapokbdl ismert fogalmakat hasznalunk fol. Ahogyan az
1-2. osztaly kovetelményeinél jeleztik, a sikbeli koordinata-rendszer
hasznélata esetében jellemzo két, egymastol fiiggetlen adat rendezett
adatparként a hétkdznapi értelemben vett tajékozodas alapjat jelenti.

A tajékozodas a térbeli mozgasok soran szerzett tapasztalatokbol in-
dul. 3—4. osztalyban a tanulok képesé valnak egy, két vagy harom adat
alapjan tdjékozodni. A harom adat alapjan torténd tajékozddast, amely a
térbeli tajékozodas matematikai modelljét jelenti, a gyakorlatban sok
esetben a két adat alapjan torténd tajékozodas helyettesiti. A tanulok ta-
jékozodasi képessége magaban foglalja azt is, hogy képesek fogadni és
megérteni a vonatkozo6 informaciét (pl. ,,ha elére 1épsz 6tdt, majd jobbra
kettdt, akkor célba érsz”) €s képesek maguk is megfogalmazni a tajéko-
zodast szolgalo informaciot.

A tajékozodas képi elemeinek konstrualasat, példaul egyszerii térkép-
vazlatok készitését a természettudomanyi tartalmi keretek foldrajzi feje-
zeteiben targyaljuk.

Mintafeladatunk akar a foldrajz vagy a természetismeret tantargyak
tesztjében is helyet kaphatna. Meggy6z6désiink szerint ez nem jelent
érvényességi problémat, hiszen a feladatok kontextusa, mar pusztan
a teszt cimében szerepld matematika vagy természetismeret sz6 dSnmaga-
ban hatassal van a tanuldi teljesitményre. Kivanatosnak tartjuk, hogy a
tajékozodas alapjat jelentd képi és verbalis tudas rendszere mind mate-
matikai, mind mas kontextusban megfeleld szinten kifejlodjék.

4

E
Az abran egy szélrozsat latsz, amelyen a négy
f6 égtdj van megjeldlve. A kér kézepébdl elin-
dulunk észak felé. Megfordulunk, és visszame- Ny K
gyiink a kor kézepére. Melyik égtaj esik ekkor
jobb keziink felé?
D
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Mérés

Amint az 1. 3. részben emlitettiik, a hazai matematikadidaktikai hagyo-
manyban a mérés a geometria targykorével egyiitt szerepel, ugyanakkor
a szamunkra fontos viszonyitasi pontként szerepld amerikai ,, Principles
and Standards for School Mathematics” kotetében a mérés kiilon tartal-
mi teriiletként jelenik meg. Ennek okat részben kulturdlis hagyomanyok-
ban kell keresniink (pl. a metrikus rendszer alkalmazasaban mutatkoz6
kiilonbségek), masrészt érvényesiil az a hazai megkozelitésmod, amely a
mérést az ismert geometriai idomokhoz kapcsolodo tevékenységnek te-
kinti. Egy joval altalanosabb megkdzelitésmod szerint ugyanis — amely
megkozelitést a tudomanyok vildgaban természetesnek vessziik — a mé-
rés szamok hozzarendelését jelenti objektumokhoz, eseményekhez, tulaj-
donsagokhoz, valamilyen szabaly alapjan. Bar van torekvés arra, hogy a
geometriai alakzatok mérésében ez utobbi, altalanos megkozelitést is
bevigylik az iskoldba (Ggynevezett ,,alkalmi mértékegységekkel” torténd
mérés — lasd 1-2. osztaly kdvetelményei), az iskolai gyakorlatot mégis a
szabvany mértékegységekre torténd gyors attérés, majd a mértékvaltas
szamolasos miiveleteiben valo elmélyedés jellemzi.

3—4. osztalyban a tanuldknak ismerniiik kell az egység, a mennyiség
és a mérOszam fogalmakat. A méréses tevékenységek soran a keriilet
mérését koriilkeritéssel, a teriilet mérését lefedéssel, a térfogat mérését
alkalmi egységekkel (,,kis kocka™) végezziik el. A sikidomok koziil a tég-
lalap, a testek koziil a téglatest szerepeljen a kertilet-, teriilet-, illetéleg
a térfogatmérés targyaként.

A tanuldknak ismerniiik kell a kovetkezé mértékegységeket: mm, cm,
dm, m, km, hl, 1, dI, cl, ml, t, kg, g. Az egymassal szomszédos mérték-
egysegeket at kell tudniuk valtani egymasba. Az atvaltas elsdsorban gya-
korlati tevékenységekhez kapcsolodjék, tehat az egyik mértékegység
hasznalataval lezajlott mérést kdvetden egy szomszédos mértékegy-
séggel ismételt mérést alkalmazunk. Az idé mérésére az orat, a percet és
a masodpercet kell ismerniiik, és tudniuk kell a szomszédos egységeket
egymasba atvaltani. A mérés témakoréhez kotodo szoveges gyakorlofel-
adatok jelentds része a mértékvaltashoz kapcsolodik.

Hany deciliter tej fogyott ma, ha harom doboz literes tejet ittunk
meg?
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Ha egy negyedikes gyerek lépései 60 centiméteresek, akkor hany lé-
péssel tesz meg 12 métert?

A radioban két orahosszdig jatszottak 5 perc hosszusdagiu zeneszamo-
kat. Hany zeneszamot jatszottak le ennyi id6 alatt?

Angliaban gyakran hasznadljak a mérfoldet a tavolsag mérésére. Egy
mérfold 1 km és még 609 méter. Hany méter egy mérfold?

Egy kis csomag teavaj tomege 100 gramm. Hany csomaggal vegyiink,
ha 3 kg-ra van sziikségiink?

A mértékvaltas mellett egyszer(i keriilet- és teriiletszamitasos felada-
tokat tudunk szoveges gyakorlofeladatként megfogalmazni. A tanuldk
manipulativ tevékenységébdl a képi szintli feladatmegoldashoz jutunk a
kovetkezo feladatokkal.

A négyzetracsos tablan egy kis négyzet egy teriiletegységet jelent. Sza-
mold ki a vastag vonallal keretezett két sikidom teriiletét!

@)

a) jelt sikidom
tertilete:

b)

b) jelt sikidom
tertilete:
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Kombinatorika, valésziniiségszamitas, statisztika

A kombinatorika, a valdszinliségszamitas és a statisztika tanitasa 3—4.
osztalyban is féleg a tapasztalatszerzést célozza.

A tanulok kombinativ gondolkodasat tovabbra is elsGsorban a rendsze-
rezés fontossaganak megértetésén keresztiil formaljuk. A gyerekeknek
eleinte még nem az a fontos, hogy hanyféle lehetdéség van, hanem a le-
het6ségek megkeresése, eldallitasa érdekes. A teljességre vald torekvés
kis elemszamu halmaz eldallitasa esetén ebben az életkorban mar realis
elvaras. Tovabbra is segitséget kell adnunk a gyerekeknek a rendezé elv
megtalalasaban, hiszen az 0sszes eset megtalalasdhoz ez fontossa valik.
Csak nagyon kis elemszam esetén mondhatunk le arrél, hogy tampontot
adjunk legalabb a feladat elkezdéséhez.

Az orai valdszintiségi jatékok alapvetden azt hivatottak bemutatni,
hogy ami gyakrabban el6fordult, az valdszintibb. Ilyenkor a pedagogus
valodi résztvevéje a tanuloi kisérletezésnek, és bizik benne, hogy a jaték
kimenetele a ,,vart” eredményt hozza. Ezekben az években, a jatékok
elemzése soran mar az is megfigyelhetd, hogy ami tobbféleképpen elo-
fordulhat, az valdsziniibb (még akkor is, ha a tényleges kisérleti adatok
ezt nem tamasztjak ald). Az értékelés soran igy kovetelményként jelenik
meg a kisebb vagy nagyobb valdszintség intuitiv megallapitasa.

A ,,biztos”, ,,nem biztos”, ,,valoszinli”, ,lehetséges” fogalmak jatékkal, te-
vékenységgel, az alapozo6 szakasz munkaja eredményeként remélhetdleg
beépiiltek a gyerekek szokincsébe. A tantervi kdvetelmények a determinisz-
tikus (biztos vagy lehetetlen) és nem determinisztikus események (lehetsé-
ges) elkiilonitését fogalmazzak meg. igy természetesen csak kozvetve kér-
dezhetilink rd arra, hogy egy adott eseményt mennyire tartanak valdszintinek.

A tantervi kdvetelményekben is megjelenik az adatok megfigyelése,
gyljtése, rogzitése, rendezése. Ez a statisztikai témak mélyebb megérté-
sén tal a valdszinliségi dontések segitését is célozza.

A valoszintiségi tevékenységek és feladatok altalaban nem 6nallo fej-
lesztési célként szerepelnek, hanem 6sszekapcsolva mas (pl. szamolas,
geometria, kombinatorika) teriiletekkel. Mondjuk két dobokockaval do-
bunk, és a szorzat paritasara kell tippelni. A probléma megoldasahoz
sziikség van a gyerek szamelméleti ismereteire, esetleg szamolasi képes-
ségére, ¢s emellett valoszinliséggel kapcsolatos gondolataira. Ezt érde-
mes figyelembe venni a mérdlapok készitése soran.
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Az Osszes eset keresésére, a talalt esetek rendezésére és a rendszerben
talalt hianyok potlasara mas feladatot jelent egy meglévo teljes rendszer
hidnyz6 elemeinek megtalalasa.

Ebben a feladatban jogos igény lehet az 0sszes hianyzo6 elem megtala-
lasa, hiszen elére megtervezett rendszer mutatja a megoldast. Emellett a
tablazatban val6 eligazodas képességét is fejleszti a feladat. A fenti fel-
adatok egyszerUsitett valtozata lehet:

Az 5-Gs, 2-es és 7-es szamjegyekbdl alkoss 3-jegyii szamokat. Ird le az
osszes kiilonbozot!

A gyerekeknek ebben a szakaszban még nem az a fontos, hogy hany-
féle lehetdség van, hanem a lehetdségek megkeresése, eldallitasa érdekes.
Ha felismerik a tevékenységekben mar kiprobalt hasonlosagot, akkor mar
nagy lépést tettek az altalanositas fele. A kombinatorikai feladatokban
(beleértve azok javitokulcsat is) ebbdl adodoan nemesak az a 1ényeges,
hogy az 0sszes lehetdség szama mennyi, hanem a részmegoldasok, a le-
hetdségek felsorolasaban megnyilvanuld szabalyszertiség is értékelhetd
és értékelendd.

Természetesen adodik a lehetdség az eljatszott, korabban megélt kom-
binatorikus tevékenységek szoveges feladatta valo atfogalmazasara. To-
vabbra sem mondhatunk le azonban a segitségadasrol, mely lehet akar
tablazat vagy megkezdett fa-diagram. Még mindig fontos, hogy nem els6-
sorban arra a kérdésre varjuk a valaszt, hogy valami hanyféleképpen
fordulhat el6, hanem az Gsszes lehetdség eldallitasat kérjiik a gyerekektdl.

Példaul a kovetkezo két feladatot tekintve a tablazatos megoldas felkina-
lasa tlinik célravezetonek.

Nagymama éléskamrdjanak a feltoltésére kesziilodik, ezert a piacon
vasarolt maganak almat, kortét és szilvat. A gyiimélcsoket harom polc-
ra szeretné pakolni. Egy polcra csak egyfajta gyiimélcsot tesz. Milyen
sorrendbe pakolhatja be gyiimélcseit?

A kezdobetiik segitségével ird az dsszes megoldast a polcot jeldlo tab-
lazatba!

Lehet6ségek
III. polc Sz
IL. polc K
L. polc A
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Allits 6ssze a Faldnk csalddnak az étlaprél haromfogdsos meniit (le-
ves, foétel, desszert) ugy, hogy ne legyen a csalad tagjai kézéott olyan,
aki pontosan ugyanazt a harom fogast valasztja!

- Etlap ) Toltsd ki a tablazatot az ételek nevének kezdobetiijével!

Levesek:

e hdsleves
e gyiimolcsleves Foétel
Foételek:

* spagetti

® brassoi

apropecsenye

e rakott krumpli
Desszert:

* soml6i galuska

d )

Leves

Desszert

Legfeljebb hanytagu a Falank csalad, ha nem volt kozottiik két csalad-
tag, aki pontosan ugyanazt a harom fogast valaszotta?

Egy masik esetben pedig a fa-diagram segit:

Evi gyongyot fiiz. Sarga, piros és kék gyongyei vannak. A lancra 5 szem
gyongy fér. El6szor mindig a piros gyongyot fiizi fel. Egymas mellé
nem keriilhet azonos szinii gyongy. Hanyféleképpen fiizheti fel a gyon-
gyoket Evi? Rajzold be az dbrdba a szinek kezdbbetiijével, hogy milyen
lehetbségei vannak a gyongysor elkészitésére!

SR S B

(0 0 o [ o
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Az 5-6. évfolyam részletes értékelési keretei

Szamok, miiveletek, algebra

Az 5. évfolyam elején koriiltekintéen fel kell mérni, milyen matematikai
felkésziiltséggel rendelkeznek a didkok ebben a témakorben. A leghitele-
sebb képet akkor kaphatjuk a tanulok felkésziiltségérol, ha egyéni képes-
ségeik felmérését megeldzi a sokiranyu, valtozatos tevékenykedéshez
kapcsolodo ismétlés.

Szamok, szamrendszerek

A tanulok a hatodik évfolyam végére megismerik a racionalis szamkort.
A szamkor bovitése (egészek, tortek, tizedes tortek), ezen beliil a negativ
szamok értelmezése, a tortszam kétféle értelmezése (pl. 2/3 rész jelent-
heti azt, hogy egy egész tortat 3 egyenld részre osztunk, s vesziink ezek-
b6l a részekbol 2 darabot, vagy két — fentivel azonos — egész tortanak
vessziik az 1 harmad részét), az ellentett, abszolut érték fogalmanak meg-
ismerése, a szamok tulajdonsagainak vizsgalata (pl. parossag, szdmszom-
szédok, felbontasi lehetoségek) soran képessé valnak a tanult szamok
helyes leirasara és olvasasara, értik és alkalmazni képesek a tort, tizedes-
tort, negativ szam fogalmat.

Ezeken az évfolyamokon a tanulok a mar kiboviilt szamkdrben értel-
mezik a kerekités fogalmat, és alkalmazzak a kerekités szabalyat. Meg-
ismerik a szazalék, alap, szazaléklab, szazalékérték fogalmat is. Fontos a
mas miiveltségteriileteken (pl. természettudomanyos targyak) gyljtott
tapasztalatok megbeszélése, mert ezen fogalmak gazdagitasat szolgalja.
Hasonldan, a matematikai szaktargyi tuddsra a természettudomanyos tar-
gyak épitenek, és a tudastranszfer lehetdségén keresztiil a szamolasi
készség a bioldgiai, kémiai, fizikai és foldrajzi szamitasokban is megha-
tarozo szerephez jut.

A szamrendszerek (10-es alapu és az 5—6. osztalyban csak bemutatas-
ra keriil6 — nem kdvetelményt jelentd tananyag — 2-es alapu) tanitasa
kapcsan vilagossa tehetd, hogy a szamjegyek (alaki érték) elhelyezkedé-
se (helyi érték) mennyire befolyasolja a szam valddi értékét. Itt ujra al-
kalom nyilik a 0 helyi érték potlo szerepének bemutatasara. Ezeken az
évfolyamokon a tizes szamrendszer biztos ismerete mar kovetelmény.
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A példasor alapjan téltsd ki a tablazatot!

Tizes szamrendszer Szamok Szamok irasa

100 | 102 | 10 1 | 110 |1/100]1/1000] ... frésa szavakkal

kétezer-tiz egész

; : 3 2010,03 harom szazad

hétezer nyolcszazhét

Az egész szamok tulajdonsagainak, felbontési lehetdségeinek vizsga-
lata soran megismerkediink az egyszeriibb oszthatosagi szabalyokkal.
Kovetelménykent fogalmazodik meg a 2-vel, 5-tel, 10-zel, 4-gyel, 25-tel,
100-zal valo oszthatosdag ismerete, alkalmazasa feladatokban. Fontos
kitérni itt a 0 parossaganak, oszthatéosaganak vizsgalatara is. A szamel-
mélet témajahoz kapcsolodo feladatok alkalmasak a bizonyitdsi igény
kialakitasara, fejlesztésere. (Pl. hogyan lehetne igazolni, hogy a paratlan
szamok minden osztdja paratlan?)

A szamok sokféle megjelenitése, felirasa az évek folyaman a tanulok
kombinatorikus gondolkodasat is fejleszti. Pl. a 6 = 3 + 3 (két egyenld
részre oszthato, ezért paros egész) = 2 x 3 (tényezdOkre bontasaban szere-
pel a 2, ezért paros egész) =4 + 2 = 7—1 = 4—(—2) = stb.

Az alabbi feladat is igazolja, hogy a negativ szam elvételének megér-
tésében nagy szerepe van a szamok kiilonféle alakokban valé megjeleni-
tésének.

Mdiveletek
A boviilé szamkorre vonatkozoan kiterjesztjiik a tanult miiveleteket, me-
lyek tulajdonsagai 6roklédnek, mélyiil a miiveletfogalom, tudatosulnak
a miveleti algoritmusok. A kiilonbozé eldjeli egészekkel, a tortekkel,
tizedes tortekkel végzett miiveletek akar szoban, akar irasban torténnek,
a tudatosulasuk gyokere a 10-es szamrendszer (helyi érték, alaki érték,
valodi érték) pontos értése.

A miuveletek kapcsan sz6lni kell a 0 és 1 szamok miiveletekben betdl-
tott szerepérdl is. Példaul a 0 szorzotényezdként vald szereplésének ko-
vetkezményeit az alabbi feladatokkal mutathatjuk be:
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Szamoljatok ki az alabbi miiveletsor eredményét!

2:3-2-7-5-0-4-6=7
Megoldas: A szorzat eredménye 0, mivel mar egyetlen 0 szorzotényezo
szereplése esetén is 0-t kapunk eredményiil. Papir-ceruza teszt esetén
kevesebb szorzotényezot hasznaljunk.

Az abran lathatd 5 x 5-0s rdcs mezdibe egész
s113lol sl 7 szamokat irtunk.

Huzz egy vastag folytonos vonalat a rdacsvo-
nalak mentén ugy, hogy az a négyzetrdacs egyik
303200l 6|18 hatarolé vonaldanak racspontjabdl induljon, és
egy masik hatarolo vonal racspontjaba érkezzen.

A vastag vonal egyik oldalan lévi szamok
s 1121191513 szorzata azonos legyen a masik oldalon lévd
szamok szorzataval!

07 1] 4 |11]|22

271214109

Megoldas: A vastag vonal mindkét oldaldn szerepeljen a 0 szam. Tobb
megoldas van.

Az évek soran fokozatosan tudatosul a 0 és 1 szerepe a miiveletekben,
a miveleti tulajdonsagok ismerete, alkalmazasa. Az eredmények el6zetes
becslése, kiszamitasa, majd ellendrzése, a becsiilt €s a szamolassal kapott
eredmény Osszevetése, az eltérések lehetséges okainak megbeszélése fej-
leszti a szamolasi készséget, az algoritmikus gondolkodast, a becslési
készséget, az Onellendrzés igényét. A miiveleti sorrend helyes betartasa
kovetkezetességet, figyelem-0sszpontositast igényel.

A tanuldknak tudni kell a pozitiv tortek pozitiv egészekkel torténd
szorzasat és osztasat, érteniiik kell az alapmiiveleteket és a miiveleti tu-
lajdonsagokat raciondlis szamkorben, ismerni és alkalmazni kell a helyes
miveleti sorrendet.

Tegyél ki az alabbi szamok kézé ugy miiveleti és zardjeleket, hogy
a megadott eredményt kapd!

3 7 3 3=4 Megoldas: 3 -(7—-3):3=4

12 3 9 99=43 Megoldas: 12 - (3+9)—99 =44
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Algebra

A kibdviilt szamkorben a szdmfeladatok mellett a nyitott mondatokon
beliil az egyenletek, egyenldtlenségek (olyan nyitott mondatok, melyek-
ben allitmanyként az egyenld, kisebb, nagyobb, kisebb vagy egyenld,
nagyobb vagy egyenld szerepel) is megjelennek. Az ismeretlent altalaban
bettik jelolik. A betlikkel valé muveletvégzéskor kikotéseket fogalma-
zunk meg a betiik helyébe irhaté szdmokra vonatkozdan (pl. 5/b esetben
a b nem lehet 0). A szamok, betiik (ismeretlenek) segitségével kapott
kifejezésekkel (pl. 3a; —2b; c/4) miveleteket, miiveletek kdzotti kapcso-
latokat fogalmazunk meg, ¢s keressiik a megadott szamhalmazon (alap-
halmaz) a megoldasokat (megoldashalmaz vagy igazsaghalmaz). Ezek a
tevékenységek eldkészitik a késobbi évfolyamokon mar dnalléan szerep-
16 algebra témakdrét.

Oldd meg az egyenletet probalgatassal az 1; 3; —2; 0; 5; —4 szamok-
bol allo alaphalmazon!

2a+(—4)=6

Gondolj egy szamra! Adj hozza 7-et! Vedd az eredmény kétszeresét!
Vonj ki beldle 14-et! A kapott eredménybdl vond ki az eredetileg gon-
dolt szamot!

Ha jol szamoltal, eredményiil a gondolt szamot kaptad.

Miért?

Megoldas:
A fenti allitas valodisagat igazolhatjuk, ha a pontosan kovetjiik a ma-
tematika nyelvén az utasitasokat.
Jelolje a gondolt szamot x.
Az utasitasok egymdasutanja alapjan: (x +7) -2 — 14 —x =X,
és ez az egyenldség igaz.

Relaciok, fiiggvények

Az aranyossagi feladatok gyakorlatilag az iskoldztatas kezdetétdl jelen
vannak a matematikaoktatasban. A tortfogalom, a szorzas miiveletének
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megértése és gyakorlasa, az 0sszehasonlitas, bizonyos szdmelméleti kér-
dések, a mérés, mértékvaltas, keriilet, teriilet meghatarozasa mind-mind
aranyossagi gondolkodason alapul. Gyakran el6fordul sorozattal kapcso-
latos feladat is, hiszen egy-egy miivelet tobbszori elvégzése valamilyen
szabalyossagot tartalmazd szamsort eredményez. A szabalyossagok fel-
ismerése, ezek alkalmazasa kezdettdl a szabalyfelismerés, a kdvetkezte-
tés képességének fejlesztését szolgalja. Az egyéb tantargyakban a termé-
szeti, fizikai jelenségek, folyamatok idébeli valtozasainak vizsgélata, az
ok-okozati Osszefiiggések matematikai leirdsa, a mindennapi valdsag
modellezése megalapozza a fliggvényszemlélet kialakulasat. Az ilyen
tankonyvi feladatoknak nagy része a rutinfeladatok kozé sorolhato, hi-
szen gyakran szovegbe Oltoztetett alapvetd matematika struktarak jelen-
nek meg, de altalaban nincs valddi, relevans szerepe a hétkdznapi isme-
reteknek és tapasztalatoknak, valamint a feladatban megjelené konkrét
személyeknek, eseményeknek, jelenségeknek.

Az egyenes aranyossagra vonatkozéan szamos lehetdség adodik fel-
adat kivalasztasara. Minden mértékvaltas, vasarlas, egyenletes mozgas,
munkavégzés, ledrazas, kamatozas, nagyitas, térkép méretaranya, teriile-
tek Osszehasonlitasa stb. alkalmas egyszerti rutinfeladatok megfogalma-
zasara.

Példak:

Egy kocsi benzintankjaba 47,5 | benzin fér. 2,5 l-es kanndval téltéget-
Jiik a benzint. Hany kannanyit télthetiink bele, hogy tele legyen?

8,5 kg almat vettiink 340 Ft-ért. Mennyibe keriil 12 kg ebbdl a fajta-
bol? Milyen osszefiiggés van az alma dra és tomege kozott?

A coll német mértékegység, 10 coll = 254 mm. Hany mm a szamito-
gép-képernyd atlojanak hosszusaga, ha 15 colos?

Az 1 : 30 000 000 meéretaranyu térképen Budapest és London tavolsa-
ga 7 cm. A valésagban hany km a két varos tavolsaga légvonalban?

Egy varos lakossaga 15%-kal gyarapodott egy év alatt. Hanyan laktak
eév elején a varosban, ha ez a gyarapodas 7500 f6t jelentett?
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A forditott aranyossag fogalmanak alkalmazasara, vizsgalatara tobb-
nyire megfeleléek az egyenes aranyossadgnal hasznalt dsszefiiggések mas
megfogalmazasban. A tankdnyvekben, iskolai gyakorlatban leginkabb a
munkavégzéssel, koltségen-hasznon vald osztozassal, adott Gt megtétel-
¢hez sziikséges id6-sebesség kapcesolattal, adott teriiletli téglalap oldal-
hosszaval kapcsolatos feladatok fordulnak eld.

Egy csaladban malnaszorpot tesznek el télire. Ha félliteres tivegekbe
toltik, 21 iivegre van sziikseg. 7 dl-es tivegekbdl hanyra lenne sziikség?

Ket varos kozotti utat az datlagosan 80 km/h sebességgel halado gyors-
vonat masfél ora alatt teszi meg. Meddig tart az ut a két varos kozott
személyvonattal, ha az atlagosan 45 km-t tesz meg oranként?

4 ember 12 nap alatt tud elkésziteni egy munkat. 6 ember ugyanakko-
ra munkatempoval hany nap alatt lenne készen?

Mekkorak lehetnek a 24 cm? teriiletii téglalap oldalai, ha az oldalak
méroszama egész szam? Foglald tablazatba!

a (cm)
b (cm)

A kiilonboz0 jelenségek, torténések vizsgalatakor a felismert, kigyiij-
tott adatokat tobbféle modon (széveggel, formulaval, tablazattal, diagra-
mon, grafikonon) rogzithetik a tanulok. A kiilonb6z6 megadasokat at
tudjak alakitani egymasba. Képesek helymeghatarozasra gyakorlati szi-
tuaciokban, konkrét esetekben. A kapcsolatok, dsszefiiggések diagramon,
grafikonon val6 abrazolasara leginkdbb a mozgassal, homérséklet-valto-
zassal, vizallassal 0sszefiiggd feladatok alkalmasak ebben az életkorban.

Jeléld a szamegyenesen, ha:
— melegebb van, mint —2 °C,
— nincs hidegebb —4 °C-nal, de fagypont alatt van a hémérséklet!

40 °C-os vizet hiitiink. Percenként 6 °C-kal csokken a hémérséklete.
Keszits tablazatot és grafikont a viz homérsékletének valtozasarol!

Fogalmazd meg a matematika nyelvén, hogyan fiigg a viz homérsékle-
te (T) az eltelt idotol (1)!
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Geometria

Az 1-4. évfolyam megalapozza a geometriai fogalmakat és ismereteket.
Dominalnak a cselekvéshez kotott, tapasztalatokra épitd eljarasok. Az
alsébb évfolyamok folytatasaként a felsé tagozaton is sok, a tanar altal
elére megtervezett tudatos tevékenység kiséri a fogalmak bevezetését,
megeértését, érlelését.

Az 5-8. évfolyam 0sszekotd szakasz az also évfolyamok szemléletfor-
malo, tevékenykedtetd, felfedeztetd munkaja és a 9—-12. évfolyamok de-
duktiv gondolkodasra neveld fejleszté munkdja kozott. A fels6 tagozatos
matematika oktatasdban nagy hangsulyt kell fektetni mind a konkrét,
gyakorlati tevékenységekre, a gyerekek ¢lményeinek a tanitasba valo
bevonasara, mind pedig az absztrakt gondolkodas fejlesztésére. Bar a
hangsulyok fokozatosan eltolodnak a konkrét tevékenységtdl az abszt-
rakci6 felé, ez a kétféle megkozelités a felsd tagozaton végig parhuzamo-
san jelen van.

A geometria, mérések témakdorok tanitasanak kiilondsen fontos felada-
ta a felsO tagozaton, hogy tanulas kozben a gyerekek az absztrakt fogal-
makt6l mindig vissza tudjanak térni a konkrét, gyakorlati jelentéshez és
természetesen forditva, a konkrét jelenségek vilagaban felfedezzék az
altalanosat. A realisztikus matematikai mozgalom széhasznalataval élve:
a geometria kivalo terepe a horizontdlis és vertikalis matematikai tevé-
kenységek fejlesztésének.

Az als6 tagozat geometriai témakorei a felsd tagozaton ugyantigy sze-
rephez jutnak, és az alapozo szakaszban tovabbvissziik az alsé tagozatos
modszereket. Valtozatos tapasztalatszerzés, eszkdzhasznalat, jatékossag
és jaték segiti a konkréttol az altalanos felé halado fogalomépitést. A gye-
rekek gondolkodasa elsddlegesen induktiv, de folyamatosan elétérbe ke-
riil az altalanositas igénye is.

A tanitds soran kiemelt figyelmet kell forditanunk a rendszeres probal-
kozas, becslés, ellendrzés képességének a fejlesztésére, a megoldasok
eloretervezésére €s a megoldasi menet érthetd leirasara.

Az 5-6. osztadly geometriai tartalmi kereteinek leirdsaban kovetjiik az
alsé tagozatban megismert tartalmi részteriileteket. A matematikai tanter-
vi hagyomanyainknak megfelelden a tanulok egy-egy fogalommal tobb-
szor is talalkoznak iskolas éveik soran, igy tobb esetben is latszolag az
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also tagozatos kovetelmények ismétlddnek. A geometriai fogalmak ver-
balis szintjén ez igy is van, ugyanakkor a geometriai fogalmak fejlédé-
sében meghataroz6 manipulativ tevékenységek és képi emlékek lehetdve
teszik, hogy a mar ismert fogalmak magasabb absztrakcids szinten épit-
sék tovabb a tanulok matematikai tudasat. A korabbi évfolyamokon sze-
repld négy geometriai részteriilet koziil a tdjékozodast 5—6. osztalyban
mar nem szerepeltetjiik 6nallo teriiletként. Az akéar oda is sorolhat6 tu-
daselemek ebben az életkori savban vagy mar nem birnak differencialo
erdvel az értékelés soran, vagy pedig a mérés teriiletéhez sorolhatok.

Konstrualasok

A tanulok képesek adott tulajdonsagokkal rendelkezd sikidomok és testek
létrehozasara manipulativ €s képi szinten. Az ismert geometriai tulajdon-
sadgok kozott megjelenik a konvexitds. A tanuldk képesek a sikidomokat
és testeket a megismert geometriai tulajdonsadgok alapjan csoportositani.

A kocka ¢és a téglatest tulajdonsagait és testhalojat, valamint a harom-
szogek és négyszogek alapvetd tulajdonsagait ismerniiik kell. A kor és a
gomb fogalmanak kialakulasa, az alapvetd tulajdonsdgok megismerése is
kovetelmény.

A korzo- és vonalzohasznalat terén kovetelmény, hogy a tanuld képes
legyen szakaszt masolni, két vonalzoval parhuzamost és merélegest raj-
zolni, szoget masolni, szakaszfelez6 merdlegest szerkeszteni.

A tanulok megismerik a szog fogalmat, a kiilonb6z6 szogfajtakat, és
megtanuljak a szogméré hasznalatat. 5-6. osztalyban a pont, egyenes ¢€s
szakasz fogalmakat pontosan tudjak hasznalni a tanulok.

Csoportositsd az itt lathato sikidomokat annak megfelelden, hogy kon-
vex vagy konkav sokszégek! Ird betijjeliiket a megfelelé vonalra!

\/ 1 (O
a) b) c) d) e

Konvex sokszogek: ............

Konkav sokszogek: ...........
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Transzformaciok

A tanulok képessé valnak arra, hogy megszerkesszék ismert alakzatok
tengelyes tiikorképét. Fel kell ismernilik a tengelyesen szimmetrikus
alakzatokat. A szimmetriat fel kell ismerniiik a hétkdznapi életbdl és a
mivészetbdl ismert konkrét példakon is. Képesek a tengelyes tiikrozés
tulajdonsagait szavakkal megfogalmazni.

A kovetkezd sikidomok koziil melyiknek van tiikortengelye? Karikazd
be annak a jelét, amelynek legalabb egy tiikortengelye van, és huzd at
annak a jelét, amelynek nincs tiikértengelye!

R OO v
a) b) c) d) e

Mérés

Az 5-6. évfolyamon mar kibdviilt szamkorben hasznalhatjuk a mérdsza-
mokat. Ez egyrészt azt jelenti, hogy a mértékegységvaltasnal nemcsak
szomszédos, hanem tavolabbi mértékegységek kozotti atvaltas is kdvetel-
mény, viszont ezaltal mar nemcsak a hétkdznapi tapasztalatbol ismerhetd
¢és rekonstrualhatdo mérések szerepelnek, hanem a mértékegységvaltas
szamos feladata tisztan szamoldasi feladattd alakul. A kibdviilt szamkor
masrészt azzal is jar, hogy tortszamok szerepelnek a kertilet-, teriilet- és
térfogatszamitasokban, valamint a négyzetre emelés mint uj miivelet fel-
hasznalasra talal a geometriai szamitasokban.

Ebben az ¢letkori csoportban a tanulok képesek haromszogek és négy-
szogek kertiletének, a kocka és téglatest felszinének és térfogatanak ki-
szamitasara. Nem 4altalanos képletek ismerete ¢és alkalmazasa a kovetel-
mény, hanem konkrét, ismert vagy meghatarozando szamadatok esetében
kell tudni elvégezni a szdmitast.

A tanuloknak ismerniiik kell a hosszlsag, a teriilet, a tomeg, az lrtarta-
lom, a térfogat és az id6 szabvany mértékegységeit. Képesnek kell lenni-
ik a mértékegységek kozotti atvaltasokat elvégezni a millids szamkoron
beliil. Tudniuk kell a térfogat és az trtartalom mértékegységeit is egy-
masba atvaltaniuk.

Térfogat- és felszinszamitasi feladatokban alkalmazzak az 5. osztalyos
ismereteket, meghatarozzak téglatestbdl és kockabol Gsszeépitett testek
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felszinét és térfogatat. 6. osztalyban a téglalap teriiletére visszavezethetd
terliletszamitasi feladatokban alkalmazzak az el6zé évfolyamon meg-
szerzett ismereteket, illetve megismerkednek a derékszdgli haromszog és
a tiikros haromszog teriiletének, a konvex és konkav deltoid, rombusz,
négyzet teriiletének kiszamitasaval.

A méréses tevékenységekhez kapcsolodoan az eldzetes becslésekkel a
mérések teriiletét a hétkoznapi tapasztalatokhoz kapcsoljuk.

A mérés témakoréhez kapcsolodo legegyszerlibb feladatok, amelyek-
ben a megismert matematikai fogalmak és szimbdlumok ellenérzése tor-
ténik, jellemzden a kdvetkezd néhany alaptipusba tartoznak:
Meértékvaltas

125 cm = ... mm

40 hl = ...cl

117 000 cm = ... km

Teriilet- és kertiletszamitas

Szamitsd ki annak a téglalapnak a keriiletét, amelynek révidebb olda-
la 2 cm, a hosszabbik oldala pedig 3 cm!

Milyen oldalhosszusagu négyzet teriilete 49 m??
Térfogatszamitds

Mekkora annak a téglatestnek a térfogata, amelynek magassaga 6 cm,
a masik két éle pedig 8 és 10 cm?

A mérés témakdrében sziileto egyszerli szoveges feladatoknal a feladat
megszovegezése a mérés mikéntjét vagy a méréssel nyert szamokkal

végzendd tovabbi miveleteket hatdrozza meg.

Vonalzéd segitségével mérd meg az alabbi sikidomok keriiletét! Allitsd
oket a keriiletiik nagysaga szerinti csékkend sorrendbe!
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A stkidomok betiijele a keriiletiik szerinti csékkend sorrendben: ..........

A kovetkezo feladat esetében talan magyarazatra szorulhat, hogy miért
tekintjiik egyszer(, rutinszertien megoldhato szoveges feladatnak, és mi-
ért nem tartjuk realisztikus feladatnak. A kulcs abban van, hogy a fel-
adatban szereplé szdmadatok és geometriai fogalmak a hétkoznapi ta-
pasztalatokkal vald 0sszevetés nélkiil is elvezetnek a megoldashoz. Nincs
sziikség arra, hogy matematikai szimbolumok ¢s fogalmak segitségével
modellt készitsiink a feladatban leirt szituacidérdl, hanem elsésorban
a feladat szovegében szerepldé dolgokhoz keressiik a megfelelé matema-
tikai fogalmakat és muiveleteket. A feladat szovegében szereplé medence
méretei ugyan a hétkdznapi tapasztalatokkal dsszevethetdk, azonban be-
lathato, hogy a megadott méretek tetszés szerint varialhatok a mar ismert
szamkorben, és a tanuldk tobbsége szamara nem valik kdnnyebbé a fel-
adat akkor, ha szabvanyos kerti vagy uszodai medence méretét adjuk meg.

A nemrégen atadott varosi fiirdo gyermekmedencéje 0,5 méter mély,
10 méter széles és 15 méter hosszu. Mennyi vizzel lehet feltolteni ezt
a medencét?

Tovabbi megfontolast tesz sziikségessé az a kérdés, hogy vajon a fel-
adathoz készitett rajz vagy éppen a megoldas részeként elvart rajz meny-
nyiben modosit a feladat nehézségén. Ha az el6z6 feladathoz vézlatrajzot
is adunk, amelyen egy téglatest harom éléhez adatokat rendeliink, akkor
maradunk, amikor alkalmazni kell a tanult szabalyokat a matematika
fogalmi keretein és szimbolumrendszerén beliil.
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Amennyiben a tanuloktol kérjiik vazlatrajz elkészitését a feladathoz,
akkor ugyanugy nem valtozik a feladat besoroldsa a matematikai tudas
alkalmazasi kategodriai szerint, viszont az értékelés soran az elkésziilt
vazlatrajz mindségének megitélése, valamint a tanuléi vazlatrajz és
a tanuldi szamitasok kozotti esetleges disszonancia jelenthet tovabbi ér-
tékelési szempontot.

A mértékvaltassal kapcsolatos feladatok mint egyszerli szoveges fel-
adatok a pusztan szimbolumok segitségével felirt feladatokhoz képest
a szovegeértést tehetik probara. Elképzelhetd, hogy nem ugyanazok a ta-
nuldk tudjak helyesen megoldani a kovetkezd két feladatvaltozatot:

1. feladatvaltozat:

32 dm’ = ... liter

2. feladatvaltozat:
Adjuk meg annak az edénynek az tirmértékét, amelynek térfogata 32 dm?!

Az iménti feladatok a mértékvaltas készségének értékelési problémait
mutatjak meg. A mértékvaltassal kapcsolatos feladatok egy része ismeret
jellegti tudas alapjan megoldhato, mas résziik a szdmolasi készség mi-
kodtetését igényli. Az is lehetséges, hogy a feladatkitlizés szovegétol
fligg, hogy a tanulod szamolasi feladatként vagy inkabb a mértékegysé-
gekre vonatkozo6 ismereteit szamon kérd feladatként kezeli a mértékval-
tasos problémakat.

Kombinatorika, valosziniiségszamitas, statisztika

A hazai matematikaoktatasban jelentds valtozas volt az utobbi évtizedben,
hogy a valosziniliségszamitas és statisztika témakorok bekertiltek az érett-
ségi kovetelmények kozé, ezaltal visszahatva a kdzépiskolai oktatasra, és
jelentésen atformdlva azt. Ugyanakkor érdemes azt is hangstulyoznunk,
hogy az 1960-as évektdl lebonyolitott nemzetkdzi rendszerszintli peda-
gbgiai felmérésekben a kezdetektdl jelen van mar a legfiatalabb, 10 év
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koriili korosztaly mérésében is a leird statisztika témakore. A hazai okta-
tasi gyakorlatban az ide tartozo tudaselemek jorészt a matematikai neve-
1éshez, de a természettudomanyi nevelés integralt tantargyaihoz (kdrnye-
zetismeret, természetismeret) is kotodnek.

A tanulok — valtozatos feladatok és kisérletek megoldasa soran — olyan
fogalmakat sajatitanak el, amelyek hasznalata alapvetéen megegyezik
matematikai és hétkdznapi kontextusban: eset, esemény, kisérlet.

Képesek a valoszinliségi kisérletek kiilonb6z6 lehetséges kimeneteleit
meghatarozni €és abrazolni eseményfa és tablazat segitségével. Hasznal-
jak a biztos esemény és a lehetetlen esemény fogalmakat. Ismerik a ta-
nulok az egymast kizaré és egymast nem kizaré események fogalmat.
Események gyakorisagat képesek tablazatban és tobbféle abratipuson —
gyakorisagi oszlopdiagramon, kordiagramon — megjeleniteni. Képesek
meghatarozni a legkisebb és legnagyobb gyakorisagu eseményt, és képe-
sek néhany szam szamtani kozepét kiszamitani. Képesek rendezetlen
adatsokasagot az el6fordulo események gyakorisaga vagy mas szempont-
ok szerint rendezni lista, tablazat vagy diagram formajaban.

A val6szintiség fogalmat ebben az életkorban a ,.kedvezd esemény /
Osszes esemény” tortszam segitségével értelmezik a tanuldk, és megfo-

rrrrrr

Obolésére alkalmas feladattal is.

Ilyen szolhat példaul a kovetkezokrol: egy kétgyermekes csaladban
(fiv-lany sziiletésre 50-50%-o0s valoszinlséget feltételezve) az egy-fiti —
egy lany eset eléfordulasanak a valdszintisége nem !/3, hanem %, vagy a
kétszer feldobott pénzérme esetén egy fej és egy irds bekovetkezésének
valoszinlisége nem !/3, hanem Y.

A tanulok ismerik a dobokockat mint a véletlen események szemlélte-
téeszkozét. Egyszert kisérletekkel kiprobaljak, hogy ha sokszor dobunk
a dobokockaval, a hat lehetséges érték nagyjabol megegyezd szamban
fordul majd elé.

Az 0sszes lehetséges eset 0sszeszamlalasanak modszerei koziil tapasz-
talati ton (formalis képlet nélkiil) ismerik a tanulok az ismétlés nélkiili
¢és ismétléses permutacidval kapott lehetoségek Osszeszamlalasanak mod-
jat tizelemiinél kisebb halmazok esetén; az ismétléses és ismétlés nélkii-
li variacioval kapott lehetéségek Osszeszamlalasanak modjat, ha a vég-
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eredmény a szazas szamkorben marad; az ismétlés nélkiili kombinacioval
kapott lehetdségek Osszeszamlalasanak modjat legfoljebb hatelemt hal-
mazbdl induld részhalmazvalasztas esetén.

Egy olyan példafeladatot mutatunk, amely alapvetéen matematikai
szimbolumokkal kitizott feladat (tehat nem soroljuk a szoveges gyakor-
lofeladatok kozé), és amelyben a nyelvi elemek kizardlag a feladat ma-
tematikai struktarajanak kozvetitését szolgaljak.

Az 1, 2 és 3 szamjegyekbdl hany kétjegyii szamot készithetiink, ha
mindegyik szamjegyet csak egyszer hasznalhatjuk fol?

Az iménti feladat szoveges rutinfeladatta mindsiil, ha az egyik szerep-
16 szamjegyet 0-ra cseréljiik.

A leir¢6 statisztika teriiletén megfogalmazhatd kovetelmények egy ré-
sze a fliggvények, relaciok témakorbe is tartozik. Grafikonok, abrak
elemzése, a leggyakoribb érték leolvasasa, a megfigyelhet6 értékek ter-
jedelme jelenti az elvart tudaselemeket.

A kombinatorika teriilete hagyomanyosan integralt része a magyar mate-
matikatanitasnak. Kifinomult hagyomanyai vannak a manipulativ, képi és
szimbolikus szintii feladatkitlizésnek, amelyekben lehetéségek szamat
kell meghatarozni. Ezeknek a tankdnyvi feladatoknak a tilnyomo része
a rutinfeladatok kozé sorolhatd, hiszen gyakran szovegbe oltoztetett
alapveté matematika strukturak jelennek meg, de altalaban nincs valodi,
relevans szerepe a hétkoznapi ismereteknek és tapasztalatoknak. Tipikus
feladatkitlizési stratégia ilyen esetekben az ,,Anna, Béla, Cili és Dani...”
kezdetli feladat, ahol példaul négyféle, egyenrangti tevékenység tarsitha-
té a gyereknevekhez. Hasonlod jellegzetes megoldas, amikor a tanuldk
tapasztalataitol idegen témakdr valik megszokotta a feladatszovegekben:
vizvezetékrendszerek, telefonvonal-halozatok, vezetO1 kinevezések stb.

Anna, Béla és Cili testvérek. Egyikiik mindennap leviszi a szemetest,
masikuk pedig meglocsolja a virdgokat. Hanyféleképpen lehetséges

beosztaniuk a hazimunkat?

A korosztalyi jellemzokbdl kovetkezik, hogy a kombinatorika teriile-
tén varhatdan alulreprezentaltak lesznek a tanpéldak a realisztikus fel-
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adatokhoz képest. Az alapvetd leszamlalasi feladatok képlet nélkiili meg-
oldasa altalaban akkor elvarhato, ha a memoriabol elohivhatd emlékkeé-
pek vagy példaul rajzos modellek segitik a feladat megértését.
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Csap6 Beno

Egyetemi tanar, az MTA doktora, a Szegedi Tudoméanyegyetem Nevelés-
tudomanyi Doktori Iskola, az SZTE Oktataselméleti Kutatdcsoport és a
MTA-SZTE Képességfejlodés Kutatocsoport vezetdje. Kémia-fizika sza-
kos kozépiskolai tanari diplomajat a Jozsef Attila Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Karan szerezte 1977-ben. A Brémai Egyetemen
Humboldt-6sztondijas kutatoként dolgozott 1989-ben, 1994-95-ben pedig
Stanfordban, a Center for Advanced Study in the Behavioral Sciences
meghivott kutatdja volt. Fontosabb kutatési teriiletei: kognitiv fejlédés,
a tudas szervezddése, longitudinalis vizsgalatok, pedagogiai értékelés,
tesztelmélet, technologia alapu tesztelés.

Csikos Csaba

A Szegedi Tudomanyegyetem Neveléstudomanyi Intézetének habilitalt
docense. Matematika-foldrajz szakos tanari és pedagogiai értékelési
szakértdi végzettséget kovetden a neveléstudomany teriiletén szerzett
PhD-fokozatot. 2002-2005 ko6zott Békésy Gyorgy posztdoktori dszton-
dijas. Kutatasi témai els6ésorban a 10-12 éves korosztaly stratégiai gondol-
kodasanak vizsgalatahoz kapcsolodnak; angol és magyar nyelvii publikaciod
elsésorban e korosztaly matematikai gondolkodasanak és olvasasi folya-
matainak kutatasabol sziilettek.

Gabri Katalin

Matematika és szamitastechnika szakos kozépiskolai tanar, oktatasiranyi-
tasi és értékelési szakértd. Tizéves tanari munka utan a Nograd Megyei
Pedagogiai Intézetben, majd a Magyar Gallup Intézetben dolgozott peda-
gbgiai tandcsadoként. Terlileti €s orszagos tanuldi felméréseket, iskolai
hatékonysagvizsgalatokat végzett, valamint kutatast folytatott a pedago-
giai hozzaadott érték mérésének lehetdségeirdl. A matematika tantargy
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gondozojaként részt vett az alapmiiveltségi vizsga koncepcidjanak és
tesztjeinek kidolgozasaban. Pedagogus-tovabbképzés keretében rendsze-
resen tart eldadasokat tanuloi- €s intézményértékelés teriileteken.

Lajos Jozsefné

Az Oktatasi Hivatal osztalyvezetdje, taniigyigazgatasi, pedagogiai érté-
kelési és akkreditacios szakértd. Az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem
Természettudomanyi Karan szerzett matematika-fizika szakos diplomat.
Részt vett az érettségi tartalmi munkalatainak megszervezésében. Szamos
kozoktatasi matematikai fejlesztési feladat résztvevoje, bekapcsolodott a
Nemzeti alaptanterv elokészitésébe, taneszk6zok fejlesztésébe, tanulma-
nyi versenyek szervezésébe. Az Alapitvany a Magyar Természettudoma-
nyos Oktatasért Kuratorium tagja.

Makara Agnes

Az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Tanito- és Ovoképz6 Kar Matema-
tika Tanszékének adjunktusa. Az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Ter-
mészettudomanyi Karan matematika, fizika és abrazolé geometria szakon
végzett, majd két évtizeden keresztiil a kdzoktatasban dolgozott. F6 kuta-
tasi teriilete a problémamegoldd gondolkodas fejlesztésének lehetdségei
a geometriatanuldsban.

Terezinha Nunes

Egyetemi tanar és a Gyermekkori Tanulas Kutatocsoport vezetdje az
Oxfordi Egyetem Neveléstudomanyi Tanszékén. F6 kutatasi teriiletei
az olvasas és a matematikai gondolkodas fejlédésének kognitiv és a kul-
turalis aspektusaihoz kapcsoldédnak. Brazilidban ,,az utca matematikaja-
val” kapcsolatban folytatott vizsgalatai, melyek feltartak a gyermekek és
felndttek informalis matematikatudasanak jellegzetességeit, ma mar a
matematikatanitas klasszikus munkai koz¢ tartoznak. Konyvei a hétkoz-
napi €és az iskolai matematika kognitiv folyamataival, a siket tanulok
matematikatanitasaval, a kora gyermekkori matematikatanitassal és az
olvasastanitas eredményességének javitasaval foglalkoznak.
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Szendrei Julianna

Az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem Tanito- és Ovoképzé Karanak tan-
székvezetd foiskolai tanara. Kozépiskolai matematika-fizika tanari diplo-
mat, majd matematikai statisztikabol PhD-fokozatot szerzett. 2000-2004
kozott Széchenyi Professzori Osztdndijas. A Debreceni Egyetem matema-
tika-didaktika PhD-alprogramjanak alapitéd tagja. Tobb magyar és nem-
zetkozi folyoirat szerkesztObizottsagi tagja. Két cikluson at a CIEAEM
nemzetkdzi matematikatanitasi szervezet elndke. Kutatasi témai az évo-
das és a kisiskolas korosztaly, illetve az 6ket neveld pedagdégusok mate-
matikai gondolkodésaval kapcsolatosak. Szdmos magyar, angol, olasz és
spanyol nyelvii szakcikk szerzdje.

Szendrei Maria

Egyetemi tanar, a matematikai tudomany doktora, a Szegedi Tudomany-
egyetemen az Algebra és Szamelmélet Tanszék vezetdje, a Matematika-
¢és Szamitastudomanyok Doktori Iskola torzstagja. Matematikus diplo-
majat a Jozsef Attila Tudomanyegyetemen szerezte 1976-ban. Kutatési
teriilete az absztrakt algebra. Szamos nemzetk6zi konferencia meghivott
plenaris eldadodja, nemzetkdzi kutatasi palyazat résztvevdje és vezetdje.
Humboldt 6sztondijas kutatdé a Darmstadti és a Kasseli Egyetemen. Tobb
nemzetkdzi matematikai folyodirat szerkesztéje, egynek fészerkesztdje.
Aktivan részt vesz a matematikusok és matematikatanarok képzését meg-
ujito bizottsagok munkajaban. Egy egyetemi tankdnyv tarsszerzdje.

Szitanyi Judit

Az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Tanito- és Ovoképzé Kar Matema-
tika Tanszékének adjunktusa. A Budapesti Tanitoképzo6 Foiskolan szerzett
féiskolai diplomat, majd nyolc évig tanitoként dolgozott. Egyetemi diplo-
majat az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karan,
matematika szakon szerezte. Kutatasai az 6vodas ¢€s kisiskolas korosztaly
valoszinliségi gondolkodasahoz kapcsolodnak. Szerepet vallalt a kompe-
tencia alapti matematikaoktatas kidolgozéasaban és elterjesztésében. Akti-
van részt vesz a Bolyai Tarsulat munkajaban, az Oktatasi Bizottsag tagja-
ként szervezi a Ratz Laszl6 Vandorgytlések also tagozatos szekcidjanak
munkajat.
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Egyetemi tanar a Loveni Katolikus Egyetem Pszicholdgiai és Neveléstu-
doméanyi Karan. Kutatédsai teriiletei a matematikatanitas pszichologiai
kérdéseihez kapcsolodnak, elsdsorban a gyermekek aritmetikai feladat-
megoldo stratégiait €s a matematikai problémamegoldas folyamatait vizs-
galja. Szamos nemzetkozi tudomanyos folydirat szerkesztébizottsaganak
tagja, az ,,Uj iranyzatok a matematika és természettudomany tanitasa-
ban” c. kdnyvsorozat szerkesztdje. A Flamand Tudomanyos Kutatési Alap
altal tamogatott ,,Kritikai és flexibilis gondolkodas stimulaldsa” nemzet-
kozi tudomanyos egyiittmiikodési haldzat koordinatora és a ,,Szamérzek:
analizis és fejlesztés” cimi kutatasi program vezetdje.

Zsinko Erzsébet

Az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Tanito- és Ovoképzé Kar Matema-
tika Tanszékének f6éiskolai docense. Tanterviroként, szakmai tanacsado-
ként, programfejlesztoként és szerkesztoként szerepet vallalt a kompeten-
cia alapu képzés és oktatds matematika programjanak kidolgozasaban.
Részt vett abban a pedagogiai kutatd-fejlesztd munkaban, amelynek so-
ran kidolgozasra keriilt a négyéves tanitoképzés programja. Folyamatosan
részt vesz a matematika tanitasaval, tanuldsaval kapcsolatos kutatasokban.
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